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Einleitender Bericht liber das TJnternelmieii der Herausgabe 
der Encyklopadie der matkematisclien Wissenschaften. 

Im September des Jakres 1894 trafen auf einer Fabrt in den 
Harz Felix Klein und Heinrich Weber mit Franz Meyer, damals 
Professor an der Bergakademie in Claustbal ; zusammen. Dort wurde 
der erste Plan der Encyklopadie der mathematischen Wissenscbaften 
entworfen. Franz Meyer entwickelte seinen Gredanken der Abfassung 
eines Worterbuches der reinen und angewandten MathematiJc. 

Das zu Ende gebende Jabrhundert hat wie auf so vielen Grebieten 
menschlicher Erkenntnis so auch hier den Wunsch. nacb einer zusammen- 
fassenden Darstellung der in seinem Laufe geleisteten wissenschaft- 
schaftlichen Arbeit entstehen lassen ; welche zugleich die mannigfaltigen 
Anwendungen auf Naturwissenschaft und Tecbnik mit einbegreifen 
sollte. Erschopfend frei’lich im Sinne einer geschlossenen, in alle 
Einzelheiten des weitverzweigten Baues eingehenden, alle Wege nach 
historischer wie nach methodischer Richtung bezeichnenden Darlegung 
konnte, beim Mangel umfassender Vorarbeiten, ein solches Werk nicht 
geplant werden, wollte man anders nicht seine Durchfuhrung gefahrden. 
So war es zunachst die Absicht ; nur das „Notwendigste“, die funda- 
mentalen „Begriffe‘' unseres mathematischen Wissens in Form eines 
Lexicons zusammenzustellen und zu charakterisieren. 

„Es sollte“ — so fiihrte Franz Meyer in einem ersten Entwurfe 
aus — „die Erklarung des unter ein vorliegendes Stichwort fallenden 
Begriffes in der Form, in welcher er zuerst aufgetreten ist, gegeben 
werden, nebst Angabe der litter arischen Quelle, soweit das moglich 
ist. War dabei hauptsachlich an die neueren Begriffe gedacht, so 
sollten immerhin auch die alten und sogar auch die veralteten Kunst- 
ausdriicke Erwahnung finden, um sie wie in einem Museum zu kon- 
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folgen bis in die neneste Zeit. Fast jeder Begriff differenziert unc 
spaltet sich mit der Zeit, nimmt verschiedene Nxiancen und Modifi 
kationen an, yerzweigt sich je nach den Anwendungen, die man voi 
ihm macht, vertieft und verallgemeinert sich. Entsprechende Urn 
anderungen, Zusatze und Zusaxnmensetzungen erfahrt das beziiglich< 
Kunstwort. Die wichtigsten Abscbnitte bei dieser Laufbahn des Be 
griffes sollten wiederum mit Belegen versehen werden/' So sollfa 
die Entwickelungsgeschichte eines jeden einzelnen Begriffes an seinen 
Teile ein Bild der fortschreitenden Wissenschaft liefern. 

Der Plan fand die voile Zustimmung von Klein und Weler . 

Frische und Mut ihn auszufuhren mochte bei der Wanderung 
durch Berg und Wald sich starken. Ein grosses Ziel war vor Auger 
geriickt, wert die Krafte dafiir einzusetzen und die Schwierigkeiter 
zu bestehen, die der Weg dahin darbieten wiirde. Das Unternehmen 
iiberstieg die Kraft des Einzelnen, es sollte ein Gemeinsames unserei 
Deutschen Mathematiker werden, zu dem ein jeder nach seinem be- 
sonderen Arbeitsgebiete beizutragen hatte, an dem dariiber hinaus, 
wo es die Entwickelung mit sich brachte, auch Forscher aus dem 
Ausland heranzuziehen waren. 

Damals war eben das Kartell Deutscher Almdemieen geschlossen, 
bestimmt grosse wissenschaftliche Unternehmungen in gemeinsamer 
Arbeit ins Werk zu setzen und zu fordern. Die hier gestellte Auf- 
gabe erschien recht eigentlich als eine Aufgabe des Kartells. Durch 
die Akademieen sollte nicht nur finanzielle Unterstiitzung geboten, 
sondern auch in wissenschaftlicher Beziehung der Fortgang der nicht 
rasch sich vollziehenden Arbeit — man dachte damals an eine Durch- 
fiihrung in sechs bis sieben Jahren — gesichert werden. 

Die Deutsche Mathematiker - Vereinigung aber sollte in erster Lime 
das Unternehmen zu dem ihrigen machen durch das Zusammenwirken 
ihrer Mitglieder. Fur sie wurde der eben mit Erfolg begonnene Plan 
grosser eingehender wissenschaftlicher fieferate fiber alle aktuellen 
Gebiete der Mathematik, die jeweils in den Jahresberichten niedergelegt 
werden sollten, erganzt durch diese neue zusammenfassende Aufgabe, 
fiir die aus jenen zum Teile wenigstens die Yorarbeiten gezogen 
werden konnten.*) 


*) Schon auf der ersten Versammlung derDeutschen Mathematiker -Vereinigung 
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So stellte sich der Bedeutung und dem Bedurfnis zusammen- 
fassender Darstellung des weitverzweigten Wissens die Notwendigkeit 
eines Zusammenscklusses Hirer Vertreter zu gemeinsamer Arbeit in 
natiirlichem Entwickelungsgang zur Seite. 

* * 

* 

Auf der Naturforscherversammlung in Wien im September 1894 
beschloss die dentscbe Matbematiker-Yereinigung den Plan der Ab- 
fassung eines Worterbuckes der reinen und angewandten Matkematik 
aufzunekmen und beauftragte Fran# Meyer, fur denselben die wissen- 
sckaftlicke und finanzielle Unterstiitzung der im Kartell yereinigten 
Akademieen und gelekrten Gesellsckaften zu Gottingen, Leipzig, Miinchen 
und Wien anzurufen. 

Zu Anfang des Jakres 1895 wurde der erste Entwurf des Worter- 
buches, yerbunden mit einem yorlaufigen Plan der Finanzierung (welcher 
mit Beiziehung der Firma B. G. Teubner in Leipzig aufgestellt war) 
den Akademieen yorgelegt und erlangte die prinzipielle Zustimmung 
yon Gottingen, Miincken und Wien, wahrend die Gesellsckaft der 
Wissensckaften zu Leipzig mangels yerfiigbarer Mittel sick genotigt 
sah ? yon der Beteiligung am Unternehmen yorerst nock abzuseken. 

Yon den gelekrten Gesellsckaften wurden F. Klein (Gottingen), 
W. v. Dyck (Miincken), G. v.Eseherich (Wien) beauftragt, die Yerkand- 
lungen mit der Redaktion und mit einem ins Auge zu fassenden Yer- 
lage einzuleiten und einen genauen Plan des Unternekmens nack seiner 
wissensckaftlichen wie nack seiner finanziellen Seite zu entwerfen. 
Diese akademische Kommission trat weiterkin als eine standige Ein- 
ricktung der Redaktion zur Seite. Sie verstarkte sick gleick zu Anfang 
nock durck H. Weber (Strassburg) als Vertreter der deutscken Matke- 
matiker-Vereinigung und L. Boltzmann (Wien) als Beirat in wissen- 
sckaftlicken Fragen. Spater traten dann nock H. v. Seeliger (Miincken) 
sowie neuerdings der spater nock zu nennende 0. Holder (Leipzig) 
kinzu. 

In eingekenden Vorarbeiten, welcke die Gliederung des Stoffes 
und seine Einordnung in grossere zusammenfassende wie in kleinere 

nehmungen, welche geeignet sind, das Stadium der Matkematik zu erleichtern u 
(1. Jakresberickt der D. M.-V., S. 59) anlasslick der Darlegung des Entwurfes zu 
seinem (inzwiscken erschienenen) matkematiscken Vokabularium auf eine solcke 
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Einzelartikel, sodann den in Aussicht zn nehmenden Umfang des 
ganzen Werkes zum Gegenstande hatten, verging der Sommer 1895. 
Die Entscheidung liber die Durchfiihrbarkeit des Unternebmens aber 
brachte eine Konferenz der Delegierten der Akademieen mit Franz Meyer 
im September 1895 zu Leipzig; an der sich ancb A. Wangerin an 
Stelle H. Weber's, sowie Verlagsbuchhandler Alfred Acker mann-Teubner 
beteiligte. Neben einem ersten Entwurf einer Stoffanordnung nacb 
Stichworten lag dort das Manuskript von Felix Muller’s schon oben 
genanntem Lexikon der mathematischen Terminologie vor — und da 
zeigte sick, dass fur die bier in Anssicbt genommenen Zwecke einer 
Encyklopadie an einer alphatetischen Anordnung nicht festgebalten 
werden konne. Wollte man, wie dies der eingangs bezeichnete ur- 
spriinglicbe Plan gewesen war, die Darlegung des Inbaltes unseres 
beutigen matbematiscben Wissens anknupfen an die einzelnen Begriffe 
und Kunstworter und ibre TJmgestaltung, so wiirde sclion die ricbtige, 
von unnotigem Ballast freie Auswahl der aufzunehmenden Stichworter, 
um welcbe sicb die gesamte Darlegung zu gruppieren hatte, ganz er- 
beblicbe Schwierigkeiten bieten. Gfleiebwobl wiirde eine solcbe An- 
ordnung eine weitgebende Zersplitterung des Inbaltes zur Polge 
baben; wahrend docb andererseits besonders in der Darstellung der 
Resultate und Metboden der Forschung Wiederholungen kaum zu ver- 
meiden waren. Das Lexikon wiirde zudem einen vollig unborn ogenen 
Gbarakter erhalten, weil neben zusammenhangenden Entwickelungen 
fiber einzelne Gebiete aucb ganz kurze Abschnitte, blosse Worterkla- 
rungen, eine Unmenge von Riiekverweisen eingefiigt werden miissten. 

So kam in Leipzig auf Antrag von By eh der Bescbluss zu Stand*?, 
die Idee eines eigentlicben Lexikons fallen zu lassen und an Stelle 
des kunstlichen Systems einer alpbabetiscben das naturliclm System 
einer rein sacblicben Anordnung und Darlegung der mathematischen 
Wissensgebiete zu setzen. Auch in einer solchen wird noch oft genug 
der mannigfache Zusammenhang der einzelnen Disziplinen zerschnitten, 
kann das gegenseitige Ineinandergreifen in sacblicher oder in metho- 
discber Hinsicbt nur teilweise zum Ausdruck kommen, muss das 
Nacheinander der Darlegung das Nebeneinander der Thatsachen un- 
vollkommen ersetzen. Aber docb ist es moglich, in der einfach aus- 
gebreiteten Darstellung dem Hauptzuge der leitenden Gedanken zu 
folgen und lhm die Entwickelung der Einzelgebiete mit ibrer weiteren 
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Unter Zugrundelegung dieses neuen Prinzipes wurde nun zunachst 
die Disposition fur die der reinen Mathematik gewidmeten Bande ge- 
troffen. Fur ihre Ausarbeitung wie fiir die Bearbeitung zweier Probe- 
artikel iiber „Flachen dritter Ordnung“ und iiber „Potentialtheorie“ 
gelang es neben Fran# Meyer noch Heinrich JBurkhardt 9 damals Priyat- 
dozent an der Universitat Gottingen, zu gewinnen und den letzten 
aucb zum Eintritt in die Redaktion zu bestimmen, denn yon yorn- 
herein trat zu Tage, dass die Aufgabe der Redaktion yon einem Ein- 
zelnen nicbt wiirde bewaltigt werden konnen. Im besonderen iiber- 
nabm dann spaterhin Fran z Meyer die Redaktion yon Band I 
(Arithmetik und Algebra) und yon Band III (Geometrie), Heinrich 
JBurkhardt die des Bandes II (Analysis). 

Es lasst sick nickt yerkennen, dass mit der An derung des 
Systems der Darlegung auck eine Versckiebung des Inkaltes oder 
dock eine andere Betonung desselben gegeben war. Nickt der ein- 
zelne Begriff, sondern der Aufbau des Inkaltes in den Resultaten und 
Metkoden der matkematiscken Forsckung bildet das Prinzip der 
Gruppierung. So wurde als Aufgabe der „Encyklopadie der mathe- 
matischen Wissenschaften ci y wie das Werk yon da ab genannt wurde, 
die folgende aufgestellt: 

„Aufgabe der Encyklopadie soli es sein, in knapper, zu 
rascher Orientierung geeigneter Form, aber mit moglickster 
Vollstandigkeit eine Gesamtdarstellung der matkematiscken 
Wissensckaften nack ikrem gegenwartigen Inkalt an ge- 
sickerten Resultaten zu geben und zugleick durck sorg- 
faltige Litteraturangaben die geschichtlicke Entwickelung 
der matkematiscken Methodeil seit dem Beginn des 19. Jakr- 
kunderts nachzuweisen. Sie soli sick dabei nickt auf die 
sogenannte reine Mathematik beschranken, sondern auck 
die Anwendungen auf Mechanik und Physik, Astronomie 
und Geodasie, die versckiedenen Zweige der Technik und 
andere Gebietc mit beriicksicktigen und dadurck ein Ge- 
samtbild der Stellung geben, die die Mathematik innerkalb 
der keutigen Kultur einnimmt/' 

Eine weitere Schwierigkeit lag nunmekr in der Bemessung des 
Umfanges des ganzen Werkes und in einer ricktigen Verteilung des 
Raumes auf die einzelnen Gebiete. Vergleiche mit frfiheren Werken 
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linker Zugrundelegung dieses neuen Prinzipes wurde nun zunachst 
die Disposition fur die der reinen Mathematik gewidmeten Bande ge- 
troffen. Bur ilire Ausarbeitung wie fur die Bearbeitung zweier Probe- 
artikel Uber „Blachen dritter Ordnung“ und iiber „Potentialtheorie“ 
gelang es neben Franz Meyer noch Heinrich Burlchardt, damals Privat- 
dozent an der Universitat Gottingen, zu gewinnen und den letzten 
aueb zum Eintritt in die Redaktion zu bestimmen, denn von vorn- 
herein trat zu Tage, dass die Aufgabe der Redaktion von einem Ein~ 
zelneii nicht wiirde bewaltigt werden konnen. Im besonderen iiber- 
nalmi darm spaterhin Franz Meyer die Redaktion von Band I 
(Arithmetik und Algebra) und von Band III (Geometrie), Heinrich 
Jiurkhardt die des Bandes II (Analysis). 

Es liisst sich nicht verkennen, dass mit der Anderung des 
Systems der Darlegung auch eine Verschiebung des Inbaltes oder 
doeh eine and ere Betonung desselben gegeben war. Nicht der ein- 
'/elm* Begriff, somlern der Aufbau des Inhaltes in den Resultaten und 
Methoden der mathematischen Forscbung bildet das Prinzip der 
Gruppierung. So wurde als Aufgabe der „Encyldopadie der mathe- 
matischen Wisscnschaftni 11 , wie das Werk von da ab genannt wurde, 
die bdgeude aufgcnt<‘llt: 

,, Aufgabe der Enoy klopiidie soli es sein, in knapper, zu 
rase her Orientierung geoigneter Form, aber mit moglichstor 
VollHtiindigkeit eine Uosarntdarstellung der mathematisclien 
W isHeitHehaff en naeh ihrem gegenwartigen Inhalt an ge- 
>irh«*rten Besulfafen zu goben und zugleieb (lurch sorg- 
faltige Gittenit urangabcn die geschichtliche Entwickelung 
der in a f 1 m* realise h en Methoden seit deni Beginn des 19. Jahr- 
hunderis naehzu weistui. Hie soil sich dabei nicht auf die 
sngennn ni e reine Mathematik beschriinken, sender n auch 
<1 i e Anweudungen auf Meehan ik und Physik, Astronomic 
und Geodiisie, die verseh iedenen Zweige der Technik und 
and ere Gebieie mit benieksichtigon und dadurch ein Ge- 
sii in f b i 1 d der Stellung geben, die die Mathematik innorhalb 
der b e u t i ge n Kult.ur einnimmt" 

Eine weiten* Sehwierigkeit lag nunmehr in der Bemessung des 
1 infanges des ganzen Werkes und in einer richtigen Verteilung des 
Khuuior auf die eiir/elnen Gebiete. Vergleiche mit fruheren Werken 
ahnlieher Art, mit analogen anderer Disziplinen boten nur geringeu 
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demieen zu Gottingen , Mimclien und Wien und wurde der Vertrag fur die 
Iierausgabe mit dem Yerlage von B . G. Teubner in Leipzig abgeschlossen. 

Und nun begann das Werk — unter gunstigen Auspicien, 
(lenn gleieh von Anfang an gelang es der Redaktion, einen grosser^ 
bedeutenden Kreis von Mitarbeitern sicb zu sichern, bereit unter Hint- 
ansetzung ihrer besonderen Interessen ibre Arbeit in den Dienst der 
gemeinsamen Sache zu stellen. Es waren J} Allgemeine Gnmd$at&e“ 
ausgegebon worden, welcbe nach Moglichkeit eine gemeinsame Basis 
don Aul banes der Artikel und eine gleiehmassige Bebandlung des 
Stottes sichern sollten, oline dock die wissenschaftliche Freiheit und 
di(‘* Individualitat des Einzelnen, der fur seine Darlegung die voile 
V erantwortliehkeit tragt ; allzusehr zu beschranken.*) 

liber die Anordnung der einzelnen Biinde, wie sie nunmekr, ge- 
sttitzt aut diese Grundlagen allinahlick sick gestaltete, wird in den 
besonderen Einleitungen der Redaktion zu berichten sein. Hier soil 
nur hervorgehoben werdon, wie die Aufstcllung und allmahliche Er- 
giinzung der umfasHendon Disposition, die gegenseitige Abgleichung 
des Inhnltes dor einzehuui Auisatze und die Klarlegung ihrer wechsel- 
M*itigen Beziehungen ganz besonders gofordert wurde in den haufigen 
prrsnnlirhen Konierenzen der Mitarbeiter, der Redakteure und Kom- 
missionsniitglieder unterei minder. Sie bedeuton cin aufs dankbarste 
anzuerkennendeH Opfer aller Beteiligten, aber auch einen bleibenden 

b Wir gluwRen, sde uit dioser S telle mit denjenigcn Abiinderungen und Er- 
iMiiiMiniTii u i»‘iii»rgi*ln*n 7.n snllen, welelie Hie h pater, insbcBondoro bci Inangriff- 
ualnm- >i*T I *.i ! i * i * * * 1 »*r jingewandton MuMiematik, erlahreu liabcn. 

Allgemeinn Grundsatze fiir die Bearbeitimg der Artikel. 

S iitni'i iuiib des ein/.eluen Artikols warden die dom betrefTend.cn Gebioto 
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r i « l *■ * i • ! 1 1 . i ■ u<i r , i-irli uni priit/.i pit'll wielitige IieweiHinethoden handelt, kann 
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f rrhir >.*-!' f s a i A.rr, wrlelie Autwurt die Mathematik auf dicflo Pragen giebt. 
lw*iji'.r»-!.i.e‘i‘ in' uil.en aie sieli iiuT die inatliemiitisebe, S(‘.ite der Anwendungen; 
In -. t l - unde, lliMibiiehtnnL'HkuiiHt. Saumilung von Konstanten, Verwaltungs- 

.*].* u»*n Sa.A'u ao— erhall* tie., Rahmens de« Werkes. 
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Gewinn far das game Werk wie far Alle, die an si.-h 

bethatigt haben. Die Naturforscherrersammlungen .lea let/.len Jnhr- 
zehntes, yon der Wiener Versammlung des Jahres 1894, auf w.*lcher 
der Grundstein des Werkes gelegt wurde, angefangen, der inter 
nationale Mathematikerkongress in Zurich (1897), wie eudiieh heaon- 
dere Konferenzen der akademischen Kommission und der Umluktiwi, 
die fast regelmassig mit den jahrlichen Yersammlungen dea Kartells 
der deutschen Akademieen vereinigt wurden, boten die wichtige (Jelegen 
heit zur gemeinsamen Beratung aber den Fortgang des Werkes und 
zum Gedankenaustausch aber seine Ausgestaltung ini Kin/.eluen. 

Ganz besonders trat die Notwendigkeit personlieher Ausspruele' 
hervor, als es sich, nacEdem die wesentlichsten Scliritt** filr die Dis 
position und die Durcbfuhrung der drei erston Bilnde der reineii 
Mathematik getan waren, im Jahre 1897 durum handelte, numnehr 
auch an die der angewandten Mathematik gewidmeten Biiude heran- 
zutreten. Von Torneherein war klar geworden, dnss nur eiue Kj 
weiterung der Redaktion die Durchfuhrung des Unterneiiuieits sieiiern 
konnte und ebenso, dass es — wollte man nieht die Fertigdellung 


Soil das erste dieser Ziele erreicbt werden, bo wird erferdi-rlii ii win. Uivr 
Angabe der tiberlegungen, die zur mathematischen Formulierimg de* betr I'mldmi* 
gefuhrt haben; expliziteAufstellungdieser Formulierimg; Angnbe der. iren/.eu. inner 
balb deren in den Fallen der Praxis die auftrctenden Knmdnuten liegen; 
des Genauigkeitsgrades, bis zu dem die betr. Pormulierung uU rhd.tig iin/.uwb-n im 
Soli auch. das zweite Ziel erreicht werden, ro wird man ni.-ht 
blosse Verweisungen auf diejenigen Stellen der drei ersten Bilnde hewlniinle n 
nrfen, an denen das betr. Problem behandelt i»t; man wird diet HeMiltnt .i, , 

erforderhehen matbematischen Operationen (aicichungattuflflsunj*. v a, 

onstruktion, Integration) kurz angeben miissen. Dagegen ist Wie.lerb-i.m-- ,i, , 
Litteratmangaben nicht erfordexlich. 

4 . Streng chronologische Anordnung des Stoffos wiirde zu viele,, U 

holnngen no trgen fur die nicht Raum ist; aber die ull.nkUrh, A V.™*, ,/„• 
Begnffe und Methodm wird an geeigneten Stdlen nisei, ,n„.|er/.„.et/.-„„„.l 
durch genaue Litteratwangaben zu belegen sein. 

min J' Die , TO ^ ande “ n historischen Monographien mul l.ihli,n-ra..|»,..-he„ Hi If,, 

. 6 ^ "Keren i 

sem, aber auf sneziellm 'Nam,™,-,, -i tt 1 ucwiltate i.ut/mieiimen 

andemfalls wiirde die Btfolgung ^rG^^T* 'T'* verz "' ht, ‘ t 

nber die Maassen verzogeru Z "“ T f (5) . inu Ahw ' hh ‘- ^ Arbeit 

arbeiten namentlich fur das 18 und ® a erforilerliclu ‘n orientieremleu \'»r 

M 18 - ’ md ’ teilw6lse auc h fSr das 17. Jakihundert nueh 
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bmleite ruler Rariebfc vlbor das Encyklopadieunteraebmen. 

den CiaiiziMi in weitoste Feme verscbieben — noiwendig war ? das 
Wark von alien He i ten in Angriff zu nebmen. Die akademiscbe 
Komimssion hoffte, F. Klein zumEintritt in die Redaktion und speziell 
filr diti Hearbeitung des auf Mecbanik beziiglichen Bandes bestimmen zu 
kbnnen and ebenno A. Hommerfeld (damals Privatdozent in Gottingen), 
filr die Redaktion den mathematiscb-pbysikaliscben Teiles zu gewinnen. 
Zuniiehst tlbentahm es Klein auf mebrfachen grosseren Reisen (nacb 
England, Frankreich, Holland, Italien und Osterreicb), zu denen die 
Akademieen die notigen Mittel in liberaler Weise gewabrt hatten, fur 
Disposition, Ausgestallung und Mitarbeit an diesenBanden die notigen 
Vorarbeiten zu treffen. War sclion fur die ersten Bande die Beteiligung 
uueh niehideuiseher Autoren von wesentlicber Bedeutnng fur das Geprage 
tb*r Refernte ge worden, bier, bei den der angewandten Matbematik 
gewidmeteii Riimlen ist es bosonders wiebtig, der Entwicklung der 
einzelnen Uebiete gemiiss aucb auf die Mitarbeit nichtdeutscber 
Autoren ziihlen zu konnen. 

Ho sehr wir das ganze Unternehmen nacb Grundlage und Durcb- 
filhrnng als ein deutsehes in Anspruch nehxnen wollen, es ist Yon 


kbit 1 >riu: ■■rutiii*-)* wird (lie historisdie Darstollung im allgemoinen zwecluniissiger- 
webe* nut <iciu Heginn den neuir/.tdinten Jalirhundorts oinsotzen. Soweit iiberliaupt 
/ 1 1 it t ** uuf irtdiere Zeiten gegeben werrinn, wcrdon sic in dem Sinne zu verstebon 
win, iIuwh keine Uewiihr diifilr geleistet wirtl , ol> niclit cine nocb frvibere Stelle 
butte yitieil werdeu tubmen. 

V itje etn/elnen inathematisrhen Flleher worden nicbi als von einander 
i,u.hn t betruebtet; vh 1st im (iegenteil eine der Hauptaufgabon des Werkes, das 
uelt’iM'he in m<‘l l In vt'intoitinufrcif't'ii dev v witch tedens Qebictc allgeniein ziun 

\U‘V> umA liens /ii bringen 

h lb js>i»*it ige Hcrvorhobung nines bestinimten Scbulstandpunktes limit deni 
/nnkr tint Werken zu wider. Das Erstrebenswertosto wiirde es sein, wenu es 
j.ei.dl •M-kiUi.'i*. die auf vorsehiedenen VVegen gewonnenen Jiesultate zu oilier 
Ihn.s’tlLui.} ineinander */.u arbeiten; wo das imdurcbiTihrbai ersebeint, soil 
vtriipe t< y jr.b* * i ♦ * r riiiander gegemiberstehenden Auliasstingen zu Worte kommen. 

-> / i4i i r,iit;n*heidung sehwebonder Stvctllvftfivn, insbesondero soldier fiber 
lUiMiitat, int die Kney kb»j»;idio nieht beruion. 


in Ut-rdeu in eiitein tlebieto Begritle odor Siltze bemitast, die oinem andorn 
nnyvh»ivn. w wird ant den das ietztere (lebiet bebandelndcn Abaehnitt einfach 
vtnn'Siu outer Benut/.ung der in der Disposition gebrauehten Signatur), aueli 
wenu <irn,ribe ill der Kueyklnpadie erst an (drier spiiteren Stelle erscheint. Ubrigens 
ttrnien ihn> um webdien man z.weifelu kann, ob sic in einen friilieren oder in 
„.,;iteivsi Alwlmitt gehbren, im allgemeinen an der fraberen Stelle emgereiht. 
U w„we»t .-h (dine Beeiutriiehtigung der Orundsatze (7) und (10) gescliehen 
k uni, t «erd,n die A iiHpruehe an die Vorkenntnim der Leser so gehalten, dass 
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hochster Bedeutung, soli es nicht einen einseitigen Stmuijmnkt ver 
treten, dass in der Auffassung und Darlegung der nu»*I«hmi (Ldbete 
alle Stimmen zu Worte kommen, welcbe zu der Eigenart ihrer But- 
wicklung beigetragen baben. Der bleibende Besitzstand oirmr jeden 
Wissenschaft ist ein intemationales Gut, gewonnen ana tier gesamteii 
Arbeit der Gelebrten aller Zeiten und aller Lander. A her in versehiede 
nen Ricbtungen, mit verscbiedener Betonung und Wertschiitzinig der 
ginKftlnpn Gebiete, mit charakteristiscbem Unterschied in den Metiindeti 
und in der Darstellungsform haben die verschiedenen Nationen , die 
verscbiedenen Epocben sicb an dieser Arbeit beteiiigt. Hies muss in 
der Encyklopadie in der Darlegung des Inbaltes nach seiner gesehielit- 
liehen Entwicklung wie in der Heranziehung der Mitarbeiter zum Ans 
druck gebraebt werden. In der That zahlt das Unternehuteti heute 
neben dem Grundstock seiner deutscben Autoren (ielelirte Aiuerika*. 
Belgiens, Englands, Frankreicbs, Hollands, Italiens, aim ,\’>i rwegen, 
Osterreicb, Bussland, Sebweden zu seinen Mitarbeitern. 

In den Jabren 1898 und 1899 konnte, besonders dureh die per- 
sonlicben Beiniihungen und Beziehungen F. Klein's, die Ihin-hfitlming 


das Werk auck demjenigen nfitzlick sein kann, der mir iil.er ein U-Mtimmt.'i. 
Gebiet Oiientierung sucht. 

12. Bibliographiseke Yollstandigkeit der LMeritturumitil >>, ;»t eU-jet-weni- 
moglich Oder auck nur wfinschenswert, als ersehOpfemle Aut/ahlwne aller 
kaupt aufgestellten Sfitze oder vorgescklagenen Kiuwtaumlrfirlie 

13. Dock sollen alle wicktigen wirklick im Celmtuche Mindlii-kni hrmuu 
technici vorkommen und Erlauterung fiuden, damit sir Hj.liter in da- H, 
aufgenommen werden konnen. Besonders werden I'iille zu n„ti,-,en 
welcken derselbe Terminus oder dasselke Symbol von veiwlned-nm \„j, ... 
versckiedeuen Bedeutungen gebrauckt wird, namentlich soleke in », 

Sum ernes Terminus sick im Laufe der Zeit unvennerkt erweu.-.f tul , I 
veralteten Terminis wird sparsame Auswahl zu tretlVu win 

aJtSSZ ” “ " •**" “• 
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denselben Dienst noch besser tkun. PTaphiwhe 1 'urstell.me 

16. Zitate auf vielbeuutzte Zeitschriften werden in einheitlieher ul, H ^ter 
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ilc*r der angewamlten Matliematik gewidmeten Bande gesicliert und eine 
Hide Disposition derselben entworfen werden. Dabei erwies es sicb 
?i1b notwendig, den gesamten iiberreiclien Stoff der Anwendungen statt 
wif^ geplnnt auf zwei, auf drei Bande zu verteilen, von denen der vierte 
die Meehanik, der 1 Unite die matbem atisehe Physik, der sechste die Greo- 
diinie, (leophysik und Astronomie umfassen sollte, wahrend fur die 
Instorisehen, philoaophisehen und didaktisclien Fragen ein siebenter 
Baud vurbehalten wurde. 

1m dnhre 1H99 iibernahm Klein definitiv die Redaktion des der 
Merhanik gewidmeten Ban des, bald darauf Sommerfeld die Redaktion 
den fflnfien Bande.s, der mathematischen Physilc. 

An eine Disposition des sedisten Bandes konnte erst nach mannig- 
iuehen Vorverhundlungen im Jahre 1900 gegangen werden. Sie 
wurde von E. Witvhcrt in Gottingen fur Geodasie und Geophysik, von 
II. Ltbmann-Filhrs in Berlin ftir die Astronomie getroffen, die beide 
damif in die Hedakticm der Encyklopadie eintraten. Leider sah sich 
der letzf gennnnte sehon im Jahro 1902 genotigt, von der Redaktion, 
in der er in dankeimwerfceHter Weise die ersten Verbandlungen mit 
den gewiihlfen Mitarbeitern gefttlirt hatte, zuriickzutreten. An seine 

F»»rm uu«h riaem bemmderH aufgeHtellteu Schema) gogebcn; Bucher werden, wo 
».ir in t'iiM'm Artikel /,um ersten Mai vorkommen, mit Familien- mid abgekfirztem 
\ «i»*H Yerthwers, 1 luupiteil des Tiicln, Ort uml Jahr zitiert, bei ofterem 

V* *r k • 4 1 1 i n i • * r i ili»* Npiitereu Mule in kfirzerer Form. Wo zu genaueren Angaben die 
In* jji. lu wiehtig genug erseheiui, hahen bloHse Auizahlungen von Autoren- 
intnu'u tor moist wenig Nutzen. 

IV in ii»n*r Allgemeinheit nic-hlsHagende epi theta onumtla , wie epoch c- 
mm-hnei. genial. grn^iartig. liliLHsiseh u. h. w. werden z u vermeiden aein. Da- 
vn'* ii v, ad Hugegebfii, in weleher Riehtung jedesmal der Fortschritt liegt: ob 
ni \niiijiduim htwr lirsnltuh' oiler in simper Begriimlung vorber nur ver- 
iirnt sm * v, nr «* mit'-'r UiditiT oder ungemigend bewienener Siitzc — Oder in Ab- 
k; 1 r.'!iii;< ujiiMamllmlmr Pniwiekelungen (lurch He.iziehung neuer Hil/hmttcl — 
ndi-r rudin h iii sinttmutisrher Antmhnuuj i‘ini‘r gauzen Thcorie. 

dm P.eurheitimg dor Bihide fur angcwandtc Matliematik gelbcn 
n.M-ii d:r ! , ..L*»-!idi*n Bemerkungen: 

l {>,:• ,in* Hm*\ klnpadie wesentlich an ein mathematisclies Publikum 

wriidrt, mion. ?! i.- d»m Nurhdrurk wwUYw malhemalMv. Seite der Theorieen logon. 
Himvu und i-iiuT ‘frits zu '/allien sein die matheinatiHe.be Formulienmg der in 
S »**trm-ht L..mimmdmi Autgnben, andererscitH Hire math cm ati sell e Burchfuhrung. 
\U‘V irf.inr Or irlft puni.t, weleher in den Hpezilisch pliysikaliHclmn und ingcnicur- 
-hnltlir -hen H r hern \ielfaeh zuriicktritt, wird bier wcsentlicli im Augc zu 
1‘s-lmitr ji M in Vudrr.THeitH wird aber uuch im (Jegensatz zu der Darstellung in der 
Mriir/ubl Urj loittbeuiutiseben ^ erke die experimentelle Grundlcgung dei Itinzel- 
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SteUe trat mit dem Jahre 1903 K SchwwmchM, der ebon an die 

Gottinger Stemwarte berufen worden war. _ 

Ostem 1904 wurde Comad H. Muller, der schon langere Zeit an 
den Arbeiten der Redaktion beteiligt war, zur Unterstfitzung F. Klein h 
als Mitredakteur des vierten Bandes durcb die akademmrho Korn 
mission bestimmt; im Juli 1904 endlicb Pk Furlwum/ler {m Potsdam! 
zur Redaktion des ersten Teiles von Band VI (Geodasio »nd U,*o- 
pbvsik) in Gemeinsebaft mit E- Wiechert berufen. 

* ., * 

Inzwiscben war, am 7. November 1898, das erste Heft des ersten 
Bandes zur Ansgabe gelangt, entbaltend H. Schubert'* Berieht fiber die 
Grundlagen der Aritbmetik, E. Netto’s Referat fiber Konibinatorik uud 
die grosse Arbeit von A.Prmgslieim fiber Irrationalzahlen und Kottvergenz 
unendlicber Prozesse. Im August 1899 begann dann die Publikation 
des zweiten Bandes mit Pringsheim’s Grundlagen der nilgemeinen 
F unktionenlebre, dem sich der Aufsatz von A. Vose fiber Differential- und 


gebiete zu scbildern sein, namlicb so weit, dass der Leser dti allgememeH t rt**i I iil»i*r 
die Begriindung und die Genauigkeitsgrenze der mathematinplipn Thn»ri** inut 

2. Dem allgemeinen Plane der Encyklopiidie entBprieht, in linn HuimH 

scbreiben hervorgehoben, die historische Anordnumj des Sloffra und »ii»* \Vinii*r 
gabe der Hauptmomente der geschicliiliclien Entwkkvbuuj . lining i»*t fur «li»* 
vorliegenden Bande in dieser Hinsicbt zu beach ten, dann (lit* Krgrliuiw «I**r an 
gewandten Mathematik raseber veralten, wie die der reinen, und da-^ *ii«* 

gescbichtlicbe Entwickelung bier niebt dieselbe Wic*htigk<*it fur «ian nidus* 
des beutigen Standes der Tbeorie bat, wie dort. Trotzd«*m uird im Ulp’jmuiii'ij 
die historisebe Darstellung aucb in den folgcndcn Biind<*u wui*Ht'! 4 * it - v* nt 
soweit sie sicb mit Systematik und tJbersichtliebkeit vertragt 

3. Auf den Gebieten der angewandten Mathematik ist l.itt- rutur \ ! 

facb sebr zerstreut und unzusammenhangend. Die Ketiaktiim hat ■}, s 


angelegen sein lassen, im voraus nacb mtiglichst vieien fVitmi, Ud Math«uuat ikn n. 
Pbysikem, Tecbnikern, . . . Astronomen, st twit* in v(»rs(‘iiii'<icin‘ft Hr 

ziehungen anznbahnen; sie wild gerne bereit sein, den llm. n :>m 

Gxund dieser Beziehnngen sonst sehwer kucliafflmre !.itt.-rat.ir iuii;i,i, ,i.,„ 
oder wenigstens nachzuweisen. 

4. Scbliesslicb scheint es niebt erforderlich, dam j.-der 
emem einzelnen Autor bearbeitet wild. Viclmehr siml um-li 
welcbe nnr einen Teil des in dem betr. Artikel v.« |,elm„d.d„d.-n St, -if, . 
nnter Umstanden erwiinecht. Solcbe Beitriige kimnen dm, 

Artikel als Anhang beigedruckt oder, falls sich der VerlWr dau.it .-mw-ta, 
erklart, dem Eanptreferenten des Gebietcs znr Verfugung g,,!,li< uu,i ,iu-,r lu 

sott n I 61 ' 611 - * d6r tJbettChrift * Artikelw wird A J,,J 
soleber Beitrage in geeigneter Weise zum Ausdruek koiumm 
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Jiitegralmdtuung, mrnm der des verstorbenen G. Brunei fiber bestimmte 
Integral!* tuireihte. Im Oktober 1902 erschien das erste Heft des 
Written Baiidon init den Aufsiitzen von K v. Mangoldt und R.v. Lilienthal 
tiller Dillerentinlgeometrie. Die Veroffentlichung der der angewandten 
Muthematik gowidmetan Teile setzte im Juni 1901 mit dem vierten 
Baade mit M. Abraham s Darlegung der geometrischen Grundbe- 
grilfe zur Meelmnik der deformierbaren Korper und zwei Abhand- 
lungon von ARIL love fiber Hydrodynamik ein. Ostern 1903 folgte 
Bimd V (Mathematische Physik), eingeleitet durch die Aufsatze 
( \ Mange m fiber Maas und Messen und J. ZennecW s fiber Gravitation, 
an welche sich G. I L Bryan’s Allgemeine Grundlegung der Thermo- 
dynamik anschliessL Nocb im Laufe dieses Jahres wird mit der 
llerausgabe der ersten Hefte der beiden Teile des secbsten Bandes 
begmmen werden. Sie warden einerseits die Aufsatze von C. Reinhertz 
und j P. JHzetti fiber Geodasie, von S. Finsterwalder fiber Pbotogrammetrie 
enth&lten, andrerseits (im astronomischen Teil) die Abbandlungen von 
R Atuling und F. Cohn zur Theorie der Koordinaten bringen. 

Man hat nicht fiberall diese ; an alien Seiten des Werkes ein- 
aetzende Thatigkeit gutgeheissen in der Befurchtung, es mochte da- 
dureh die Perfcigsfcellung der einzelnen Bande sich allzusehr verzogern. 
Audi erhiilt der Leser gogonwartig ein nicht leicht zu fibersehendes 
Stfiekwerk veroinzelter Hefte, welches auch die Bibliotheken nur un- 
gerne der Beniitzung freigeben. Es muss aber liierzu gesagt werden, 
da.ss nine Verzbgerung der Herausgabc durch den breiten Umfang 
der rednki ionellen Thatigkeit nicht eintritt, weil es sich fast durchweg 
uni vi*rsdii»*den<* Redald.eure und Mitarbeiter hand el t; im Gegenteil ist 
aber d«*r gleiduniissige Portsehritt des Ganzen fur die Verwertung der 
u erij.^idsfit igi'ii Bezidmngen der einzelnen Bande und der einzelnen 
A ufsiit /.«* unt<*n*inaiider von wesentl idler Bedeutung. Der Erleichtermig 
in « 1 « * r Brnuizung der einzdnen Ihdte andererseits hat die Verlags- 
haudlung in jiingsi.rr Zeit durch eine besondere Ausstattung und 


Brosdiienittu d**r I Idle Rechnung getragen. 

IIi«*r i t di r OH. gegeben, das iiberaus grossc Entgegenkommen 
der Wrlagsbudihundluug II (I. Tmlmer mit besonderem Danke her- 
\ orziilndtrit. Kukt cits hat die Pinna alle auf die Drucklegiuig be- 
ziigiirln-u w #*i t Wfinsclie und Anfordcrungcn der Itedaktion 
win drr Automi auf d;n l >»*reitwilligste eriiillt und andererseits durch 
i hi* eigeiies Hint n t«*n til r die aufzuwendenden Honorare es ennbgliclit, 

i.i**" ■» k « ■ > t * i 1. b 
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dem im Laufe der Entwicklung immer starker auftreteuden BedQrfnis 
g e r echt zu werden, das Werk in einem gegenuber dem ersten Plane 
ganz betrachtlieb erweiterten Umfange durehzufiihren. 

Man mag bedauern, dass der ursprunglicbe Ansatz, emeu ganz 
gedrangten Uberblick unseres beutigen matbematischen Wisaens in 
seeks niebt unbandbeben Banden darzubieten, verlassen wordeu ist 
und mag niebt obne Bedenken seben, wie von Band zu Band das 
Werk fiber die zu An fa, ug gezogenen Grenzen binaustritt. Das Btreben 
nacb mogliebster Yollstandigkeit in den einzelnen Abschnitten aber 
und der Wunscb iibersicbtlicb und klar zu sein, aucb auf Kosten der 
Kttrze, ein Wunscb der besonders aucb aus den Kreisen der Leser 
wiederbolt an uns berangetreten ist, bilden den unmittelbaren Grand 
fur das Anwacbsen des Umfanges. Der wesentliebe Grund aber iiegt, 
wobl tiefer: Das Werk ist ein ersies nacb seiner Aufgabe, so kami es 
niebt ein vollendetes sein, sie zu erffillen. Erst wenn das gewaltige 
Gebiet, welcbes es umfasst, in dieser ersten Fassung als ein Gauzes vur 
uns Iiegt, wenn der Kreis der Probleme, die es darzulegen bat, ein 
mat durcbmessen ist, wird man uberseben kbnnen, wieviel zur Ver 
tiefung seines Inbaltes, zur Yereinfacbung undPragnanz der Darstellung, 
zur Abgleicbung und zum Ineinanderscbliessen aller einzelnen Tcile zu 
tbun nocb ttbrig bleibt. 

* * 

* 

Zwei fur die Anerkennung der bisber geleisteten wissensehaft 
beben Arbeit bedeutsame TJmstande sind in unserem hislorisehen 
Bericbte nocb zu erwabnen: 

Der eine ist die Herausgabe einer franzosiseben Bearbeiluiig der 
Eneyklopadie, zu der die Yerleger B. G. Tcubner in Leipzig und 
Gauthier -Villars etfils in Paris im Jabre 1900 die Erniiichtigung dureh 
die Akademieen erbielten. J.MolJc, Professor an derFaculte des S.-ienees 
in Nancy, wurde mit der Leitung dieser Ausgabe zuniiclisf fur die der 
reinen Matbematik gewidmeten Bande betraut, will, rend ,. r fur die 
Herausgabe der Bande der angewandten Mathematik mit P. .1 //;«•//, Mit 
glied des Institnt de France (Mecbanik), sowie mit A. Potter dMiysiki, 

CIi Lallemand (Geodasie und Geopbysik) und II.Amloyer (Astr.momiel 
in Verbindung trat. 

. , mdht Uoss ebie Bbersetzung, sondem eine Bearbeifung beaii- 
sicbtigt, bei welcber die ersten franzosiseben Gelehrten ihre Beteiligung 
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zugesagt baben. Unter voller Erbaltung der Eigenart des deutschen Ori- 
ginals soli dabei in dieser Ausgabe dem Gebraucbe des franzosiscben Leser- 
kreises Recbnung getragen und sollen andererseits unter gemeinsamer 
Mitarbeit der Autoren wie der Bearbeiter die einzelnen Artikel noch 
mannigfacbe Erganzungen, besonders aucb beziiglich der Litteratur- 
zitate erfabren.*) 

So wird das deutscbe Werk in seiner franzosiscben Ausgabe nocb 
weiteren Kreisen erscblossen und in ibnen gewiirdigt werden. 

Eine fernere Anerkennung der bisberigen Durcbfubrung des Werkes, 
die wir mit besonderer Freude begriissen, diirfen wir darin erblicken, 
dass in jungster Zeit aucb die Konigl. Sacbsiscbe Gesellscbaft der 
Wissenscbaften zu Leipzig es ermoglicbt bat, an der Herausgabe der 
Encyklopadie sicb zu beteiligen. Sie bat ihrerseits 0. Holder in die 
akademiscbe Kommission delegiert. 

Damit erscbeint nunmebr die Herausgabe als ein gemeinsames Unter- 
nebmen der im Kartell der deutscben Akademien vereinigten gelebrten 
Gresellschaften zu Gottingen, Leipzig, Mtlncben und Wien und es be- 
zeugt aucb sie die Bedeutung dieser Yereinigung fur die Durcbfubrung 
von Aufgaben, die nur in vereinter Arbeit moglicb sind; zugleicb 
aber bietet die Autoritat der Akademieen, welche das ITnternebmen 
zu dem ihren gemacbt baben, die Gewabr, dass aucb die kiinftige 
Gestaltung, die Yollendung des Ganzen, wie spatere Neubearbeitung 
in beste Hand gelegt und in ibrem wissenschaftlichen Grunde ge- 
sicbert ist. 

* * 

* 

*) Der Prospekt der franzosischen Ausgabe kennzeichnet die Art der Be- 
arbeitung in folgender Weise: 

Dans l’edition fran^aise on a cberche a rcproduire dans leurs traits essen- 
ti els les articles do l’edition allemande ; dans le mode d’exposition adopts on a 
cepeinlant largement tenu compte des usages et habitudes franchises. 

Cette edition frany/aise otfrira un caractere tout particular par la colla- 
boration de mathdmati ciena allemands et franc;,ais. L’auteur de chaque article 
de rddition allemande a, en eifet, indique les modili cations qu’il jugeait ccm- 
venables d’introduire dans son article et, d’autre part, la redaction fran(,;aise de 
chaque article a donne lieu a un echange de vues auquel out pris part tous 
les interesses; les additions dues plus parti culierement aux collaborateurs fran 9 ais 
seront mises entre deux astcrisques. L’importance d’unc telle collaboration, clont 
l’edition fran^aise de 1’Encyclopddie ofFrira le premier exemple, n’echappera a 
personne. 
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Einleitender Berioht fiber das EncyHopadieuntemehmen. 

So moge denn die Encyklopadie imter diesem freundliclien Aspekt, 
outer dem Schirm der vereinigten Akademieen an ikrem Teile den 
Wissenscbaften dienen: 

Der reinen mathemaUschm Forschung , indem sie den alten vial- 
durchfurcbten Bo den zu neuer Saat and Emte yorbereitet und neu- 
errungenes Land der befrucbtenden Gedankenarbeit eischliesst; 

den angewandten Wissenszweigen , indem sie die vielfach getrennten 
Wege mafcbematiscber nnd naturwissenschaftlicber Betrachtung zu- 
sammenfuhrt nnd nacb Grundlage nnd Metbode ihrer weiteren Ent- 
wicklnng vorarbeitet; 

der Gesamtheit alter Geistesarbeit \ indem sie die Stellung bezeiehnet 
und nmschreibt, welcbe den matbematisclien Wissenscliaften irn Bereieh 
der menscblicben Erkenntnis zukommt. 

Munch en, 30. Jnli 1904. 

Walther von Dyck, 

als Vorsitzender der akademiechen Komminnion 
far die Herausgabe der Encyklopfulii*. 
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Der vorliegende erste Band der Encyklopadie der mathematiscben 
Wissenscbaften umfasst die Arithmetic , Algebra , Zahlentheorie , Wahr- 
scheinlichJceitsrechnung (mit Anwendungen anf Ausgleicbung nnd Inter- 
polation, Statistik und Lebensversicherung), sowie einige angrenzende 
Disziplinen: Differenzenrechnung , Numerisches Bechnen , Mathematische 
Spiele und Mathematische Wirtschaftslehre. 

Es sind das etwa diejenigen Teile der reinen Matbematik, die 
nicht spezifisch analytisehen oder geometriscben Cbarakters sind. 

Diese Abtrennung yon der Analysis (Band II) und Geometrie 
(Band III) konnte naturgemass keine ganz starre sein, vielfach war 
ein tfbergreifen in jene beiden grossen Gebiete unvermeidlicb., und 
ebenso wenig war es moglicb, den Begriff der „reinen“ Mathematik 
liberal! festzuhalten. Es mag das in den Hauptziigen, dem Gange 
des Bandes I folgend ; naber ausgefiilirt werden. 

In der Arithmetik (Abschnitt A) bilden das Irrationale und der 
Grenzbegriif (A 3) zugleich die Grundlage der heutigen Analysis; bei 
der Konvergenz und Divergenz unendlicher Reiben, Frodukte, Retten- 
brucbe und Determinanten waren daber analytische und auch niebt- 
analytiscbe Funktionen als Belege beranzuzieben. Die Tbeorie der 
einfacben und boberen komplexen Grossen (A 4) notigte, auf die geo- 
metrischen Eigenschaften der einfachsten kontinuierlicben Transforma- 
tionsgruppen einzugeheii. Die Mengenlebre (A 5) ist als fundamentals 
Klassifikationsprinzip fur die Funktionen iiberhaupt von Bedeutung 
geworden, und neuerdings aucb fiir die Grundlagen der Geometrie and 
Analysis situs. 

In der Algebra (Abscbnitt B) bezieben sicb einige der lehr- 
reichsten Anwendungen der Invarianten- und Gruppentbeorie (B 2, 
B 3 c, d ; B 3 f), insbesondere der Tbeorie endlicber linearer Gruppen, 
auf bedeutsame geometriscbe Konfigurationen; andererseits ist die 
Lebre von den algebraiscben Gebilden und Transformationen ebensowobl 
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mit der Entwickelung der algebraischen Funktionen, wie der alge- 
braischen Geometrie auf das Engste yerkaiipft. 

In dem Abscbnitte (C) iiber Zahlentheorie sind es vor allem die 
Approximationsmethoden der analytischen Zahlentheorie (C 3) ; die 
wesentlich der Analysis entstammen und nmgekehrt wiederum diese 
gefordert haben; als eine Hauptanwendung auf die Geometric erscheint 
die Unmoglic hk eit yon der Quadratur des Kreises. Der Artikel (C (>) 
iiber komplexe Multiplikation liesse sich mit demselben Rechte auoh 
als integrierender Bestandteil der Lehre yon den elliptischen h unk- 
tionen auffassen. 

Endlich sei noch auf die mannigfachen Beziehungen zwischen 
der Wahrscheinliehkeits- und Differenzenrechnung, nebst deren Anwen * 
dungen (D ; E), zu der Approximation bestimmter Integral© hingewieaen, 
so wie auf das Eingreifen der Lehre yon den allgemeinen Koordinaten- 
systemen und der Methoden der darstellenden Geometrie in das 
numerische Rechnen (F). 

Gerade diese letzten Abschnitte (D ; E ; F ; G) lehren zugleieh, in 
welchem Umfange urspriinglich aus der reinen Mathematik gesehdpfV 
Prinzipien ihre Kraft bei der Losung der verscbiedenartigsten teoh- 
nischen Probleme bewahren. 

Wir wenden uns nunmehr zu der systematischen Einteilmig der 
Abschnitte in die Einzelartikel und konnen uns dabei um ho kilrzor 
fassen ; als das ausfuhrliche Gesamtinhaltsyerzeichnis eine aussere Orion- 
tierung iiber die Yerteilung des Stoffes ohnehin gestattet. 

Der Abschnitt (A) iiber Arithmetic beginnt mit den Eiemenfen 
(A 1, H. Schubert), den arithmetischen Grundoperationen und dmvn 
Anwendungen auf positiye und negative, ganze und gebrochmio Zah Ion; 
hieran schliesst sich yon selbst die Kombinatorik (A. 2, K. Nrtto) 
deren wesentlichster Ausfluss die Lehre yon den Determinanten isi. 

Yon den Elementen aus kann man innerhalb der Arithmeiik 
nach vierfacher Richtung weitergehen. 


Entweder man erweitert (A 3, A. Pringsheim) das Gebict der rai io~ 
nalen Zahlen durch Aufnahme der irrationalen, und iibertnigt zugleirh 
die^ arithmetischen Grundoperationen auf eine unbegrenzte Anzahl von 
Objekten. Daraus erwachst der Begriff der Grenze einer ZahlwifoW 
und hieraus wiederum durch Spezifikation die Theorie der Konvcr’ 
genz und Divergenz unendlicker Reihen, Produkte, Kcttenbriiehc „„d 
Determinanten. Hierbex konnte ancb die Lebre von den endlichen 
mettenbrnchen mit aufgenommen werden. 

nnd Beschriinkun ? auf Reelle fallen lassen 

und das Gebiet der arithmetischen Grbssen durch Schopfung der ge- 
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meinen und hoheren komplexen Grossen ausdehnen (A4 ; E. Study); 
geeignete Einteilungsprinzipien ermoglichen die organische Einordnung 
besonderer komplexer Grossen von Bedeutung, insbesondere der Qua- 
teruionen. 

Drittens lasst sick die natiirliche Zablenreibe iiber sicb selbst 
hinaus fortsetzen (A 5 7 A. Scboenflies) und man gelangt zu den 
verschiedenen Modifikationen der Mengen und der transfiniten Zablen. 

Oder endlicb man baut (A 6 ; H. Burkhardt), im Anschluss an 
die Kombinatorik, auf der Grundlage des Permutationsprozesses die 
Lehre der Substitutionen einer Anzahl von Elementen auf. Als die 
folgenreichste Art der Zusammenfassung von Substitutionen erweist sicb 
die 77 Gruppe“ zunachst fur eine endliche, weiterhin fur eine unbegrenzte 
Reibe von Elementen oder uberhaupt Operationen. 

Indem man der Analysis den Begriff einer stetig variabeln Grosse 
entlehnt, betritt man den Boden der Algebra , wie sie in Abschnitt B 
bebandelt ist. Mit Hilfe der ersten drei resp. vier Rechenspezies 
entsteben die ganzen resp. gebrocbenen rationalen Funktionen einer 
und mehrerer Yariabeln (B 1 a ; b 7 E. Netto). Die bierber geborigen 
Untersucbungen gruppieren sicb um zwei Hauptprobleme, einmal um 
die formale Elimination von Unbekannten aus Gleichungssystemen, 
die in dor Tbeorie der Modulsysteme einen gewissen Abscbluss er- 
reicbt 7 sodann um den Existenznacbweis fiir die Losungen von alge- 
braischen Gleicbungen und Gleichungssystemen. 

Die Theorie der ganzen Funktionen erfahrt eine scbiirfere Aus- 
priigung auf der Grundlage des Begriffes des „Rationalitatsbereiehes“> 
indem die Koeffizienten der Funktionen ibrerseits wiederum als ganze 
Funktionen einer Anzabl von Urvariabeln 7 aber mit nur ganzzabligen 
Koeffizienten aufgefasst werden (B 1 c 7 G. Landsberg). Dadurcb ge- 
lingt es ; die Eigenscbaften der algebraischen Gebilde ; insbesondere 
rationalen Transformationen gegeniiber ; den verscbiedenen Modifika- 
tionen cines grundlegenden Prozesses unterzuordnen 7 der Reduktion 
unendlicher Funktionen- oder Formensysteme auf eine endlicbe An- 
zabl. Diese Entwickelungen dienen daher zugleich als algebraiscbe 
Grundlage der hoheren Zahlentbeorie (Abschnitt C). 

Yon da an tritt im Abscbnitte B wieder eine Verzweigung in 
Untergebiete spezifischen Cbarakters ein. 

Abgeseben von dem Artikel B 3 a (C. Runge) ; der die mehr 
praktiscben Fragen erortert, wie man Gleicbungswurzeln in geeignete 
Grenzen einschliessen und sie mittels numeriscb braucbbarer Algo- 
ritbmen approximieren kann 7 tritt der Gruppenbegriff als der berr- 
scbende auf. Unter den rationalen Transformationen der Variabeln 
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ganzer F unk tionen (Formen) sind in erster Linie die linear en zu be- 
riicksicktigen (B 2, W. Fr. Meyer). Unterwirft man jene Yariabeln 
irgend einer linearen Gruppe, so nnterliegen die Koeffizienten der go 
gebenen Formen gleicbfalls einer gewissen linearen Grappa, und die 
Anfgabe der linearen Invariantentheorie ist, die Invarianten diene r 
letzteren Gruppe, oder allgemeiner, einer beliebigen linearen Unter- 
gruppe, aufzustellen, sie saekgemass zn klassifizieren, und die un- 
begrenzte Reike derselben als game resp. als rationale Funktionen 
einer endlicken Anzabl nnter ibnen darzustellen. Ein besonderes 
Interesse beansprucken dabei wegen ikrer Beziekungen zur Gleiehungs- 
tkeorie, zur Analysis und Geometrie die aus einer endlichen Anzahl 
von Substitutionen zusammengesetzten Gruppen, denen daher noch ein 
besonderer Arfcikel (B 3f, A. Wiman) gewidmet ist. 

Als der eigentlicke Trager des ganzen Abscknitts darf die schon 
in B 1 c beriikrte Galois ' scke Tkeorie der Gleickungsgruppen (B 3 c, d, 
0. Holder) gelten, die, urspriinglick von der speziellen Frage naeh 
der Auflosbarkeit gewisser Gleichungen durck Wurzelzeieken aus- 


gekend, in ikrer weiteren Entwickelung sick die Theorien algebra 
iscker wie aritkmetiscker und geometriscker Rationalitatsbereirhe (bo 
Wle allcl1 & e formalen Integrationstkeorien der Differentialgleielmngen) 
untergeordnet kat. Fine Einleitung in diese Tkeorie bildet die? Lobro 
(B 3 b ; KTk. Yaklen) von den ein- und mekrwertigen algebruiHehon 
Funktionen einer oder mekrerer Grossenreihen, mskesondere <li*r 
WurzeLu von Gleickungen und Gleickungssystemen. 

Die Zahlentheorie oder die explizite Ausfukrung der Eigen 
sekaften der emzelnen aritkmetischen Rationalitiitsbereieke V mHi . H ieb 
vom keutigen Standpunkt aus direkt an den Artikel B 1 « ansdiliessen 
Aus kistonseken Griinden empfakl sick jedock die Gestaltung ein.s 
besonderen Abscknittes (C). 

liclen' ZaMen^cT pl de l eleme f ren Teilbarke % e ^*-‘ 

UcHen Zahlen (C 1, P. Bachmann) scUiesst sieli die Behandlunn der 

lmea J e ^ quadratischea, und gewisser hbherer Fonnen 

? l ni loD g™nzen (0 2, K Th. Vahlen); die schon i ,i 

setzung yon Zahlen sereebl de \ ° ^ fi ^ 61 a<iclitlve Zusamiuen- 
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im Anschluss an die periodischen Eigenschaften algebraischer Zahlen, 
die neuerdings hervorgetretenen Pragen nach der Transzendenz aus- 
gezeichneter Irrationalitaten, wie e und it 7 erortert. 

Das Hauptziel der heutigen sjstematischen Zablentheorie 7 die 
Ausdehnung der Teilbarkeitsgesetze der natiirliehen Zahlen 7 sowie im 
Anschluss daran der Reziprozitatsgesetze der Potenzreste auf die 
algebraischen Zahlkorper 7 d. h. auf die rationalen Funktionen alge- 
braischer Zahlen, insbesondere der quadratischen, wird in C 4 a 7 b 
(D. Hilbert) verfolgt. War die Aufgabe im Falle eines Kreiskorpers 
durch Einfiihrung der idealen Zahlen gelost 7 so treten im allgemeinen 
Falle die Schopfungen der Korperideale resp. Korperformen an deren 
Stelle. 

Der besondere Fall der in der komplexen Multiplikation der 
elliptischen Funktionen auftretenden quadratischen Klassenkorper findet 
seine Erledigung in 06 (H. Weber). 

Von der bis hierher behandelten niederen und hoheren Arith- 
metik und Algebra lasst sich sagen 7 dass sie eine geschlossene Ein- 
heit ausmachen. 

Nicht das Gleiche gilt von den nun folgenden 7 schon oben be- 
riikrten Abschnitten; sie geniigen mehr der negativen Definition, , weder 
zum Vorhcrgehamhn, noch m den ndchsten zwei Banden m gehoren. 

Der Abschnitt D wird im wesentlichen von der Wahrschein- 
licdikoitsrechnung beherrscht; wenn sich auch beispielsweise die 
Ausgbdcliungsrechnung (D 2) theoretisch ohne Hilfe spezifischer Wahr- 
HcheinlichkeitsbegrifFe aufbauen lasst ; so haben sich doch die ein- 
Ncliliigigen Begriile und Methoden an der Hand der Wahrscheinlich- 
kcdtsroolmuiig allmiihlich entwickelt. 

Die Wahrscludnli(M (D 1 7 E. Czuber), im Anfange nur 

(‘inn Amvenduug der Ivombinatorik auf einige Hazardspiele 7 hat 7 vor- 
nehmlieh nach Adoption infinitesimaler und geometrischer Grund- 
begrifle, iliren Umfang derart ausgedehnt, dass sie einer ansehn- 
lichen Ajjzahl raatliematischer Approximationsmethoden explizite oder 
implizite zu Grunde liegt. Erkenntnistheoretisch hat sie das Ver- 
dienst, den Begriif des Zufalles oder vielmehr der ihn begleitenden 
Umstande bis zu einem gewissen Grade in mathematische Ansatze und 
Gesetze aufgelost zu haben. 

Die ergiebigste Quelle der Ausgleichungsrechnung (D 2 ; J.Bau- 
schinger) ist das Prinzip vom Minimum der Summe der Fehler- 
quadrate 7 das ja auch in modifizierter Fassung 7 als Prinzip vom 
kleinsten Zwange 7 als die Quelle der ganzen Dynamik dienen kann. 

In der Interjoolationsrechnung (D 3 ; J. Bauschinger) wird eine 
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beliebige, durch gewisse Daten festgelegte Funktion durch eine ganze 
rationale Funktion oder aucb durcb eine endlicbe trigonometrische 
Reibe approximiert; sowohl bei der praktischen Ausgestaltung der cr- 
forderbcben Algorithmen, wie bei der mebr tbeoretiscb interessieren- 
den Aufstellung der Restglieder leistet die Differenzenrechnung werfc- 
volle Dienste, die in Art. E (D. Seliwanoff) selbstandig behandelt wird. 

Die Aufgaben der Statistih (D 4 a, L. y. Bortkiewicz) und Lcbcns- 
versicherung (D4b, Gr. Boblmann) sprecben fur sicb selbst. 

Der Artikel F (R. Mehmke), iiber numerisches Reclmen, enthali 
mebr, als sein Titel angibt. Ausgebend von Kunstgriffen und Tabellen, 
die dazu dienen, das praktiscbe Rechnen mit rationalen und irratio- 
nalen Zablen zu erleichtern, debnt sicb der Stoff durcb Yerwendung 
der mannigfaltigsten Arten von Recbenapparaten und Maschinen zu 
einer weiten mathematisch-technischen Disziplin aus; daruber hinaus 
wird er durch Einbeziebung frucbtbarer graphiscber Methoden zu 
einer Art geometriscber Aritbmetik. 

Die Artikel G 1 (W. Ahrens), Gr 2 (L. Pareto) iiber Spiel f' und 
Wirtschaftslehre mogen als Anbang angeseben werden. 

Der Artikel Gr 3 (A. Pringsbeim) iiber unendlicJie Prozesse mit 
Jcomplexm Termen , der eine unmittelbare Erganzung sowohl zu A 
wie zu A 4 darstellt, war urspriinglicb fur den zweiten Band be- 
stimmt. Mit Riicksicht auf seine nabe Beziebung zu diesen Aufsutzen 
und in Ubereinstimmung mit der in der franzosiscben Ausgabe der 
Encyklopadie getroffenen Anordnung ist er nacbtraglicb dem ersten 
Bande als Scblussartikel zugewiesen worden. 

Dm dem Leser eine bequemere Handbabung des ganzon Bant lew 
zu ermoglichen, ist derselbe in zwei Teile zerlegt worden. Aus 
inneren und ausseren Griinden empfabl es sicb, den ersten Teil mil 
dem letzten Artikel (B 3f) des Abscbnittes B (Algebra) abzuschliesHcn. 

Moge die Encyklopadie, die die mathematischen Erfindungen 
eines Jabrhunderts in bistoriscber Entwickelung vorfuhrt, aucli das 
erkenntnistheoretiscbe Studium der grundlegenden Frage, was in der 
Matbematik denn eigentlicb als „neu" zu gelten babe, beleben! Be- 
stebt das Neue in einer durcb innere Anscbauung gewonnenen Ver- 
mebrung und Yertiefung eines Besitzstandes aprioristiscber Erkennt- 
msse Oder kommt es nur zuriick auf eine andere Gbruppierung vor- 
bandener Erfabrungstbatsacben? 

. Sodann sei e s nocb gestattet, die leitenden Gesicbtspunkte aus- 
emanderzusefeen, nacb denen das Agister bearbeitet worden ist 
Dasselbe sollte ern Wort- und Sacbregister sein 

In das Wortregister sind nur Ausdrucke aufgenommen, die in 
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dem vorliegenden Bande wirklich vorkommen; wenn sich diese Auf- 
nahme auch anf eine erhebliche Anzahl von Termini erstreckt hat, 
die entweder veraltet, oder nur weniger im Umlauf sind, oft auch. 
nur einer augenblicklichen Idee des Autors entsprnngen sein mogen, 
so geschab das, um auch. diejenigen, die sich fur die. philologische 
Seite der Wortbildungen interessieren, bis zu einem gewissen Grade 
zu befriedigen. Weniger einfach gestaltete sich die Auswahl bei dem 
ansehnlichen Schatze von Ausdriicken technischer Natur, wie sie sich 
vomehmlich in den Artikeln Tiber Statistik und Lebensversicherung, 
Niimerisch.es Rechnen, Spiele und Wirtschaftslehre Yorfinden. Der 
Herausgeber hat sich bemuht, hierbei Ausdriicke fiir solche Ob- 
jekte herauszugreifen, denen imrner noch ein gewisses Mass mathe- 
matischer Denkweise zukommt. 

Was das Sachregister angeht, so sei Yorab auf zwei Schwierig- 
keitcn hingewiesen, die nur annahernd gelost werden konnten. 

Das ist einmal die Frage nach den zu zitierenden Autoren. Mit 
einigen Ausnahmen sind hier bei den Stichworten nur solche Auto- 
ren benicksichtigt, die der Gegenwart nicht mehr angehoren, und 
auch diese zumeist nur dann, wenn ihr mit einem bestimmten Be- 
griffc oder Satze oder einer spezifischen Methode Yerbundener Name 
— oft freilich nur zufallig oder auch missbrauchlich — zu einer 
Art gangbarer Miinze geworden ist. Andererseits lag die Versuchung 
nahe, wenn ein Autor angefiihrt wurde, hinsichtlich seiner hervor- 
stecjienden Leistungen eine gewisse Vollstandigkeit anzustreben. Der 
an sich berechtigte Wunseh, den Mancher gehegt haben wird, class 
dies Prinzip auf moglichst viele oder gar alle Autoren hatte aus- 
gedehnt werden sollen ; konnte schon mit Riicksicht auf den zur Ver- 
fiigung stchonden Raum nicht befriedigt werden. Wo dagegen der 
Name nines Forschers, oft nur der grosseren Deutlichkeit halber, 
innerhalb des Registertextes erwahnt wnrcle, ist er nicht durch den 
Druck hc.rvorgehoben wordon, da eine derartige Hervorhebung fiir 
andere Zwecke vorbebalten wurde (s. u.). 

Die andere Schwierigkeit lag in den Wortbildungen selbst. Die 
orosse Anzahl der Mitarbciter lasst es erklarlich erscheinen, dass ein 
und dasselbe Wort durcliaus nicht stets denselben Begriff bezeichnet, 
und dass umgekehrt ein und clerselbe Begriff, von Satzen und Metho- 
dcn gar nicht zu reden, mit den verschiedensten Namen belegt wird. 

Der Herausgeber hat keine Muhe gescheut, sachlich zusammen- 
gehorige Zitate auch je an einer Stelle zu vereinigen, ist sich aber 
sehr wohl bewusst, dass in dieser Hinsicht noch viele Lucken ver- 
blieben sein werden, und umgekehrt manches Uberfliissige Eingang 



xrm 


Vorrede zum ersten Bande. 


gefunden hat. Dass bei Stichworten, die umfangreichere Begriffs- 
gattungen angeben, Einzelheiten nach Moglichkeit unterdrackt werden 
mussten, bedarf wohl kaum der Rechtfertigung. Dass dagegen die 
tJbersichtlichkeit des Registertextes durch haufige Einschachtehmgen 
gelitten hat ; soil ohne weiteres zugestanden werden. 

Es wird vielleicht Bedenken erregen, dass auch eine Reihe von 
Adjekiiven den Stichworten einverleibt wurde. Es geschah das indeseen 
bei solchen Adjektiven, die mehr sind ; als bless e Epitheta ; die viel- 
mehr eine besonders charakteristische Eigenschaft des Hauptwortes 
zum Ausdruck bringen. Da andererseits das Hauptwort als Stich- 
wort nicht fehlen durfte ; so gleicht das Register nach verschiedener 
Richtnng einer mathematischen Tafel mit doppeltem, zuweilen sog&r 
mehrfachem Eingange. 

Uber die Hervorhebung durch den Druck ist zu bemerken, dass 
die Stichworte, sowie Verweise auf solche, durch gesperrte Lettern 
wiedergegeben sind. Der ftursive Druck ist verwandt zur Kenntlich- 
machung der Unterabschnitte innerhalb grosserer Wortartikel, sei es, dass 
sich diese Abschnitte auf charakteristische Bereiche des Bandes be- 
ziehen, oder auch auf Ableitungen und Zusammensetzungen des Stieh- 
wortes. Es erschien dabei zweckmassig, jene charakteristischen Be 
reiche der Eurze halber zum Teil besonders zu benennen. So z, B. 
wurden die Artikel B 1 c und C 4 a ; b unter dem Gattungsnamen 
;; Eorpertheorie“ zusammengefasst ; ferner die in F einen grossen Baum 
einnehmenden graphischen Methoden unter „Graphik“ u. a. m. Beziig- 
lich einer spezifischen Verwendung des Semikolons ; sowie runder und 
eckiger Elammern gibt die am Eopfe der ersten Registerseite befind- 
liche Bemerkung Auskunft. 


Von der ursprtaglichen Absicht, jedes Zitat unter Anfuhrung 
es Artikels und dessen Verfassers zu geben, wurde mit Rucksicht 
auf den Urnfang Abstand genommen. Eben bezuglich des Umfimcrcs 
smd dem Herausgeber die verschiedenartigsten Wunsche zugemmjn 
ie sich e twa m den Grenzen von zwei bis zu zehn Bogen bewegom 
Der thatsacblicbe Urnfang von nicbt ganz 4% Bogen ergibt im Vor- 

etwaTub" 6%. B0g6n TeSt d6S BandeS 6inen Pr0Zent8atZ V ° n 


n0Ch auf seine Entstehung 
hmgew es n; erst nacbdem von jedem Artikel ein gesondertes Register 

X»: g ” r ’ ” rde " die!e ' 80 «■* - - w » «£ lit 


Urspriinglicb bestand die Absicht 
richtigungen und Factorage beizl^fugen. , 


dem Bande auch noch Be- 
Inzwischen ist das bisher in 



Yorrede zum ersten Bande. 
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dieser Hinsicbt zusammengekommene Material so inbomogen, dass 
hiervon Abstand genommen wurde, in der Hoffnung, es werde spater 
moglich sein, was ja auch ans anderen Griinden durcbaus erwiinscbt 
ist, den jeweils abgescblossenen Banden der Encyklopadie von Zeit 
zu Zeit Erganzungshefte folgen zu lassen. 

Zum Scblusse erfulit der Herausgeber gern die Pflicbt, nacb 
verschiedenen Ricbtungen seinen besondern Dank auszusprechen: in 
erster Linie den Akademieen zu Gottingen, Leipzig, Muncben und 
Wien, sowie der von ihnen eingesetzten Kommission; sodann den 
samtlicben Herrn Mitarbeitern des ersten Bandes, die auf ibre Bei- 
triige namhafte Zeit undMiibe verwandt baben; ferner Herrn Koilegen 
H. Burkhardt, der jeden Artikel einer mebrmaligen Korrektur unter- 
zogen und bierbei eine umfangreicbe Reibe kritiscber und bistoriscber 
Bemerkungen beigesteuert bat; und nicbt zum letzten dem Teubner - 
seben Yerlage fur sein weitgebendes Entgegenkommen bei der scbwie- 
rigen und langwierigen Drucklegung. 

Konigsberg i/Pr., April 1904. 

W. Franz Meyer 

als Herausgeber. 



Inhaltsverzeichnis zu Band I Teil I. 


1. 
2 . 
. 3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

11 . 


1. 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 


A. Aritlimetik. 


1. Grundlagen der Arithmetik. Von H. Schubert in Hamburg. 

Zahlen und Zahl 

Addition 

Snbtraktion . . . . 

Yerbindung von Addition und Subtraktion 

Null 

Negative Zablen 

Multiplikation 

Division * 

Yerbindnng der Division mit der Addition, Subtraktion und Multiplikation 

Gebrochene Zahlen 

Die drei Operationen dritter Stufe 

(Abgeschlossen im Juli 1898.) 


Seito 

1 

6 

8 

10 

11 

12 

13 

16 

17 

19 

22 


2. KomMnatorik. Yon E. Netto in Giessen. 

Kombinatorik; historische Wurdigung 

Kombinatorische Operationen. Definitionen 

Inversion; Transposition 

Permutationen mit beschrankter Stellenbesetzung 

Yerwandte Permutationen 

Sequenzen 

Anwendung auf Fragen der Arithmetik 

Kombinationen zu bestimmter Summe oder bestimmtem Produkte . 

Kombinationen mit beschrankter Stellenbesetzung 

Tripelsysteme 

Ausdeknung des Begriffs der Yariation 

Formeln 

Binomialkoeffizienten 

Anwendungen 

Determinanten. Erklarung des Begriffs 

Definitionen 

Anzahl-Probleme hinsichtlich der Glieder 

Elementare Eigenschaften 

Laplace’sche und andere Zerlegungssatze 

Enfrwieklungen 

Komposition und Produkt 

Andere Art von Komposition 

Zusammengesetzte Determinanten 

Bang der Derminante 

Belationen zwischen coaxialen Sub determinanten .* ’ ! i ’ ’ * * ’ 
Symmetrische Determinanten 

Bekurrierende Determinanten. Cirkulanten 

Halbsymmetrische Determinanten 

Schiefe Determinanten 

Centrosymmetrische und andere Determinanten 


211 

29 

30 

30 

31 

31 

32 

32 

33 

33 

34 
34 

34 

35 

36 

37 

38 

38 

39 

39 

40 
40 

40 

41 

42 

42 

43 

43 

44 
44 



Inhaltsverzeichnis zu Band I Teil I. XXXI 

Seite 

31. Weitere Determinantenbildungen 44 

32. Determinanten hdheren Ranges 45 

33. Unendliche Determinanten 45 

34. Matrizen 45 

35. Monographien 46 

(Abgeschlossen. im Okt. 1898.) 


3. Irrationalzahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse. 

Yon A. Pkingsheim in Miinclien. 


1. Irrationalzalilen. Euklid’s Verhaltnisse nnd incommensurable Grossen 49 


2. Michael StifePs Arithmetica integra 50 

3. Der IrrationalzahlbegrifF der analytischen Geometrie 51 

4. Das Cantor-Dedekind’scbe Axiom und die arithmetischen Theorien der 

Irrationalzahlen 53 

5. Die Theorien von Weierstrass und Cantor 54 

6. Die Theorie von Dedekind 55 

7. Du Bois-Reymond’s Kampf gegen die arithmethischen Theorien ... 56 

8. Die vollkommene Aritkmetisierung im Sinne Kronecker’s 58 

9. 10. Verschiedene Darstellungsformen der Irrationalzahlen und Irrationali- 

tiit gewisaer Darstellungsformen 59. 61 

11. Der geometrische Ursprung des Grenzkegriifs 63 

12. Die Arithmetisierung des Grenzbegriffs 64 

13. Das Kriterium fur die Grenzwertexistenz 65 

14. Das Unendlichgrosse und Unendlichkleine 67 

15. Oberer und unterer Limes 70 

16. Obere und untere Grenze 72 


17. Das Rechnen mit Grenzwerten. 


Die Zahl e = lim 



73 


18. Sogenannte unbestimmte Ausdrucke 74 

19. Graduierung des Unendlich- und Nullwerdens 75 

20. Grenzwerte zweifach-unen dlicher Zahlenfolgen 76 

21. Unendliche Reilien. Konvergenz und Divergenz 77 

22. 23. Die Konvergenzkriterien von Gauss und Cauchy 79. 80 

24. Kummer’s allgemeine Kriterien _ 82 

25. Die Theorien von Dini, du Bois-Reymond und Pringsheim 83 

26. 27. Die Kriterien erster und zweiter Art 84. 86 

28. Andere Kritcrienformen 88 

29. Tragweite der Kriterien erster und zweiter Art 89 

30. Die Grenzgebiete der Divergenz und Konvergenz 90 

31. Bedingte und unbedingte Konvergenz 91 

32. Wertveranderungen bedingt konvergenter Reihen 93 

33. Kriterien fur eventuell nur bedingte Konvergenz 94 

34. Addition und Multiplikation unendlicher Reihen 96 

36. Dopp el reihen 97 

36. Vielfache Reihen 100 

37. Transformation von Reihen 101 

38. Kid cr-Mac Laurin’sche Summenfonnel. Halbkonvergente Reihen . . . 102 

39. Divergento Reihen 105 

40. Pivergente Potenzreihen 108 

41. Unendliclie Produkto. liistorisches Ill 

42. Konvergenz und Divergenz 113 

43. Umformung von unendlichon Produkten in Reihen 114 

44. Paktoriellen und Pakultaten 117 

45. Kettenbriiclie. Allgemeine formal e Eigenschaftcn der Kettenbriiclie . . 118 

46. itekursorisclie und independente Berechnung der Naherungsbriiclie . . 121 

47. N Lib eru ngsb r u eh eigcnseh aften besonderer Kettenbriiche _ • - 123 

48. Konvergenz und Divergenz unendlicher Kettenbriiche. Allgemeines 

Divergenzkriterium 126 

49. Kettenbriiche mit positiven Gliedcrn 128 

50. Konvergente Kettenbriiche mit Gliedern beliebigen Vorzeichens .... 129 


xxin 


Inh altsverzeichnis zu Band I Teil I. 


61 Periodisclie Kettenbriiche 

52'. Transformation nnendlicber &ttenbrucb 6 . . - ; alenten KctUiubru( , h 

s- Krs.“SiX“SiSt*gS 

: : 

67. Aufsteigende Kettenbriiche •••_•• • • 

68. Unendliche Determinanten. Histonsches . 

59 Haupteigenschaften unendlicher Detemnnanten 

(Abgeschlossen im Sept. 1898.) 


4. Theorie der gemeinen und hoheren komplexen Grdssen. 

Von E. Study in Greifswald (jetzt Bonn). 

1. Imaginare GrOssen im 17. und 18. Jahrhundert 

2. Rechnen mit Grossenpaaren 

3. Gemeine komplexe Grossen 

4. Absolnter Betrag, Amplitude, Logarithms . . . .... 

5 Darstellung der komplexen Grossen durch Punkte einer Ebene . . . . 
6* Darstellung gemsser Transform ationsgruppen mit Hilte gewOhnlicher 

komplexer Grossen 

7. Allgemeiner Begriff eines Systems komplexer Grossen 

8. Typen, Gestalten, Reduzibilitat . . 

9. Systeme mit zwei, drei und vier Einheiten 

10. Spezielle Systeme mit % l Einheiten. Bilineare Formen 

11. Spezielle Systeme mit kommutativer Multiplikation 

12. Komplexe GrSssen und Transformationsgruppen ■ 

13. Klassifikation der Systeme komplexer Grossen. ........... 

14. Ansatze zu einer Funktionentheorie und Zahlentheorie der Systeme 

hoherer komplexer Grossen 

(Abgeschlossen im Nov. 1898.) 


Seita 

130 

133 

133 

135 

130 

139 

140 

141 
143 


148 

149 
152 
135 
155 


150 

159 

102 

100 

108 

172 

175 

180 


182 


5. Mengenlehre. Von A. Schonflies in Gottingen (jetzt 
Konigsberg i. Pr.). 

1 . Haufungsstellen von Punktmengen und deren Ableitungen 185 

2 . Der Abzahlbarkeitsbegriff nnd das Kontinuum 180 

3. Cantor’s erste Einfiibrung der transfiniten Zahlen 187 

4. Transfinite Mengen. Die Machtigkeit oder Kardinalzahl 188 

5. Die Ordnungstypen 190 

6 . Die wohlgeordneten Mengen und ibre Abscbnitte 191 

7. Die Ordnungszablen und die Zahlklasse Z($ 0 ) 192 

8 . Mengen hoherer Macbtigkeit 192 

9. Die allgemeinen Recbnungsgesetze der Ordnungszablen 193 

10. Die Normalform der Ordnungszablen und die s-Zahlen 194 

11. Allgemeine Definitionen und Formeln far Pnnktmengen 195 

12. Allgemeine Lehrsatze fiber Punktmengen 190 

13. Die abgeschlossenen und perfekten Mengen 197 

14. Zerlegung einer Menge in separierte und homogene Bestandteile . . . 19 H 

15. Der Inbalt von Punktmengen 199 

16. Das Kontinuum 201 

17. InfinitarkaMi. Die Unendlicb (il) der Funktioneii . . . . ’ . 1 1 302 

18. Das Axiom des Archimedes und die Stetigkeit 205 

19. Die allgemeinsten Grossenklassen ’ 2 00 

(Abgeschlossen im Nov. 1898.) 


6. Endliche diskrete Grnppen. Von H. Burkhardt in Zurich. 

1. Permutationen und Substitutionen 

2. Ordnung einer Substitution 

3. Cykeln 

4 . Analytiscbe Darstellung von Substitutionen ’ 

5. Substitutionsgruppen 


209 

210 
210 
211 
211 



Inhalts verzeichnis zu Band I Teil I. XXXIII 

Seite 

6. Transitivit&t, Primitivitat 212 

7. Symmetrische und alternierende Grnppe 213 

8. MQgliche Ordnungszahlen von Gruppen 213 

9. Mehrfach transitive Gruppen 214 

10. Lineare homogene Gruppe 214 

11. Grnppe der Modulargleichung 215 

12. Andere Untergruppen der linearen homogenen Grnppe 216 

13. Aufz&hlungen von Gruppen der niedrigsten Grade 216 

14. Isomorphismus 217 

15. Allgemeiner Gruppenbegriff 217 

16. Normalteiler 218 

17. Kompositionsreihe 220 

18. Isomorphismen einer Gruppe mit sich selbst 220 

19. Erzengende Operationen. Geometrische Bilder von Gruppen 221 

20. Abel’sche Gruppen 222 

21. Die Sylow’schen Satze 223 

22. Einfache Gruppen 224 

23. Aufltfsbare Gruppen 225 

24. Gruppendeterminante 226 

(Abgeschlossen im Nov. 1898.) 

B. Algebra. 

la. Rationale Funktionen einer Veranderlichen; ihre Null- 
stellen. Von E. Netto in Giessen. 

1. Definitionen 228 

2. Konstantenzahlung. Interpolationsproblem. Partialbruche 228 

3. Interpolations- und Ausgleichungs-Rechnung 230 

4. Diiferenzenrechnung 231 

5. Wurzeln und ihro Multiplizitat. Nullstellen . 232 

6. Ableitung und Sfcetigkeit 233 

7. Fundamentaltheorem der Algebra 233 

8. Zerlegung in Faktoren 238 

9. Rationalitatsbereich 239 

10. Reduktibilit&t. Irreduktibilitat 239 

11. Teilbarkeitseigenschaften 241 

12. Gr5sster gemeinsamer Teiler 241 

13. Irreduktible Funktionen 242 

1,4. Trennung vielfacher Wurzeln 243 

15. Algebraieche Kongruenzen 244 

16. Resultantendarstellung 245 

17. Bedingungen fiir gemeinsame Teiler 247 

1 8. Eigenschaften der Resultanten 248 

19. Berechnung der Resultanten 249 

20. Diskriminante 251 

21. Eigenschaften der Diskriminante 251 

22. Diskriminantenflache 252 

23. Funktionen mit reellen Nullstellen. Realitatsverhaltnisse 253 

24. Hinweise auf angrenzende Gebiete 253 

(Abgc8chloBson im Mai 1899.) 

lb. Rationale Funktionen mehrerer Veranderlichen. Von 
E. Netto in Giessen. 

1. Definitionen 256 

2. Wnrzeln. — Identieches Yerschwinden 256 

3. Potenzentwicklung gewisser rationaler Funktionen 257 

4. Mehrfache Wurzeln. — Unendlich grosse Wurzeln 257 

5. Reduktibilitat und Irreduktibilitat 258 

6. Elimination. — Bdzout’sche Methode 260 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. C 



XXXIV 


Inhaltsverzeichnis zu Band I Teil I. 


7. Poisson’sclie Methode. — JShjwnaaifo ; * 

8. Cayley’sche und Sylvester’sche Metnode 

9. Eronecker sche Methode. — 

n' eineiTGleichungBsystems . . ! 

Si Se^Mnmgen. - Spezielle Eliminataonsprobleme 

13. Eigenschaften der Eliminante . 

14. Resultante nnd ihre Eigenschaften 

15 . Reduzierte Resultante. ‘ * 

16. Reduktibilitat nnd Teilbarkeit von Gleichungssystemen 

17. Diskriminante eines Gleichungssystems 

18. Diskriminante einer Gleichung 

19. Unabhangigkeit von Funktionen 

20. Unabhangigkeit von Gleichungen 

21. Funktionaldeterminante 

22. Hesse’sche Determinant * ♦ 

23. Jacobi’s Erweiternng einer Euler ’schen Formel . . • - 

24. Wnrzelrelationen eines Gleichnngs systems. — Interpolation. . . . 

25. Charakteristik eines Funktionenssystems 

26. Modul- oder Divisorensysteme < * • * * 

27. Weitere Hhrweise 

(Abgeschloesen im Juli 1899.) 


Saite 

262 

262 

263 

264 
266 
268 

270 

271 
273 

273 

274 

274 

275 

276 

276 

277 

278 
270 

279 

280 
280 


lc. Algebraische Gebilde. Arithmetiscbe Theorie algebraiseher 
Griissen. Von G. Landsberg in Heidelberg. 

1. Anfgabe der arithmetischen Theorie der algebraischen Grossen . . . . 

2. Korper oder Rationalit atsb er eiche 

3. Ganze Grossen eines Rationalitatsbereiches; Irreduktibilit&t 

4. Konjugierte Korper; Diskriminanten 

5. Beziehungen znr Galois’schen Theorie der Gleichungen 

6. Fundamentalsysteme 

7. Arten oder Spezies 

8. Zerlegung der ganzen Grossen in Primdivisoren oder Primideale . . . 

9. Darstellung der Primdivisoren durch Association enthaltender Gattvmgcn 

oder durch Association transzendenter Funktionen 

10. Die Fundamentalgleichung 

11. Ausfuhrung der arithmetischen Theorie im Einzelnen 

12. Zusammenhang mit der Theorie der Modulsysteme und algebraiHchcn 

Gebilde 

13. Elementare Eigenschaften der Modulsysteme 

14. Der Stufenbegriff. Primmodulsysteme 

15. Zerlegung in Primmodulsysteme. Diskriminante eines Modulsystomcs 

16. Anwendungen der Modulsysteme. Komplexe Zahlen mit mchreren 

Einbeiten 

17. Dedekind’s Theorie der Moduln ’ 

18. Satze von Hilbert 

19. V erallgemeinerung des Teilbarkeits- und Iqnivalenzbegriffes ’ ’ ' ! ’ 

20. Fundamentals atz von Noether 

21. Modulsysteme zweiter Stufe; ihre Normalformen ’ 

22. Darstellung algebraiseher Gebilde durch rationale Parameter: Satz von 

Liiroth 

23. Transformation algebraischer Gebilde ...... 

(Abgeschlossen im Aug. 1899.) 


28*1 

28-1 

286 

288 

290 

292 

294 

294 

296 

298 

299 

301 

301 

302 

305 

306 

307 
309 

312 

313 

314 

316 

318 


2. Invariantentheorie. Von W. Fr. Meyer in Konigsberg i. Pr. 

1. Eeime der Theorie 

2. Entwicklung des Invariant enbegriffes 

3. Apivalenz von quadratischen und bilinearen Formen und Formenscharen 

4. Aquivalenz von Formen hoherer als der zweiten Ordnung 


322 

323 
327 
334 



Inhaltsverzeichnis zu Band I Teil I. XXXV 

Seite 

6. Automorphe Formen. Invarianten endlicher Gruppen 336 

6. Formenverwandtschaft. Endlichkeit 341 

7. Associierte Formen nnd typische Darstellung 347 

8. Syzygien !*.*.. 350 

9. Abziihlende Richtung 353 

10. Kanonisierung 353 

11. Umkehrfragen. Irrationale Formen 358 

12. Invariantive Prozesse. Symbolik nnd graphische Darstellung .... 360 

13. Aronhold’s Prozess. Polaren 366 

14. tfberschiebungs- nnd &-Prozess. Normierung einer linearen Differential- 

gleichung . . . 367 

15. Substitution einseitiger Ableitungen 370 

16. Substitution homogener Ableitungen 371 

17. Reihenentwicklungen 373 

18. Differentialgleichungen der Komitanten 375 

19. Erweiterungen. HQhere Transformationen . . / 378 

20. Die erweiterte projektive Gruppe. Reciprokanten und Differential- 

invarianten 380 

21. Projektive Invarianten der Krfimmungstheorie 383 

22. Differentialformen und Differentialparameter der Flachenthorie .... 384 

23. Besondere Gruppen and Formen. Seminvarianten 386 

24. Kombinanten und Apolaritat 390 

25. Resultanten und Diskriminanten 395 

26. Realitatsfragen 399 

27. Weitere spezielle Formen und Gruppen 400 

(Abgesclilosson im Sept. 1899.) 

3a. Separation und Approximation der Wurzeln. VonC.RuNGE 
, in Hannover. 

1. Einleitung 405 

2. Separation der Wurzeln. Grenzen fiir die Wurzeln 407 

3. Die Differenzengleichung 408 

4. Descartes’ Zeichenregel und Budan-Fourier’s Satz 409 

5. Der Sturm’sche Satz 416 

6. Cauchy’s Integral 418 

7. Charakteristiken-Theorie . 422 

8. Die quadratischen Formen im Zusammenhang mit dem Sturm’schen Satz 427 

9. Numerisches Beispiel fiir die Separation 431 

10. Approximation der Wurzeln. Das Newton’sehe Verfahren ...... 433 

11. Ailgemeinere Verfahren 433 

12. Horner’s Schema 436 

13. Bernoulli’s Verfahren 439 

14. Graeffc’s Verfahren 440 

15. Die Approximation fiir den Fall mehrercr Veranderlichen 446 

(Abgosohlossen im Sept. 1899.) 

3b. Rationale Fnnktionen der Wurzeln; symmetrische und 
AiTektfunktionen. Von K. Th.Vahlen in Konigsberg i. Pr. 

1. Symmetrische Fnnktionen einer Grossenreihe; Definition, Hauptsatz, 

Bezeichnung; Anzahlen 450 

2. Formeln und Verfahren von Cramer, Newton, Girard, Waring, Faa di Bruno 450 

3. Reduktion einer Funktion nach Waring u. Gauss, nach Cauchy u. Kronecker 452 

4. Das Cauchy’sche Verfahren und seine Verallgemeinerung dnrch Transon 452 

5. Erzeugende Funktionen von Borchardt und Kronecker 453 

6. Fundamentalsysteme 455 

7. Siitze fiber Grad nnd Gewicht; Klassifikationen 455 

8. Partielle Differentialgleichungen und Differentialoperatoren 456 

9. Tabellen; tabellarische Gesetze. Das Cayley-Betti’sche Symmetriegesetz 

und seine Verallgemeinerung durch Mac Mahon 460 


c 



XXXVI 


Inhaltsverzeichnis zu Band I Teil I. 


b©ito 


10. Mac Mahon’s neue Theorie der symmetrischen Funktionen 

11. Beziehungen znr Zahlentheorie 

12. Spezielle symmetrische Funktionen. ••.**:**** 

13. Symmetrische Funktionen von Wurzeldifferenzen; Semmvarianten . . . 

14. Zweiwertige und alternierende Funktionen 

15. Mehrwertige Affektfunktionen. Gruppe 

16. Allgemeine Satze von Lagrange, Galois, Jordan 

17. Mogliche Wertezahlen. 

18. Herstellung von Affektfunktionen, Kirkman’s Problem 

19. Aufzahlungen 

20. Rationalwerden von Affektfunktionen; Affekt einer Gleichung .... 

21. Cyklische, cyklo'idische, metacyklische Funktionen ' ' 

22. Lurch Wurzeln auflosbare Gleichungen. Durch Quadratwurzeln aut 

losbare Gleichungen * * 

23. Gleichungen 7 ten Grades, deren 30-wertige Affektfunktionen rational 

sind 

24. Funktionen von mehreren Yariakelnreiken, Wurzeln von Gleichungs- 
systemen. BerechnungsymmetriseherFunktionennachPoisson,v.Escherich 

25. Symmetrische Funktionen von Reihen von Yariabeln, die von einander 

unabhangig sind. Satze, Formeln, Yerfahren von Mertens , Waring, 
Schlafli, Mac Mahon, Junker 

26. Relationen zwischen den elementar-symmetrischen Funktionen: Brill 

und Junker 

27. Allgemeinere Funktionen 

(AbgescMossen. im Sept. 1899.) 


462 

464 

464 

466 

467 

468 
468 

468 

469 
469 
469 

469 

470 

470 

471 


473 

475 

479 


3 c, d. Galois’sche Theorie mit Anwendungen. Von 0. Holder 
in Leipzig. 

1. Einleitung 

2. Definition der Gruppe einer Gleichung 

3. Weitere Eigenschaften der Gruppe 

4. Wirkliche Herstellung der Gruppe . 

5. Monodromiegruppe 

6. Transitivitat und Primitivitat 

7. Adjunktion einer natiirlichen Irrationality 

8. Cyklische Gleichungen 

9. Reine Gleichungen 

10. Zerlegung des Gleichungsproblems durch Resolventenbildung ! . ! ! 

11. Adjunktion einer accessorischen Irrationalitat 

12. Adjunktion eines Radikals ’ ' ’ ’ ‘ 

13. Begiiff der Auflosung 

14. Kriterium der Auflosbarkeit ’ * * ’ ’ ’ ‘ ’ ’ 

15. Behandlung nicht auflosbarer Gleichungen ..’*’*** ‘ ’ ' 


481 

483 

485 

486 

487 

487 

488 
490 

490 

491 
493 
495 

495 

496 

497 


16. Allgemeine Gleichungen 

17. Gleichungen der ersten vier Grade Jf, 

18. Niclitauflosbarkdt der aUgemcinen Gleichungen ‘hClierer Grade' ' ' ' -vw 

19. Gleichungen mit regularer Gruppe ... * 50“ 

l°- Gloiclnmgeri mit kommutativer (permntabier) Gruppe 

21. Abel soke Gleichungen " frl 

22 . Kreisteilungsgleichungen . \ [ 

I 8 , und ^ansformationsgleichungen der elliptischen Funktionen 509 
-4. Reduktion von . Gleichungen aut Normalformen ... ki *> 

25. Irreducible Gleichungen von Primzahlgrad .... r / r 

26. Sylow’sche Gleichungen 

27. Casus irreducibilis der kubischen' Gleichung’ ' rlt 

28. Konstruktion mit Zirkel und Lineal .... 

29. Geometrische Gleichungen .... 

(AbgescMossen. im Okt. 1899.) 



Inhaltsverzeichnis zu Band I Teil I, XXXVII 

3e. Gleichungssysteme. Yon E. Netto in Giessen und 
K. Th. Vahlen in Konigsberg i. Pr. (Siebe: Bib und B3b.) 

3f. Endliche Gruppen linearer Substitutionen. Von A.Wiman 

in Lmd - Seite 

1. Periodische Substitutionen 523 

2. Endliche binare Gruppen 523 

3. Erweiterungen 526 

4. Algebraisch integrierbare lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung . 527 

5. Endliche ternare Gruppen 528 

6. Algebraisch integrierbare lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung 530 

7. Gruppen aus den regularen Korpern in hoheren Raumen 530 

8. Invariante definite Hermite’sche Formen 532 

9. Erste Auflosung der Gleichungen 5. Grades 533 

10. Losung durch Vermittlung der Jacobi’schen Gleichungen 6. Grades . . 534 

11. Satz betreffend die Moglichlreit von Resolventen mit nur einem Parameter 536 

12. Losung durch die Ikosaederirrationalitlit 537 

13. Zuruckfiihrung der Gleichungen 5. Grades auf ein ternares Formenproblem 540 

14. Auflosung durch elliptische Transformationsgrossen und hypergeo- 

metrische Funktionen 541 

15. Die allgemeinen algebraischen Formenprobleme 543 

16. Gleichungen 7. Grades mit einer Gruppe von 168 Substitutionen .... 544 

17. Kollineationsgruppen der elliptischen Normalkurven 545 

18. Gruppen aus der elliptischen Transformationstheorie 546 

19. Mit den Gleichungen 6. u. 7. Grades isomorphe quaternare Formenprobleme 547 

20. Reduktion der allgemeinen Gleichungen 6. Grades auf ein ternares 

Formenproblem 548 

21. Satz fiber die allgemeinen Gleichungen hoheren Grades 549 

22. Quaternare Gruppe von 11520 Kollineationen 549 

23. Quaternare und nuinare Gruppen aus der Dreiteilung der hyperelliptischen 

Funktionen . . 551 

24. Gruppen von eindoutigen Transformationen einer algebraischen Kurve 

in flick 552 

25. Endliche Gruppen von birationalen Transformationen 553 

26 Erwoiterung auf unendlickc diskontinuierliche Gruppen 554 

(Abgoschlosson im Doz. 1800.) 



% 


InlialtsYerzeiclmis der einzelnen Hefte zu Band I Teil I 
mit ihren Ausgabedaten. 


1. Ten. 


Heft; 1. 

7. XI. 1898. 


Heft 2. 
26. I. 1899. 


A. Arithmetik. 

1. Schubert: Grundlagen der Arithmetik. 

2. Netto: Kombinatorik. 

3. Pringsheim: Irrationalzahlen und Konvergenz imendl. Prozesse. 

4. Study: Theorie der gemeinen und hoheren komplexen Grdfien. 

5. Schoenflies: Mengenlehre. 

6. Burkhardt: Endliche diskrete Gruppen. 


Heft; 3. 
15. IX. 1899. 


B. Algebra. 

1. Grundlagen: 

la. Netto : Rationale Funktionen einer Veriinderlichen; ihre 
Xullstellen. 

lb. Xetto: Rationale Funktionen mehrerer Veranderliehen. 

lc. Landsberg: Algebraische Gebilde. Arithmetische Theorie 
algebraischer Grofien. 

2. Meyer: Invariantentheorie. 


3. Gleichungen : 

Heft 4 Ruxge: Separation und Approximation der Wurzeln. 

17. X. 1899. 3k STffeffiSnfn.^ 011611 WurZel “ ; 

3c. d. Holder: Galois’sche Theorie mit Anwendungen. 

' ft 1900 { 3f W™?« U Tr yA ^T : ® eiohlm §Wsteme. (Siehe: Bib u.Bsk) 
. uuu. { 31. Wiman: Endliche Gruppen linearer Substitutionen. ; 


Heft 
29. Y. 



I A L GRTINDL A GEN DER ARITHMETIK. 

(DIB VIER GRUNDRECHNUNGSARTEN; EINFUHRUNG DER NEGATIVEN 
UND DER GEBROCHENEN ZAHLEN; OPERATIONEN DRITTER STUFE 
IN' FORMALER HINSICHT.) 

VON 

H. SCHUBERT 

IN HAMBVKG. 


Inh al t siib ersicht. 

1. Zahlen und Zalil. 

2. Addition. 

3. Subtraktion. 

4. Verbindung you Addition und Subtraktion. 

5. Null. 

(>. Negative Zablen. 

7. Multiplikation. 

8. Division. 

9. Yerbindung der Division mit der Addition, Subtraktion und Multiplikation. 

10. Gebrochene Zahlen. 

11. Die drei Operationen dritter Stufe. 


1. Zahlen nnd Zahl. Dinge 1 ) zahlen heisst, sie als gleichartig 2 ) 
ansehen, zusammen auiffassen 2 ), und ihnen einzeln andere Dinge zu- 

1) Dass aucli unlcdrperliche Dinge gezahlt werden lconnen, betont G. F. Leib- 
niz, den Scholastikern gegenuber, ,,De arte combinatoria 44 (1G6G), ebenso J. Locke 
in seinem Werke „An Essay concerning human understanding 14 (1G90, Book II). 
Dagegen sieht J. St. Mill (Logic, Book III, 2G) die in der Definition einer Zalil 
ausgesagte Thatsache als eine physische an, ilhnlich G. Frege, „Grundlagen der 
Arithmetik 44 (Breslau 1884), 

2) Dass dem Zilhlprozess einerseits ein Zusammenfassen der zu zahlenden 
Dinge, andrerseits aber aucli die Erkenntnis der Glcichartiglceit der zu zahlenden 
Dinge vorangehen muss, hebt F. Schroder in seinem ,,Lehrbuch der Arithmetik 44 
(Leipzig 1873) p. 4 hervor, ebenso F. Mach in seinem Buch „Die Principien der 
Warmelehre 44 (Leipzig 189G) (Nr. 7). 

Encyklop. d. math Wisaensch. I. 
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ordnen 3 ), die man auch als gleichartig ansieht*). Jedes yon den 
Dingen, denen man beim Zahlen andere Dinge zuordnet, heisst Ein- 


3) Dass em Zahlen nicht ohne ein mehr oder weniger bewusstes Zuordnm 
Oder Abbilden mSglich ist, pflegte K. Weierstrass in der Emleitung zu semen Yor- 
lesungen nber die Theorie der analytischen Eunctionen hemrzuhebem (Man 
ygl. E. Komi „Die Elemente der Arithmetic, Berlin, Progr. Enedr. Werder- 
Gymn 1872). Ebenso betonen dies E. Schroder in seinem Lehrbueh, L. Kronecker 
in seinem Aufsatze „ttber den Zahlbegriff“ (Philosophiache Aufsatze, z f er f- 
widmet, Leipzig 1887, Joum. f. Math. 101), B. Bedelind in semer Schnft Was 
sind nnd was sollen die Zahlen? 11 (Braunschweig 1887 nnd 1893), in welcher 
das „Zuordnen“ durch eine Reihe von Definitionen (Kette) und Lehrsatzen ein- 


gehend analysiert wird. 

4) In dieser Definition der Zahl stimmen wohl alle Philosophen nnd Mathe- 
matiker im wesentlichen fiber ein. Wohl-aber geben die Ansichten darfiber aus- 
einander, welche psychischen Momente die Bildung des Zahlbegriffs ermoglichen. 
Nacb dem Vorbilde I. Kant’s betont W. E. Hamilton als das Fundament des Zahl- 
begriffs die Anscbauungsform der Zeit Algebra ist ibm ^Science of Order in 
Progression 41 oder „Science of Pure Time 44 . Er sprieht dies zuerst aus in der 
in den Dubl. Trans. 17, II (1835) erschienenen Abhandlung „Theory of Conjugate 
Functions or Algebraic Couples with a Preliminary and Elementary Essay on 
Algebra as the Science of Pure Time 44 . Spater wiederholt er diese Ansicht in 
der Yorrede zu seinem Werke „Lectures on Quaternions 44 (Dublin 1853). Auf 
demselben Standpunkt stebt E. Helmholtz in seiner Abbandlung „Zahlen und 
Messen 44 , in den Eduard Zeller gewidmeten pbilosopbiscben Aufsatzen (Leipzig 
1887); ebenso aucb W. Erix in seiner Abbandlung „Der matbematiscbe Zahl- 
begriff und seine Entwickelungsformen 44 (Band Y und YI der yon Wundt her- 
ausgegebenen Pbilosopbiscben Studien; aucb als Dissertation, Leipzig 1889). 
erscbienen). Dagegen sagt J. F. Herbart in seiner „Psychologie als Wissen- 
scbaft 44 (Konigsberg 1824, Band II), dass die Zabl mit der Zeit nicbt mehr zu 
tbun babe, als viele andere Yorstellungsarten. J. J. Baumcmn und F. A. Lange 
meinen, dass die Zabl weit besser mit der Eawmvorstellung als mit der Zeitvor- 
stellung in EinMang stebe, und zwar J. J. Baumann in seinem Werke „Die Lelire 
yon Raum, Zeit und Matbematik in der neueren Pbilosopbie 44 (Berlin 1809) und 
F. A. Lange in seinen „Logiscben Studien 44 von 1877. Ebenso bekampf’t F. G, 
Husserl die Bestrebungen, welcbe den Zahlbegriff auf die Yorstellung der Zeit 
grfinden, und zwar im I. Bande seines Werkes „Philosophie der Arithmetik 44 , 
Halle 1891. 

Haufig wird Aristoteles als derjenige bingestellt, der zuerst die Zahl dcfi- 
niert bat, und zwar aus dem Begriff der Zeit. Dies ist nicbt ricbtig. Aristo- 
teles definiert umgekebrt die Zeit vermittelst des Zablbegriffs und zwar in seiner 
„Physica auscultatio 44 (IY. Bucb, 11. Kapitel, p. 219(3 oder deutsche Ubersetzung 
yon Prantl, Leipzig 1854, p. 207 u. f.), wo es beisst: „Zeit ist die Zabl der B<*- 
wegung nacb dem Frfiher und Spater 44 und weiterbin: „Zeit ist die Zabl der 
Raumbewegung 44 . Der oft wiederbolte Aussprucb Euclid’s (Elemente, VII. Buck) 
„Die Zabl ist eine Yielbeit yon Einheiten 44 kann kaum als Definition aufgefasst 
werden. 


Analysen des Zablbegriffs sind ausser in den schon zitierten Schriften na- 
mentlicb nocb in den folgenden neueren Abbandlungen und Bfichern zu fin den: 
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heit 5 ); jedes von den Dingen, die man beim Zahlen andern Dingen 
zuordnet, heisst JEiner 5 ). Das Ergebnis des Z’ahlens heisst Zahl. 
Wegen der Grleichartigkeit der Einbeiten unter einander und der 
Einer unte^ einander ist die Zahl unabhangig von der Reihenfolge, 
in welcher den Einbeiten die Einer zugeordnet werden 6 ). 

Wenn man bei einer Zabl durcb einen hinzugefxigten Sammel- 
begriff daran erinnert, inwiefern die Einbeiten als gleicbartig ange- 
seben wurden, spricbt man eine benannte Zahl aus. Durch vollstan- 
diges Abseben von der Natur der gezahlten Dinge gelangt man vom 
Begriff der benannten Zabl zum Begriff der unbenannten Zabl. Unter 
Zahl scblecbtbin ist immer eine unbenannte Zabl zu verstehen. 

Um Zablen mitmteilen, kann man als Einer irgend welche gleich- 
artigen Dinge wahlen (Finger, Rechenkugeln, Kreidestricbe). Wilde 
Volker, die keine Scbrift haben, nehmen Steine oder Muscbeln als 
Einer, wenn sie Zablen mitteilen wollen. Ordnet man den zu zah- 
lenden Dingen gleichartige Schriftzeicben zu, so erhalt man die natwr - 
lichen Zahheichen' 1 ). So stellten in altester Zeit die Romer die Zablen 
von eins bis neun durcb Aneinanderreibung von Strichen, die Azteken 

W. Wundt , Logik, Band I; 

G. Frege , Grundlagen der Aritlimetik, Breslau 1884; 

E. Lipschitz , Grundlagen der Analysis, Bonn 1877 (§ 1); 

U. Dini, Grundlagen fur eine Theorie der Functionen einer veranderlichen Grdsse, 
iibersetzt von J. Luroth (Leipzig 1892); 

G. Peano, Arithmetices principia nova methodo exposita, Torino 1889; 

K. Th. Michaelis , liber Kant’s Zahlbegriff, Progr. Charlottenburg, Berlin, bei 
Gartner, 1884; 

F. Knock , Uber den Zahlbegriff und den elementaren Unterrickt in der Arith- 
metik, Programm des Realprogymnasiums in Jenkau, 1892; 

G. F. Lipps , Untersucbungen fiber die Grundlagen der Matbematik in Wundt’s 
Philosophischen Studien (von Band X an); das vierte Kapitel (in Band XI) 
enthalt die logisclie Entwiekelung des Zahlbegriffs. 

Von diesen Autoren knupfen G. Peano und F. Knock an Dedekind’s Abbil- 
dungen in dessen schon zitierter Scbrift an. 

Auf den Zahlbegriff lassen sich die Gesetze der Arithmetik ohne irgend ein 
Axiom aufbauen, wie u. a. K. Weierstrass in seinen Vorlesungen betonte. 

5) Die Unterscheidung von Einbeiten und Einern in diesem Sinne ruhrt 
von F. Schjroder her (Lehrbucli der Aritlimetik und Algebra, Leipzig 1873, p. 5 
oder Abriss der Arithmetik und Algebra, erstes Heft, p. 1). 

6) II. Helmholtz und L. Kronccker, in den schon zitierten Aufsatzen zu 
Zeller’s Jubilaum, denken sich die Zuordnung so, als wenn den zu zahlenden 
Einheiten die Zablen Eins, Zwei, Drei u. s. w. zugeordnet werden. Diese An- 
sicbt bekampft F. G. Husserl im Anhang zum ersten Teile seiner „Philosophio 
der Arithmetik 11 (Halle 1891). 

7) , tfber Zahl- Mitteilung und Zahl- Par stdlung durch Wort oder Schrift 
findet man Eingehendes in folgenden Schriften: 
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4 u durch. Zusammenstellung emze ner 

die Zahlen you eins bis neuliz ^ ^ 5lke r haben naturliche Za bl- 
Kreise dar. Die modern® » und den Spiel- 

zeiehen nur nocb auf ^Wurfeb Dingen gleicbartige Laute 

karten. Ordnet man den zu wie s ie z. B. die Scblag- 

zu , so erbalt man die natiu solcher natiirlicher Zablzeichen 
werte der TJbren ertonen lassen. St* ^ ^ Sorter die 

und Zahllaute gebrancbt man g ^ Worts tammen methodised 

sicb ans venigen elemental f we lche auf deni 1 nncip 

zusammensetzen 7 ). Die ^ de ^"Veicbens fur nichts beruht, 
des Stellenwertes und der Em g ^rfunden gelangte um 800 zur 

M - ’iMU- wo 

Kenntms der Araber und um Zifferechrift und das neue 

imlauf, der folgenden Jnktanderte ^ ziffenl TCrM „gte’). 

Redmen allmabllch das Rechnen ml y einander lieisst 

Die Lehre wn den Benetaugen der Zak» Zahlen 

r»me« ZaU). **•» is t ee Oldish, 

gesuehl. Zatlen meto me * ^ >us „ iraetai wol.e, nur 

— einer - dersedben Betrschtung der- 

M. Mo,, MaU.e~.fcl.. MMJ to 22aT»< 

G-. Friedlein, Die Zahlzeichen un ^ Jahvhundert , hr- 

?r» im. - - —■ 

*. S,“ ‘Ldueht. to MatOematik i» Al«» •»* Mfc.alter, Ui.au, 

H Mr. ™ 

F. Pctt, Die quinare und vigesimale Zahhnethode Dei 

x <* “ J “ “ w “” 

. rr K, ££il!!£L.<h«hkto^ 

«. I*. 

Zahlzeichen und ubei* den Ursprung des Stellenwertes in den 1 
(J. f. Math., Band 4); 

P. Treutlein, Progr. Gymn. Karlsruhe 1875. _ 

M. Ghasles, Sur le passage du premier hvre de la geometrie . ie ■ 1 ;« • 1 ; • 

1836: Apereu historique . . Brux. 1837; Par. C. It. 4, 1836; 0, 8. H, K, 

F. Unger, Die Methodik der praktischen Arithmetik in hktonscher hntwickel...*, 

eST' G eschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter, 

hagen 1B96; . ,, . 

H. Schubert, Zahlen und Zahl, eine kulturgeschicktliche fet.udie, m Vurluiw- 
Holtzendorffs Sammlung gemeiny. wiss. Yortrage, Hamburg 1887. 
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selbe Buchstabe auch immer nur eine und dieselbe Zahl bedeuten 
darf 8 ). 

Gleich 9 ) heissen zwei Zahlen a und &, wenn die Einheiten von a 
und die von b sich einander so zuordnen lassen, dass alle Einheiten 
yon a und von b an dieser Zuordnung teilnehmen. Ungleich 9 ) heissen 
zwei Zahlen a und b, wenn ein solches Zuordnen nicht moglich ist. 
Da beim Zahlen die Einheiten als gleichartig betrachtet werden, so 
ist es fur die Entscheidung, ob a und b gleich oder ungleich sind, 
gleichgultig, welche Einheiten von a und von b einander zugeordnet 
werden. Wenn zwei Zahlen ungleich sind, so nennt man die eine die 
grossere , die andere die Ideinere 9 ). a heisst grosser als b , wenn sich 
die Einheiten von a und die von b einander so zuordnen lassen, dass 
zwar alle Einheiten von b , aber nicht alle von a an dieser Zuordnung 
teilnehmen. Das Urteil, dass zwei Zahlen gleich, bezw. ungleich sind, 
heisst eine Gleichung , bezw. TJngleichung. Fur gleich, grosser, Heiner 
benutzt man in der Arithmetik bezw. die drei Zeichen =, >, <, 9 ) die 
man zwischen die verglichenen Zahlen setzt. Wenn man aus mehre- 
ren Vergleichungen einen Schluss zieht, so deutet man dies durch 
einen wagerechten Strich an. Die fundamentalsten Schliisse der 
Arithmetik sind: 

a » b a > b a <5 

b = a ’ b < a ’ 6 > a 

Diese Schliisse beziehen sich auf nur zwei verglichene Zahlen. Auf 
drei Zahlen beziehen sich die folgenden Schliisse: 


8) Die ersten Keime eincr arithmetischen Buchstabcnrecknung finden sich 
schon bei den Griechen (Nikomachos um 100 n. Chr., Diophantos um 800 n. Chr.), 
mein* noch bei den Indern und Arabern (Alehwarizmi um 800 n. Chr., Alkalsadi 
um 1450). Die eigentliehe Buchstabenrechnung mit Yerwendung der Zeichen — , 

und der Operationszeiclien ist jedoch erst im 10. Jahrhundert ausgebildeb 
(Vieta f 1003), vor allem in Deutschland und Italien. Das jetzt ubliche Gleich- 
heitszeichen findet sich zuerst bei II. Itecorde (1556). Hicriiber Naheres in: 

L. Matthiesscn, Grundziige der antiken und modernen Algebra der litteralen 
Gleiohungen, 1878; 

P. Treutlein , Die deutsche Goss, Zeitschr. f. Math., Band 24; 

S. Gunther, Geschichte des math. Unterriehts im deutschen Mittel alter bis zum 
Jah re 1525, Berlin 1887; Beitrage zur Erfindung der Kettenbriiche, Progr., 
Weissenburg 1872; Vermiselite Untersuchungen zur Geschichte der math. 
Wissenschaften, Leipzig 1870. 

Erst durch L. Euler (von 1707 — 1783) hat die arithmetische Zeickensprache 
die heutige festere Gestalt bekommen. 

9) Eine genauere Analyse der Begriffe gleich, mchr, weniger, grosser und 
klciner findet man in E. G. Husserl' s Philosophic der Arithmetik, Band I, Kap. 5 
und 6 (Halle 1891), woselbst auch weitere philosophische Literatur zu finden ist. 
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a> » 
l = ». 


a<m 
b = ». 


w j> ^ . 

r> 6 


T = T ’ a> _ oT , von Einheiten hat, und 

2. Addition 10 ). Wennman^eiGrupPr gleieharfcig Bind, 

zwar so, class nicht allem a e i • en @ruppe jederEinheit der an ern 
sondem dass auck jedeEmheit der P. tlmn; en tweder man kann 

Gru ppe gleictartig ist, so kann man zal . Erge bnisse als /aW 

jede Gruppe einzeln zahlen und jede^d ^ ^ Reckon und 

auffassen oder man karm *• Mta .» ^ ^ erha it man **u 

£££££££?■ « - M “ 8384 d “" TO “ 

talen Operations der Ant me ^ sieben algebraiscken Jpor 

seinem Lehrbucb (Leipzig 1873, Band um e inen solcken Aufbau: 
duroh 6 rf«tot. i«»« mw* Systems to Ar.thmoLk 

1\ M. Ohm, Yersucli ernes v0 ^ u q 

?, b lfS«S 0 ? S “ « uil " 

— T “ kW T. d “ TSTwtot Ate- ,1« Aritliito ik - 

auf Anfanger yersuebte zuerst . H Schuhnrt in manna L'-liv- 

Algebra, I. Heft, Leipzig . a i ge braischen Frags and Aaigalmn, 

rs»= j-rr 

AJAifc, LkLtio, MetoSo, I*!**', sl "" ip ' i "‘' 

^^Im^nSnmenbang mit allgemeineren Gesichtspunkten ersclnaneu din Up' 

•j p ± 7P <ier Aritlimetik in der formalcn Arithmetik, nn Lmjihhn »•*> 

“ - **£-* 

GrSssen obne^Rucksicbt darauf, dass diese Grossen Zahlen amd. Namstl 
fese man bierzu einerseits H. Grasmam's Ausdehnungslehro, Mi and »«£ 
andrerseits E. EmleT s Tbeorie der komplexen Zablsysteme Le.pz.g M><. 
^lieli des LoeikkaMls and der Begriffsschnft vgl. man Bd. VI. 
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letzteren Falle erhaltenen Zahl, dass sie die Summe der beiden im er- 
steren Falle erhaltenen Zahlen sei, und diese beiden Zahlen nennt man 
die Summanden der Summe. Der soeben geschilderte Ubergang von zwei 
Zahlen zu einer einzigen heisst Addition. Zahlen und Addieren unter- 
scheiden sich also nur dadurch, dass man beim Zahlen mit einer ein- 
zigen Gruppe, beim Addieren mit zwei Gruppen von Einheiten zu 
thun hat. Um anzudeuten, dass aus zwei Zahlen a und b eine dritte 
Zahl s durch Addition hervorgegangen ist, setzt man das Zeichen 
+ (plus) zwischen die beiden Summanden. Aus den Erldarungen 
des Grosserseins und der Addition folgt: Eine Summe ist grosser als 
einer ihrer Summanden, namlich um den andern Summanden. Wenn 
a > b ist, so kann a Summe von zwei Summanden sein, von denen 
der eine b ist. 

Aus dem Begriff des Zahlens folgt, dass es immer nur eine Zahl 
geben kann, welche die Summe zweier beliebigen Zahlen ist, und dass 
es umgekehrt auch nur eine Zahl geben kann, die, mit einer gegebe- 
nen Zahl durch Addition verb un den, zu einer grosser en gegebenen 
Zahl als Summe fuhrt. 

Da das Ergebnis des Zahlens unabhangig von der Reihenfolge 
ist, in der man zahlt, so muss sein: 

a -|~ b = b -f- a. 

Man nennt das hierin ausgesprochene Gesetz das Commutationsgesetz 11 ) 
der Addition. Trotz dieses Gesetzes kann man begrifflich die beiden 


11) Wenn + das Zeichen fur eine ganz allgemein gedachte V erknfipfimg 
zweier Grossen ist, so gilt fur diese Verknupfung das commutative Gesetz (Com- 
mutationsgesetz), wenn a -f- b == b + a ist, das associative Gesetz (Associations- 
gesetz), wenn ( a + b) + c = a + + c ) i g t. Wenn ferner x das Zeichen fur 

eine zweite allgemein gedachte Veiknupfimg ist, so gilt fftr heide das distribu- 
tive Gesetz (Diatributionsgesetz), wenn (a b) xc — (a x c) + (b x c) ist, oder 
wenn ( a x b) -f- c ~ (a + c) X (b -f- c) ist. Die Unterscheidung dieser drei 
Grundgesetze und deren Namen findet man in Deutschland zuerst bei II. Hanlcel 
(Theorie der komplexen Zahlsysteme, Leipzig 1867), in England schon seit etwa 
1840, und zwar sind (nacli Hanlcel) die Ausdriicke commutativ und distribute v 
zuerst von tServois (Gergonne’s Ann., Bd. V, 1814, p. 03) gebraucht, associativ 
wahrscheinlich zuerst von Hamilton. Auch in all gem einer en Beziehungen als den 
arithmetischen Operationen spielen diese drei Grundgesetze eine fundamental e 
Kolle, so in tier formalen Mathematik, dem Logikkalkul und der Begritfsschrift. 
(Vgl. hier Bd. VI.) Im Logikkalkul bedeutet a + b alles, was entweder a oder 
b ist, a- b alles, was zngleich a und b ist. Eiir jecle dieser Operationen gilt 
das commutative und das associative Gesetz. Ausserdem gilt das distributive Ge- 
setz in beiderlei Gestalt, indem (a -f- b) . c = (a . c) + (& • c) und ausserdem 
(a ■ 6) + c = ( a + c) • (b + c) ist. Hierauf machte JE. Schroder in seiner Schrift 
„ Opera tionskreis des Logikkalkuls“ (Leipzig 1877) aufmerksam. 
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Summanden unterscheiden, indem man bei der Operation des Addie- 
rens den einen als passiv 12 ), den andern als aktiv ) auffasst. Den 
passive* Summanden konnte man Augend*), den aktxven Auctor ) 
(Increment 12 ,) nennen. Diese begrifflich moglicbe Unterscheidung ist 
wegen des Commutationsgesetzes arithmetisch unnotig. 

Aus dem Begriff des Zahlens folgt ferner: 

(a -f- V) -f- o = a -f- (b + c ) * 

Das durcli diese Gleichung ausgesprochene Gesetz heisst das Asso- 
ciationsgesetz 11 ) der Addition. 

Aus der Eindeutigkeit der Addition allein folgt das Gesetz iiber 
die YerTbindung zweier Gleichungen durcli Addition, wonach aus a — b 
und c = d folgt: a + c = b + d. Wie aber eine Gleichung und 
eine Ungleicliung oder zwei Ungleichungen zu verbinden sind, kann 
nur durcb Anwendung des Associationsgesetzes erkannt werdcn. Die 
yereinigte Wirkung beider Grundgesetze der Addition ergiebt: 

Wenn beliebig viele Zablen in beliebiger Reihenfolge dureh Ad- 
dition so verbunden werden, dass runner die Summe zweier Zablen 
wieder als Summand einer neuen Addition auftritt, so ist die Zahl, 
die das scliliesslicbe Ergebnis darstellt, immer dieselbe ; gleichviel, in 
welclier Reihenfolge die vorliegenden Zalilen durcli Addition ver- 
bunden werden. 

Diese Wabrheit berecbtigt dazu ; das letzte Ergebnis die Summe 
oiler gegebenen Zablen zu nennen, und damit den Begriff* der Summe 
dabin zu erweitern, dass dieselbe nicht allein zwei ; sondern beliebig 
viele Summanden haben darf. 

3. Subtraktion 10 ). Bei der Addition sind zwei Zablen, die beid<*n 
Summanden a und 6, gegeben, und aus ihnen geht eine dritte Zahl, dio 
Summe s, bervor. Wenn man nun umgekehrt die Summe s und den 
einen Summanden als gegeben betracbtet, so geht der andere Summand 
daraus als eine Zahl hervor, die (nach Nr. 2) eine ganz bestimmie ist . 
Die Aufsuchung dieser Zahl aus der Summe s und dem gogobmmn 
Summanden nennt man Subtraktion 13 ). Die Zahl s, die friilier Humnm 


12) Die Unterscheidung der beiden durcb eine arithmetische Operation V er- 
kniipften Zablen durch die Ausdriicke passiv und aktiv gab zuerst K. Hrhriulvr 
m seinem „Abriss der Arithmetik und Algebra" (Leipzig 1874). Bei dor Addi- 
tion nennt er die passive Zahl Augend, die aktive Increment. If. Srhuhrt 
unterscheidet Augend und Auctor, z. B. in seiner , Arithmetik und Algebra" 
in „Sammlung Goschen 14 (Leipzig). 

und Potenzierun g ne nnt man gewolmlich direktr 
Opeiationen und ihre TJmkehrungen indirekte Operationen. Bei H. Hanl.-d (Huum,-. 
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war, wird bei der soeben definierten umgeJcehrten 1B ) Rechnungsart 
Minuend genannt. Der gegebene Summand konnte als aktive Zahl 
genannt werden. ITblich ist jedoch dafiir der Name Sub- 
trahend. Das Ergebnis der Subtraction heisst Different. Das Zeichen 
der Subtraktion ist ein wagereehter Strich (minus), vor den man den 
Minuend und hinter den man den Subtrahend setzt. Es ist also: 

(s — a) + a = s 

die Definitionsformel der Subtraktion. Aus der Eindeutigkeit der 
Subtraktion folgt hieraus zweitens: 

(s a) — a = s. 

Auf der Definition der Subtraktion beruht auch die Transpositions » 
regel erster Stufe , wonach ein Subtrahend (Summand) auf der einen 
Seite einer Gleichung dort fortgelassen werden darf, um auf der an- 
dern Seite als Summand (Subtrahend) zu erscheinen. Durch Trans- 
ponieren kann ein unbekannter Summand oder ein unbekannter Mi- 
nuend isoliert werden, d. h. es kann dafiir gesorgt werden, dass er 
auf der einen Seite einer Gleichung allein steht. 

Jdentisch heisst eine Gleichung, die immer richtig bleibt, was fiir 
Zahlen man auch fur die in ihr auftretenden Buchstaben setzen mag. 
Formal heisst eine identische Gleichung, wenn sie dazu dient, eine 
Wahrheit in arithmetischer Zeichensprache auszudrucken. JBestim - 
miingsyleichivng heisst eine Gleichung, die nur richtig wird, wenn die 
darin auftretenden Buchstaben durch bestimmte (nicht durch alle) 
Zahlen ersetzt werden. Wenn. in einer Bestimmungsgleichung alle 
vorkommenden Zahlen bis auf eine bekannt sind, so pflegt man die 
noch unbekannte Zahl mit x u ) zu bezeichnen, und es entsteht dann 
die Aufgabe, die Gleichung zu Ibsen , d. h. die Zahl zu suchen, die 
man fiir x setzen muss, dam it die Gleichung richtig wird. Eine Glei- 
clmng, in der x Summand oder Minuend ist, lost man durch die 
Transpositionsrcgel erster Stufe. 


der komplexen Zahlsysteme, Leipzig 1807) gehbren die direkten Operationen der 
Arithmetik zu den thetischen , die indirekten zu den lyiischen V erkniipfungsarten. 
Aus der thetischen Verkniipfungsart a x b = c folgen die beiden lytischen 
c T a = b und c _L b — a. 

14) Bei Diophantos wird die Unbekannte durch ein Schluss- Sigma als 
den letzten Bubstaben von ciQi.d'yds bezeichnet. fiber die Entstehung der Be- 
zeichnung x fiir eine unbekannte Zahl lese man: Treutlein , Die deutsche Goss, 
Zeitschr. f. Math. Bd. 24 und die mehrfach angezweifelte Ansicht von P. A. de La- 
garde , Woher stammt das x der Mathematiker? (Gott. Nachr., 1882). 


4. Verbindung von Addition und Subtraktion. Aus der De- 
finition der Subtraktion folgen bei Anwendung des Commutations- 
gesetzes und des Associationsgesetzes der Addition die vier Formein . 
a (b — c) = {cl -j" b) 
cc — ( b -f- c) == (ch b') Cj 
a — (p — c) = (a — b) + c , 
a — J = (a — n) — (b — n). 

Da bei jeder dieser Formein mindestens auf einer der beiden Seiten 
eine Differenz steht, so bandelt es sicb beim Beweise derselben nur 
darum, zu prtifen , ob die andere Seite die durcb die Definition der 
Subtraktion vorgescbriebene Eigenschaft erffillt, bei welcher Priifung 
nur die beiden Grrundgesetze der Addition oder eine Formel angewandt 
werden darf ; die bier der zu beweisenden voraussteht und deshalb 
sebon als bewiesen gelten kann. 

Da aus p = q nacb Nr. 1 q ===== p folgt, so enthalt jede ariihme- 
tiscbe Formel zwei Wahrheiten, die man erhalt, je nachdem man die 
Formel von links nacb recbts oder von recbts nacb links auffasst. 
Wenn man das Associationsgesetz der Addition und die ersten drei 
der vier obigen Formein von links nacb recbts liest, so ergeben sic 
Regeln liber Addieren und Subtrabieren von Summen und Difierenzen. 
Wenn man sie von recbts nacb links best, so ergeben sie Regeln 
fiber Vermebrung und Yerminderung von Summen und Difierenzen. 
Aucb liefern diese Formein den Beweis daffir ; dass Summamlen und 
Subtrabenden in beliebige Reihenfolge gebracht werden konnen, so- 
wie endlicb die Regeln ; nach denen aus einer Gleicbung und einer 
Ungleicbung oder aus zwei Ungleichungen durcb Subtraktion der 
rechten und der linken Seiten eine neue Ungleicbung erscli lessen 
werden kann. 

Die aritbmetische Zeicbenspracbe 8 ) hat sicb so ausgebildet, dass 
bei den Operationen der Addition und Subtraktion die Klammer 1 *) urn 
die voranstehende Recbnungsart fortgelassen werden dart; uni die narli- 
folgende aber gesetzt werden muss, so dass das Assoriatiousgesotz 
der Addition und die drei ersten der obigen Formein aucb so go 
scbrieben werden dfirfen: 


. lo ) ^er das s etzen von Klammern in tier Arithmetic spricht ssuerat K Schni- 
der m seinem Lehrbnch die folgende allgemeine Kegel aus: Ein Ausdruok dor 
red ernes neuen Ausdrucks ist, wird in eine Klammer eingesehl canon. AllmiUo 
lich ist es gebrauchlich geworden, diese Klammer in zwei Fallen fortzulasHen 
erstens wenn von zwei gleichstufigen Operationen die voranstehende zuernt aus’ 
gefnlirt werden soli, zweitens, wenn von zwei wigleichstufigen Operationen die 
hoherer Stufe zuerst ausgefuhrt werden soil. 
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a -f- (b -J— c) = cc — |— b — f- c 5 a — j— (b — c) = cl ~j~ b — c 5 

a — (b c) = a — b — c ; a — (b — c) = a — b + c. 

5. Null 16 ). Da nach der Definition der Subtraktion der Minuend 
eine Summe ist ; deren einer Summand der Subtrahend ist ; so hat die 
Verknupfung zweier gleicher Zahlen durch das Minuszeichen keinen 
Sinn. Eine solehe Verknupfung hat zwar die Form einer Differenz, stellt 
aber keine Zahl im Sinne von Nr. 1 dar. Nun befolgt aber die Arith- 
metik ein Princip, das man das Princip der Permanent 17 ) oder der 
Ausnahmslosigkeit nennt und das in viererlei besteht: 

erstens darin , jeder Zeichen- Verknupfung, die keine der bis dahin 
defmierten Zahlen darstellt, einen solchen Sinn m erteilen, dass die Ver- 
knupfung nach denselben Begeln behandelt werclen darf, als stellte sie 
eine der bis dahin definierten Zahlen dar; 

meitens darin, eine solehe Verknupfung als Zahl im erweiterten 
Sinne des Wortes m definieren und dadurch den JBegriff der Zahl m 
erweitern; 

drittens darin, m beweisen, dass fur die Zahlen im erweiterten 
Sinne dieselben Satze gelten, wie fur die Zahlen im noch nicht erwei- 
terten Sinne; 

viertens darin, m definieren, teas im erweiterten Zahlengebiet gleich, 
grosser und kleiner heisst ld ). 

Demgemass wird die Zeichen -Verknupfung a — a den beiden 
Grundgesetzen der Addition und der Definitionsformel der Subtraktion 
unterworfen ; wo durch erzielt wird, dass die Pormeln von Nr. 4 auch 
Rir die Zeichen -Verknupfung a — a gelten mussen. Durch Anwen- 


16) Als gemeinsames Zeichen fur alle Differenzformen, in denen Minuendus 
und Subtrahendus gleich sind, tritt die Null erst seit dem 17. Jahrhundert aui - . 
Ursprunglieh war die Null nur ein Vacat- Zeichen fur eine feklende Stufenzahl 
in der von den Indern erfundenen Stellenwert - Zifforsohrift. (Man vgl die in 
Anmerkung 7 angogebenc Litteratur.) Sie heisst im Eeehenbuch des im 14. Jahr- 
hundert lebenden Monclis Maximus Planudes (deutsch von II. Wacschke, Halle 1878) 
„tziphra“, woraus das englische cypher und das franzosischc zero fur Null entstanden 
aind. L)as auch. von tziphra herkommende dcutsche Wort Zilter hat im Deutachen 
(dm; allgemeincre Bedeutung gewonnen. Andere Ziftcrschriften, wie die additive 
diii* Bonier oder die niultiplikativc der Chinesen, haben kein Zeichen fur Null. 

17) Das Princip der Permanenz , dem bier im Text die fur die Erweiterung 
des Zahlhegrilfs geeignete Gestalt gegeben ist, ist in allgemeinster Form zuerst 
von II JLankcl (§ 3 der Theorie der koinplexen Zahlsysteme, Leipzig 1867) aus- 
gesprochen, nachdem schon G. Peacock die Notwendigkeit einer rein formalen 
Mathematik und im Zusammenhang damit ein Princip hetont hatte, aus dem 
durch Erweiterung das der Permanenz hervorgeht (G. Peacock in Brit. Ass. Ill, 
London 1864, Symbolical Algebra, Cambridge 1845). 
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dung der Formel a — b — (ct — fi) — (6 — w) auf a (X erkenut 
man dann, dass alle Differenzformen, bei denen der Minuendus gleich 
dem Subtrahendus ist, einander gleichzusetzen sind. Dies berechtigt 
dazu, fur alle diese einander gleichen Zeiclien-Verknupfimgen ein ge~ 
meinsames festes Zeichen einzufuhren. Es ist dies das Zeicben 0 
(null) 16 ). Man nennt ferner das, was dieses Zeichen aussagt, eiue 
„Zahl“, die man aucb Null nennt. Da aber Null kein Ergebnis des 
Zahlens (Nr. 1) ist, so hat der Begriff der Zahl durch die Aufnahme 
der Null in die Spracbe der Arithmetik eine Erweiterung erfahren. 
Aus der Definition a — a = 0 ergiebt sich, wie man mit Null bei 
der Addition und Subtraktion zu verfahren hat, namlich : p -f- 0 — p, 

0 -\-p=p, p — 0 = p' 0 + 0 == 0 , 0 — 0 = 0 . 


6. Negative Zahlen 18 ). Weim in a — b der Minuend a kleiner als 
der Subtrahend b ist, so stellt a — b keine Zahl im Sinne von Nr. 1 
dar. Naeh dem in Nr. 5 eingefuhrten Princip der Permanenz 17 ) niiins 
dann die Differenzform a — b der Definitionsformel der Subtraktion 
a — b-\-b = a unterworfen werden, woraus hervorgeht, dass dann die 
in Nr. 4 bebandelten Pormeln auf a — b auch in dem Fall anwendbar 
werden, wo a<b ist. Hierdurcb erkennt man, dass alle Differenzformen 
emander gleich 19 ) gesetzt werden konnen, bei denen der Subtrahend uni 
gleichviel grosser ist als der Minuend. Es liegt daher nahe, alle Diffe- 
renzformen a — bei denen b urn p grosser als a ist, durch p uus- 
zudrucken. Indem man endlich solche Differenzform en auch v Zahlnr 


18) Obwohl bei einem logischen Aufbau der Arithmetik die Kinftihnmg 
der negatives Zahlen der Einfiihrung der gebroehenen Zahlen vorangehen jhukh 
so Bind doch historisch die negativen Zahlen viel spater in Gebrauch gckonimen! 
als die gebroehenen Zahlen. Die griechischen Arithmetiker rechneten nur mit 
Difterenzen, m denen der Minuend grosser als der Subtrahend war Die ersfen 
Spnren ernes Rechnens mit negativen Zahlen finden sich hei dem indisrhen Ma- 
thematiker BhasTcara (geb. 1114), der den negativen und den poeitiven Wert 
einer Quadratwurzel unterseheidet. Auch die Araher erkannten negative Win- 
zeln von Gleichungen. X. Pacioli am Ende des 15. Jahrhunderts und Canlum 
dessen Ars magna 1550 erschien, wissen zwar etwas you negativen Zahlen Iegeii 

few a ? r *T S “ ndige Bedeutun ? bei - G - Cardano nennt sie animation, •» 
alsae oder fictae, Michael Stifel (in seiner 1544 ersehienenen Arithmetic intecr-n 
nennt «e numen absnrdi. Erst Th. Harriot (urn 1600 ) betrachtet negati it tin 
^, S1 f Ua . d lasst / ie dle ei » e Seite einer Gleichung bilden. Das f! ,>nUirh u 
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nennt, erweitert man den Zahlbegriff und gelangt zur Einfiihrung der 
negativen Zahlen. Demgemass lautet die Definitionsformel der nega- 
tiven Zahl — p (minus p): 

— p = b — (b+p). 

Im Gegensatz zu den negativen Zahlen heissen die in Nr. 1 defi- 
nierten Ergebnisse des Zahlens positive Zahlen. Aus der Definitions- 
formel der negativen Zahl — p folgt fur & = 0, dass — p = 0 — p, und 
da aueh p — 0 -f- p ist, so liegt es nahe ; + P fu* P zu setzen. Die 
vor eine Zahl (im Sinne von Nr. 1) gesetzten Plus- und Minuszeichen 
heissen Yorzeichen. Negative Zahlen haben also das Yorzeichen minus, 
positive das Yorzeichen plus. Yon den beiden Yorzeichen heisst das 
eine das umgekehrte des andern. Hit Vorzeichen versehene Zahlen 
heissen relativ. Lasst man bei einer relativen Zahl das Yorzeichen 
fort ; so entsteht eine Zahl im Sinne von Nr. 1, die man den absoluten 
Betrag 20 ) der relativen Zahl nennt. Aus diesen Definitionen folgt, wie 
relative Zahlen durch Addition und durch Subtraktion zu verkniipfen 
sind. Als Ergebnis erscheint immer eine relative Zahl oder Null. 

Die Einfuhrung der relativen Zahlen ermoglicht es, eine beliebige 
klammerlose Aufeinanderfolge von Additionen und Subtraktionen als 
eine „Summe u von lauter relativen Zahlen aufzufassen. Man nennt 
eine so aufgefasste Summe eine algebraische und die relativen Zahlen, 
die sie zusammensetzen, ihre Glieder. Stelit eine algebraische Summe 
in einer Klammer, vor der ein Pluszeichen bezw. Minuszeichen steht, 
so darf dieselbe fortgelassen werden, wenn man die Yorzeichen der 
in ihr enthaltenen Glieder samtlich beibehalt bezw. samtlich umkehrt. 

Durch die Einfuhrung der Zahl Null (Nr. 5) und der negativen 
Zahlen erhalten die in Nr. 2 und Nr. 4 angedeuteten Yergleichungs- 
schiusse einen ausgedehnteren Sinn, wenn man auch auf die neu ein- 
gefiihrten Zahlen die Ausdriicke grosser und kleiner anwendet. Man 
nennt namlich immer, gleichviel oh a und b null, positiv oder negativ 
sind, wenn a — b positiv ist, wenn a — b negativ ist 19 ). 

Endlich maehen die neu eingefdhrten Zahlen auch solche Glei- 
cluingen liisbar, die nach dem ursprunglichen Zahlbegriff als unlosbar 
gelten niiissten. So ist die Gleichung x -|~5 = 5 nach Nr. 1 unlosbar, 
nach Nr. 5 aber hisbar. So ist ferner die Gleichung x -|- 5 = 3 nach 
Nr. 1 unlosbar, nach dieser Nummer aber losbar 17 ). 

7. Multiplikation 10 ). Da wegen der Grundgesetze der Addition die 
Reihenfolge, in welcher Additionen ausgefdhrt werden, das Ergebnis 

4 20) Der Ausdnick n absoluter Betrag 14 fiir den Modnl jeder komplexen Zahl 
ist durch K. Weierstrim' Yorlesungen gebriiuchlich geworden. 
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unverandert l&sst, so konnte am Schluss von Nr. 2 das Ergebnis beliebig 
vieler aufeinanderfolgender Additionen als eine Summe von vtelm Sum- 
manden aufgefasst werden. Stellen die letzteren nun samtlich tine und 
dieselbe Zahl a dar ; so liegt es nahe, diese Zahl nur einmal zu setzen 
und ein Zeichen hinzuzusetzen, welches angiebt, wieviel Summanden a 
die Summe enthalten soil. Man gelangt dadurch zu einer neum Ver- 
kniipfung zweier Zahlen, namlich der Zahl welche als Summand 
gedacht ist und der Zahl p } welche zahlt, wie oft dieser Summand 
gedacht ist. Man nennt diese neue Verkniipfung Multiplikation und 
bezeichnet sie als Rechnungsart zweiter Stufe, wahrend man die Ad- 
dition und ihre Dmkehrung, die Subtraktion, Rechnungsarten enter 
Stufe nennt. Eine Zahl a (passiv) mit einer Zahl p (aktiv) multi- 
plizieren heisst also, eine Summe von p Summanden berechnen 7 von 
denen jeder a heisst. Die Zahl a, welche als Summand dabei auftritt, 
heisst Multiplikand, die Zahl p, welche zahlt ; wie oft der Summand 
gedacht ist, heisst MultipliJcator. Das Ergebnis heisst Produkt. 
Wegen Nr. 5 und Nr. 6 kann der Multiplikand positiv ; null oder negativ 
sein. Der Multiplikator aber, der angiebt, wieviel Summanden ge» 
meint sind, kann nur ein Ergebnis des Zahlens, also nur eine Zahl 
im Sinne von Nr. 1 sein. Indem eine Zahl a auch als Summe* von 
einem einzigen Summanden aufgefasst wird ; darf der Multiplikator 
auch die Zahl 1 sein. Das Zeichen der Multiplikation ist ein zvvi 
schen dem Multiplikand a und dem Multiplikator p gesetzter Pun Id, 
Die Definitionsformel der Multiplikation lautet hiernach: 

1) 2) 3) P ) 

a ■ p = a -)- « + a -f- f- a , 

wo die jedem Summanden iibergesetzte Zahl angiebt, der wievielie 
Summand er ist. Fruher setzte man statt des Punktes das Zeielien x. 

Aus der Eindeutigkeit der Addition folgt die Eindeutigkeit der 
Multiplikation, und daraus folgt, dass GHeich.es mit Gleichem multipli- 
ziert, Gleiches ergiebt. Aus der Definitionsformel der Multiplikation er- 
geheu sich durch die Formeln vou Nr. 3 und Nr. 4 die yier Dislributious- 
gesetze 11 ): 

I. a-p + a-q = a-(jp + q)- 

Ha. a-p — a-q = a-(jp — q), wenn p > q ist; 

Hb. a-p — a-q — 0, wenn p — q ist; 

He. a-p a-q = — [a-(q — p)], wenn q>p ist; 

HI. a-p -j- b -p = (a -f- b)-p-, 

IV. a-p — l-p = (a — l).p. 

[Uber das Fortlassen der Klammern auf den linken Seiten dieser 
Formeln lese man Anmerkung 15.] 
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Die Formeln I und II zeigen, vorwarts gelesen, wie ein gemein- 
samer Multiplikand abgesondert wird, ruckwarts gelesen, wie mit 
einer Summe bezw. Different multipliziert wird. Die Formeln III 
und IV zeigen, yorwarts gelesen, wie ein gemeinsamer Multiplikator 
abgesondert wird, ruckwarts gelesen, wie eine Summe bezw. Differenz 
multipliziert wird. Aus den Distributionsgesetzen ergiebt sich, wie 
eine Gleichung und eine Ungleicbung oder zwei Ungleichungen durch 
Multiplikation zu yerbinden sind, falls die yier yerglicbenen Zahlen 
positiy sind. 

Wie ein Produkt zu bebandeln ist, dessen Multiplikand null oder 
negatiy ist, gebt aus Nr. 5 und Nr. 6 heryor. Wenn aber bei einem Pro- 
dukte der Multiplikator null oder negativ ist, so stellt dies zunachst 
eine sinnlose Zeichen-Verkmipfung dar. Nacb dem Princip der Per- 
manenz 17 ) ist derselben nun ein Sinn zu erteilen, der es gestattet, dass 
man damit nacb denselben Regeln recbnen kann, als wenn der Multi- 
plikator eine Differenz ist, die eine Zabl im Sinne yon Nr. 1 darstellt. 
Desbalb ist bei der Formel II die Beschrankung p > q aufzubeben, 
um aus ihr zu entnehmen, wie mit Null und negatiyen Zablen multi- 
pliziert wird. So ergiebt sich, dass a- 0 = 0 und a • ( — w) = — (a • w) 
ist. Hieraus ergiebt sicb dann auch, wie relative Zablen durch Mul- 
tiplikation zu verknupfen sind. 

Aus den Distributionsgesetzen folgt aucb, dass fur die Multi- 
plikation das Commutationsgesetz u ) und das Associationsgesetz 1X ) 
richtig sind. 

Das Commutationsgesetz der Multiplikation bebt die Notwendig- 
keit der Unterscbeidung yon Multiplikand und Multiplikator fur die 
reine Arithmetik auf. Man bezeichnet desbalb beide mit dem gemein 
samen Namen Falctor und schreibt sie in beliebiger Reihenfolge. Das 
Produkt nennt man ein Vielfaches von jedem seiner Faktoren und 
jeden Faktor einen Toiler des Produktes. Ferner nennt man bei einem 
Produkte jeden Faktor den Koefficienten des andern. 

Bei benannten Zahlen tritt die Unterscheidung von Multiplikand 
und Multiplikator dadurch hervor, dass der erstere zwar benannt sein 
kann, der letztere aber unbenannt sein muss. Deshalb ist bei be- 
nanntem Multiplikand das Commutationsgesetz sinnlos. 

Fur die Arithmetik der unbenannten Zahlen folgt aus der ver- 
einigten Wirkung des Commutationsgesetzes und des Associations- 
gesetzes, dass die Reihenfolge, in welcher Multiplikationen auf einander 
folgen, bezuglicb des schliesslichen Ergebnisses gleichgiiltig ist. Dies 
berechtigt dazu, den Begriff des Produktes dahin zu erweitern, dass 
dasselbe nicht bloss zwei, sondern beliebig vide Faktoren baben darf. 


16 


I A 1. Grundlagen der Arithmetik. 

Dadurcb dass diese Faktoren alle dieselbe Zalil daretelUm kuiuicn, ist 
die Moglicbkeit der Definition einer direkten Operation dritter Stufe, 
der Potenzierung 21 ), gegeben. 

Eine algebraiscke Summe, deren Glieder aueh I rntlukto twin 
konnen, beisst Polynom. Zwei Polynome multipliziert man, indent 
man jedes Glied des einen rnit jedem Gliede des andern multipliziert 
und die erbaltenen Produkte wieder zu einer algebraisdnm Summe 
zusammenfasst. Dabei wird jedes Glied positiv oder negativ, je nach- 
dem es aus Gliedern mit gleichen oder mit ungleiehen Vt.rzeiehon 
durcb Multiplikation entsteht. Der Beweis dieser Kegel l'olgt ana 
den Formeln I bis IV. 

Aus den bisher entwickelten Definitionen und Henuliaten lusst 
sick schliessen, dass ; wenn beliebig viele Zahlen, die null oder ivlutiv 
sind, in beliebiger Weise durch Addition, Subtraktion und Multipli- 
kation yerbunden werden, das schliessliche Ergelmiss immer null odi*r 
relativ, also eine der bisher definierten Zahlen, sein muss. 

8. Division 10 ). Die Division geht aus der Multiplikation dureh 
Umkehrung 13 ) hervor, namlich dadurch, dass das Produkt und der eine 
Faktor als gegeben, der andere Faktor als gesucht betraehtet wird. I )al>ei 
erhalt die Zabl, die vorher Produkt war, den Nainen Dividend, tier 
gegebene Faktor den Namen Divisor, der gesuchte Faktor den Nainen 
Quotient Das Zeichen der Division ist ein Doppelpunkt i geiesen : 
durch), vor den man den Dividend und hinter den man den Divisor 
setzt. Demgemass lautet die Defmitionsformd dry Division: 

(jp:a)-a = p. 

Statt p:a scbreibt man auch seltener p a. Wit* die Stilt- 

traktion bat aucb die Division begrifflich zwei limkehningen, du 
sowobl der passive Faktor, der Multiplikand, nls amdi der aktivi* 
Faktor, der Multipbkator, gesucbt werden kaim. Ist dt*r Divi- 
dend, eine benannte Zabl, so beisst die Aufsuelmng d.-s Muitipli 
kand TciluTig, die des Multiplikators J\£cssiau/. Wegen des t'timmu 
tationsgesetzes ist es jedoeh bei unbenaimten Zahlen umiotig, ,|i,. 
beiden Umkebrungen der Multiplikation zu imtersolieiden. Damit 
p.ci Sinn babe, muss p ein Produkt sein kdnnon, (lessen finer iak t < *r a 
ist, d. b. p muss ein Yielfacbes von a, oder, was dasselbe ist, „ ,-in 
Teiler von p sein. 

Daraus, dass 0 - in — 0 ist, folgt zweierlei : 


21) Vgl. bier Nr. 11. 



8. Diyision. 9. Verbindung d. Div. mit d. Add., Subtr. u. Multipl. 17 

1) Null dividiert dnrcli Null ist jeder beliebigen Zahl gleich zu 
setzen. Daher nennt man die Zeichen-Verkmipfung 0:0 vieldeutig . 

2) Null dividiert durcb jede beliebige Zahl ergiebt immer die 
Zahl Null. 

Wenn aber der Divisor null ist und der Dividend nicht null, 
sondern eine beliebige relative Zahl p ist, so entsteht die Frage, 
welche Zahl, mit Null multipliziert, zur relativen Zahl p fuhrt. Da 
keine der bisher definierten Zahlen die verlangte Eigenschaft hat, so 
ist das Princip der Permanenz 17 ) anzuwenden. Die Untersuchung 
aber, welcher Sinn dann p: 0 beizulegen ist, wenn p nicht null ist, 
gehort in ein anderes Kapitel der Mathematik (ygl. I A 3). 

Da die Division nur dann eindeutig zu einer der schon definier- 
ten Zahlen fuhrt, wenn der Divisor nicht Null ist, so darf man aus 
zwei Grleichungen nur dann durch Division eine dritte erschliessen, 
wenn die Divisoren von Null verschieden sind. Auf der Ausseracht- 
lassung dieser Einschrankung beruhen viele Trugschliisse der elemen- 
taren Arithmetik wie auch der hoheren Analysis. 

Wie relative Zahlen dividiert werden, folgt aus den entsprechen- 
den Regeln fiir die Multiplikation relativer Zahlen. 

Aus der Definitionsformel der Division folgt auch: 

( p'd):a=p , falls a nicht Null ist. 

Diese Formel ergiebt im Yerein mit der Definition der Division die 
Regel, dass Multiplikation und Division mit derselben Zahl sich auf- 
lieben, falls diese Zahl nicht Nidi ist 

Daraus, dass die beiden Gleichungen x • h = p und x — p : h sich 
gegenseitig bedingen, foils h nicht Null ist, ergiebt sich die Trans - 
positionsregel zweiter Stufc. Durcb zweitstufiges Transponieren kann 
man entweder einen unbekannten Faktor oder ein en unbekannten 
Divisor isolieren und dadureh die Losung von Bestimmungsgleichungen 
bewerkstelligen. 

9. Verbindung der Division mit der Addition, Subtraktion 
und Multiplikation. Mit Ililfe der Definitionsformel der Division 
(Nr. 8) kann man die Richtigkeit folgender Formeln erkennen: 

I. (i a + b) : m — a : m b • m , 

II. (a — b) :m — a: m — b : m , 

III. a-(6:c) = a-6:r, 

IV. a : (h - c) — a : /) : e, 

Y. a : (b : e) — a : h • c, 

YI. a :b — ( a • m) : (b * m), 

VII. a :b = (a : n ) : (b : n ) . 

Encyklop. d. Mat,h. Wissousch. I. 2 



i a 1. Grundlagen der Arithmetik. 

[tber das Fortlassen der Klammem auf den rechten Seiten von 
F. I bis V lese man Anm. 15.] 

Hierbei sind die auftretenden Divisoren natilrlieh ais Toiler dos 
zugehorigen Dividend aufzufassen. Insbesondere darf auch koine- dor 
Divisoren null sein. Die Fonneln HI, IV, V, VII entspreel.on in dor 
zweiten Stufe genau den vier in Nr. i fur die crate Stufc aufge, 
stellten Formeln. 

Die beiden Distributionsformeln III und IV in Nr. 7, sown- dio 
bier mit I und II bezeiebneten Formeln lehren, in der einen Riehtung 
gelesen, wie eine Summe oder Differenz multipbziert odor dividiert 
wird, in der andern Ricbtung gelesen, wie Produkte mit gleiehom 
Faktor oder Quotienten mit gleicbem Divisor addiort odor nub- 
trabiert werden. Im ersten Falle werden Klammem gob'ist, ini zweiten 
gesetzt. 

Aus den Formeln I und II folgt auch, wie oino nigeltraischo 
Summe durcb eine Zabl dividiert wird, und wie umgokohrt. oino bo- 
liebige algebraiscbe Summe von Quotienten mit gemoinsaniem Divisor 
in einen Quotienten verwandelt werden kann, dessou Divisor dor ge- 
meinsame Divisor aller Glieder ist. Wenn bei oinor algebraiselion 
Summe von Quotienten die Divisoren verschinfru sind, so kann man 
diese Quotienten durch Formel VI in andere Quotienten vorwandoln, 
die alle denselben Divisor (General-Divisor) haben, und daun die so 
eben genannte Regel anwenden. 


Das Associationsgesetz der Multiplikation und die obigen l-’or 
mein III, IV, V lebren, je naebdem man sic: in dor einen odor in dor 
andern Ricbtung best, sowobl, wie mit Produkten odi-r Quotienten 
multipbziert oder dividiert wird, als auch, wie Produkte oder Quo 
tienten multipbziert oder dividiert werden. Im ersten Kalb- werden 
Klammem gelost, im zweiten gesetzt. Ferner zeigen <liese Fornion, 
dass Faktoren und Divisoren in bebebige Reibenfolge gebraeht werden 
konnen, obne dass das sebliessbebe Ergebnis sicli dadureb iinderi. 


Wenn zwei Quotienten gleicben positiven Divisor haben, so stellf, 
derjenige die grossere Zabl dar, der den grimsen-n Dividend hat. 
Wenn aber zwei Quotienten, deren Dividend und Divisor posit iv 


sind, gleicben Dividend haben, so stellt derjenige, der den 
Divisor bat, die Ueinere Zabl dar. Diese Regein fblgen aus 
gestebten Formeln und ergeben, wie eine Ungleiebung 
Gleicbung oder zwei Ungleicbungen durcb Division zu 

smd, wenn die Divisoren positiv und Teiler der zugehbri«-on 
den sind. ' n 


^n»sst*n*n 
d»*n auf 
und <*in<* 

Dividtui 
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10. Gebrochene Zablen 21 ). In § 5 und § 6 schuf das Princip 
der Permanenz 17 ) aus a — b , wo a nicht grosser als b ist, die Null 
und die negativen Zablen. In derselben Weise entstehen aus a:b , wo 
a kein Vielfaches yon b ist, die gebrochenen Zahlen, und zwar dadurch, 
dass man die Definitionsformel der Division 

(a :b) *b — a 

auf a : b iibertragt, falls a kein Vielfach.es von b ist. So erreicht man 
aucli die Ubertragung aller bisher aufgestellten Definitionen und For- 
meln auf die Quotientenform a : b und die Aufliebung der in Nr. 8 
und Nr. 9 ausgesprochenen Beschrankung, „falls der Divisor ein Teiler 
des Dividend ist“. Insbesondere erscheint nun die Gleichung b-x — a 
auch dann losbar, wenn b kein Teiler von a ist. 

Indem man die Quotientenform a : b, wo b kein Teiler von a ist, 
eine „Zahl“ nennt, erweitert man von neuem den Begriff der Zahl, 
vergrossert man das Untersuchungsfeld der Arithmetik und vervoll- 
kommnet man die Mittel 22 ), mit denen sie arbeitet. Im Gegensatz 
zu den so entstehenden gebrochenen Zahlen heissen alle bisher definier- 
ten Zahlen (Nrn. 1, 5, 6) game Zahlen. Den Dividend a eines Bruches 
a : b nennt man seinen Zahler , den Divisor b seinen Nenner. Man be- 
zeichnet einen Bruch durch einen wagerechten Strich 21 ), eine dariiber 
gesetzte gauze Zahl, die sein Zahler ist, und eine darunter gesetzte 
ganze Zahl, die sein Nenner ist. 

21) Mit Briichen wurde schon im Altertum gerechnet. Ja, das alteste ma- 
thematisclie Handbuch, der Papyrus Bhind im Britischen Museum, enthalt sclion 
eine eigenarfcige Bruchrechnung (Niiheres in M. Cantor's Geschichte der Mathe- 
matik, Band I), in der jeder Bruch als Summe verschiedener Stammbriiche ge- 
schrieben wird. Die Griechen unterschieden in ihrer Buchstaben-Zifferschrift 
Zahler und Nenner durch verschiedene Strichelung der Buchstaben, bevorzugten 
aber Stamnibriiche. Die Burner suchten die Briiche als Vielfache von -fa, fa 
u. s. w. bis darzustellen, im Zusammenhang mit ihrer Miinz-Einteilung. Die 
Inder und Araber kannten Staminbriiche und abgeleitete Briiche, bevorzugten 
aber, ebenso wie die alien babylonischen und, ihnen folgend, die griechischen 
Astronomen , Sexagesimalbruche (vgl. Anmerkung 24). Der Bruchstrich und die 
heutige Schreibweise der Briiche riihrt von Leonardo von Pisa (genannt Fibo- 
nacci) her, dessen liber abaci (um 1220) die Quelle fur die Rechenbiicher der 
niichsten Jahrhunderte wurde. 

22) Dass die Einfiihrung der negativen und der gebrochenen Zahlen von 
der Algebra entbehrt werden kann, und dass jene Zahlen nur Symbole sind, die 
das Rechnen erleichtern, fiihrte L. Kronecker in seiner Abhandlung „Uber den 
ZahlbegrifF u (J. f. Math. 101, 1887) aus. Nach Kronecker dienen also die Er- 
weiterungen des Zahlbegriffs nur zu dem, was E. Mach „Oekonomie der Wissen- 
schaft u nennt. (Vgl. E. Mach , Mechanik, Leipzig 1883; Popularwissenschaftliche 
Vorlesungen, Leipzig 189G; Die Principien der Warmelehre, Leipzig 1890, 
p. 391 u. f.) 
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TJm Briiche zu vergleichen, bringt man sic (lurch Anwemlung 
der Formel VI in Nr. 9 auf gleichen Nenner and nennt omen Bruch 
gleich einem andern, grosser oder kleiner'% als der amlere, wc.vn se„. 
ZaUer gleich dem Zahler des andem Bruches ist, grosser mlor klcmcr 
als dessen Zahler ist. Einen Bruch f nennt man grosser oder kleiner 
als die gauze Zahl c, je nachdem a>b-c oder a<b-r, ist. Kin 
Bruch, der kleiner als 1 ist, heisst edit, ein Biuch, dm uls 1 

ist unecht. Durch Anwendung der Betrachtungen in Nr. f> und Nr. (> 
auf Briiche gelangt man zu den Begriffen des negative.. Bruches, des 
positiven Bruches, des relativen Bruches und des absolute.. Bel rages-’") 
eines relativen Bruches. Jede der bisher definierten Znhle.t ist, also 
Null oder positiv-ganz oder negativ-ganz oder positiv-gelm.chen oiler 
negatir-gebrochen. Man fasst alle Zahlen, die eins dieser Merknmle 
haben, also alle bisher definierten Zahlen, durch das Wort ..rational-'-) 
zusammen, im Gregensatz zu den spater definierten irrationaleii Zahlen 
(vgl. I A 3). Die Regeln, vie rationale Zahlen (lurch Addition, Huh 
traktion, Multiphkation und Division zu verknilpfen si.nl, gehen mis 
den in den friiheren Paragraphen aufgestellten Funnel.. hervor. 

Nach Formel VII in Nr. 9 kann ein Bruch, (lessen Ziihler und 
Nenner einen gemeinsamen ganzzahligen Toiler liuhen, gleieh dem 
jenigen Bruche gesetzt werden, der entsteht, we.ni man Ziililer und 
Nenner durch diesen Teiler dividiert. Dieses Verihliren l.eissf //<■/«■» 
oder Reduzieren des Bruches. Das erststufige Analogu.i •/.tun Ilelien 
der Briiche ist die Verminderung des Minuend und Subtrahend finer 
Differenz um eine und dieselbe ganze Zahl. Wiihreud alter bei 
diesem Verfahren jede beliebige ganze Zahl als Minuend und als 
Subtrahend aus jeder beliebigen Differenz gauze- Zahlen crzielf 
werden kann, kann durch Heben eines beliebigen Bruches niel.t jede 
beliebige ganze Zahl als Zahler oder Nenner erzielt werden. Man 


23) Die Unterscheidung von rationale.. and irrationalen Un",. ci hilt l.ei 
den Grieehen in geometrischem Gewande sclion vor Knelid ( u m aun . i | ir , 
zuerst wohl bei Pythagoras (um 500), der erkannte, doss die Hyp,,., .mi ,• eine.. 
gleichschenklig - recMwinkligen Dreiecks tmsagbar o s -) sei, w.-mi ,ii,. Ka 

theten sagbar sind. Plato (429— 348) erkannte die Jrrafi.malii lit l.ei der Hi., 
gonale des Quadrats uber Ffinf (Plato’s Staat, VIII 51(1,. Au.-d'iilirlieiiei- no.-h 
behandelte Euclid das Irrationale ( aXoyov ) im 10. Hue, lie seiner J-il.-nienle", mid 
zwar in geometrischer Gestalt, indem unterschieden wiril, ol” Ztt ci y'hvrteu 
kommensurabel oder inkommensurabel {aei m vQOi) sind. Arehime.le.-; e.:s7 au;. 
sehloss bei seiner Bereobnung der Zahl * die Qnadralwur/.el aus Hr.-i „„.l ” ui . 
anderen Zahlen in sehr nahe rationale Grenzen ein. filler das Irrationale in 
neuerer Zeit vgl. hier I A 3. 



10. G-ebrocbene Zablen. 


21 


muss sich damit begnugen, soweit zu heben, dass Zahler und Nenner 
keinen gemeinsamen Teiler mebr haben. 1st der Zabler eines Bruches 
ein Teiler des Nenners, so lasst sieh dureb Heben ein Brueb erzielen, 
dessen Zahler 1 ist. Solcbe Briiche mit dem Zabler 1 beissen Stamm - 
brilche 21 ). Jeder beliebige Bruch kann als Produkt seines Zahlers mit 
seinem Stammbruch aufgefasst werden, d. h. mit demjenigen Bruch, 
der denselben Nenner bat. Wenn $>& ist und a und b ganzzahlig 
sind, so kann a = m • b + v gesetzt werden, wo m eine ganz be- 
stimmte ganze Zahl und v < b ist, woraus folgt, dass jeder Brueb 
urn einen eebten Brucli grosser als eine ganze Zabl ist, oder dass 
jede rationale Zabl in zwei Grrenzen eingeschlossen 19 ) werden kann, 
die ganze Zahlen sind, sicb um 1 unterscheiden, und von denen die 
eine grosser, die andere ldeiner ist 19 ), als die rationale Zabl. 

Dureb Fortsetzung des Stellenwert-Princips, auf dem unsere Ziffer- 
sclirift beruht, nach reebts gelangt man zu den DezimaTbriichen 24 ), 
d. h. Briichen, von denen nur der Zahler geschrieben zu werden 
brauclit, weil der Nenner zebn oder hundert oder tausend u. s. w. ist. 
Welcbe von diesen Zahlen als Nenner gemeint ist, deutet man dureb 
die Stellung eines Komma’s 24 ) an. (Vgl. Numerisches Recbnen in IF.) 

Die Einfuhrung der relativen Zahlen verwandelt jede Subtraktion 
in eine Addition, und zwar dureb Umkehrung eines Yorzeichens. 
Ebenso verwandelt die Einfuhrung der gebroebenen Zablen jede Di- 
vision in eine Multiplikation. Versteht man namlich unter reziprokem 
Wert eines Bruches den Brueb, dessen Zahler und Nenner Nenner 
und Zabler des urspriinglichen Bruches sind, so erkennt man, dass 
das Ergebnis der Division dureb einen Bruch ubereinstimmt mit dem 
Ergebnis der Multiplikation mit seinem reziproken Werte. 

Die Aritbmetik, welcbe nur die Operationen erster und zweiter 
Stufe umfasst, sehliesst, wie aus dem Obigen bervorgeht, mit den 
beiden folgenden Endergebnissen ab: 


24) Die Dezimalbniche entstanden irn Laufe des 10. Jabrhunderts. Johann 
Keppler (1571 — 1050) fulirte das Dezimalkomma ein. Das Princip, das der Dczi- 
malbrueh-Schreibweise zu grande liegt, war schon im Altertum bci den Sexagc - 
simalbnichen verwendet. Bei denselben lasst man auf die Uanzcn Vi elf ache von 
Y; ' () und dann von - fl ■,. , () - 0 - folgen. Dass diesel ben babylonischen Ursprungs sind, 
ist dureb die Entdeckung einer von babylonischen Astronomcn angewandten 
sexagesimalen Stellenwert-ZiiVersehriffc (mit 50 versebiedenen 2 idem , aber olme 
ein Zeicben fur nichts) unzweifelhaft geworden. Audi die grieekisclien Astro- 
nomen (Ptolemaem , um 150 n. (Jhr.) rcchneten mit Sexagesimalbruchen. Z. B. 
setzte Ptolcmaeus tc = 5 . . 8 . . 50 = 5 -)- t f 0 + viiiio* Unsere Sechzig-Teibmg 
der Stunde und des Grades, sowie die Ausdriickc Minute (pars minuta prima) 
und Sec unde (pars minuta secunda) sind lieste der alten Sexagesimalbrudie. 
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I A 1 . Grundlagen der Arithmetik. 


n Worn allgememe Z JtoiAen (Buchstata.) in b,.|.,.l„g,r Wri* 
tad, die Operational ereter nnd writer Stafe vcr .unde,, »erde„ » 
fat rid, das Ergebnis immer ala Quotient datetellen , <W,, Dm- 
dend und Divisor eine algebraisdie Summe von I roiliikti’n ,at 

2) Wenn beliebig viele rationale Zablen in lrgend wdcher Wcuse 
durcb die Operationen erster und zweiter Stufe verbundcn wmien, .so 
ist das Ergebnis immer eine rationale Zahl, falls eine Ihvismn .lurch 


Null niebt vorkommt. 

Neue Erweiterungen des Zahlengebietes warden erst, notwemlig, 
wenn man die bisher definierten Zahlen durch die Operationen dritter 
Stufe miteinander verkniipft. (Ygl. Nr. 11 sowie I A 3 und 1 A 4.) 


11 . Die drei Operationen dritter Stufe. In Nr. 7 i.st die De- 
finition des Produktes dabin erweitert, dass es beliebig viele Fuk- 
toren enthalten darf. Der Pall, dass diese alle gleich si ml, fiihrt 
zur direkten Operation dritter Stufe, der Pot(Mzimin<f‘ : ‘). Eine Zahl 
a (passiv) mit einer Zahl p (activ) potenzieren, heisst also, ein 
Produkt yon p Faktoren bilden, von denen jeder a heisst. Die 
Zahl a, welche als Faktor eines Productes gesetzt wir.l, heisst Hasis, 
die Zahl p, welche angiebt, wie oft die an.lere Zahl it als Faktor 
eines Produktes gesetzt werden soli, heisst Exponent |. Das KestilLut 
der Potenzienmg, das man a * schreibt und „a lioeh p" liest, heisst 
Potenz. Insofern man a als Produkt von einein Faktor aufiasst, sel'/.f 
man a 1 = a. Durch die Definition der Potenzienmg ergeheu sich 


25) Potenzen mit den Exponenten 1 bis 6 bezeichneie whnn Diophant 
in abgekiirzter Weise. Er nennt die zweite Potenz tivvaptg, cm Wort, nut 
das durcb die lateiniscbe Ubersetzung potentia dan Wort „Pofen/.“ y.un'irkxu 
fuhren ist. Im 14. bis 16. Jabrbundert finden sich schou Spurcu eines Kerb 
nens mit Potenzen und Wurzeln, so bei Orcmc (f 1382), Adam Hirst' i k + KmU , 
Christoff Rudolf { um 1530) und namentlich bei Michael Stifd in den m A nth 
metica integra (Numberg 1544). Naheres hieriiber in M. Cantor' < iosrhirhtc 
der Mathematik. Aber erst die Erfindung der Logarithmcn am Anfango de, 
17. Jahrhunderts verschaffte den Operationen dritter Stub; ein \<>I!e^ Burger- 
recht in der Arithmetik. Die tiefere Erkenntnis ibres Zusauiiuenhauges geherf 


jedoch einer nocb spateren Zeit an. Die Erfinder der Logarithmcn aim! Jo: 
JBiirgi (f 1632) und John Napier (f 1617). Um die Verbreitung der Kenntni 
der Logarithmen bat aucb Keppler (+ 1630) grouse Verdienstr. Ihnnj 
(f 1630) fiihrte die Basis zebn ein und gab eine Sammhmg von Logarit hme 
dieser Basis beraus. (Ygl. Numerisches Recbnen, I F.j Das Wort Lugaritli 
mus (Xoyov = Nummer eines Verkaltnisses) erkliirt sich <hi>lurc-l 

dass man zwei Yerbaltnisse dadurcb in Beziehung zu setzen surhte, das ma 
das eine potenzierte, um das andere zu erbalten. So minute man h zu 27 da 
dritte Yerbaltnis von 2 zu 3. Aucb kommt fur Logarithms der Au,druek ,i»i: 
merus rationem exponent 4 vor, von dem vielleicht das Wort, f Kx 1 mncnt“ hcrriihr 


11. Die drei Operationen dritter Stufe. 
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aus den Gesetzen der Multiplikation die folgenden Gesetze der Poten- 
zierung: 

Ila. aP:a q == falls p > q ist; 

lib. a p :a q — l, falls p = q ist; 
lie. a p :a q = 1 : a q ~P, falls p < q ist; 


(Distributions- 
formeln bei 
gleicber Basis.) 


III. 

IV. 


a* • b (J - = (»•&)*; 
oP : l q = (a : by ; 


(Distribntionsformeln bei gleichem 
Exponenten.) 

V. (a^) q = a# -z = (a q Y] (Associationsformel.) 

Nach der Definition der Potenzierung kann die Basis jede be- 
liebige Zahl sein; der Exponent muss jedocb ein Ergebnis des Zah- 
lens, also eine positive ganze Zahl sein. Fur „positiv-ganz“ sagt man 
aucb „naturlich iC ; demnach heisst eine Potenz mit einem derartigen 
Exponenten eine „naturliche“. 

Wegen einer geometrischen Anwendung heissen Potenzen mit 
dem Exponenten 2 auch Quadrate, mit dem Exponenten 3 auch Kuben. 

Ist die Basis eine Summe, eine Differenz, ein Produkt, ein Quo- 
tient oder eine Potenz, so ist dieselbe in eine Klammer einzuschliessen. 
Dagegen macht die hohere Stellung des Exponenten eine Klammer 
um denselben tiberfliissig. 


Naeb der Definition der Potenzierung sind a° und ar n , wo — n 
eine negative ganze Zahl ist, zunachst sinnlose Zeichen. Auch Produkte, 
deren Multiplikator null oder negativ ist, waren, nach der ur sprung- 
lichen Definition der Multiplikation, sinnlose Zeichen. Doch erhielten 
solche Zeichen, gemass dem Princip der Permanenz, dadurch Sinn, 
dass man wiinschte, mit solchen Differenzen ebenso multiplizieren zu 
konnen, wie mit Differenzen, die eine positive Zahl darstellen. In 
derselben Weise verfahrt man mit den Potenzformen 

a 0 und a~ n . 


Man setzt also a 0 = a v ~" p , hebt die Beschrankung p > q in Formel 
Ila auf, und wendet dieselbe, umgekehrt gelesen, an. Dann kommt: 
a 0 = = aP : a* = 1 . 


Ebenso setzt man ar n — aP~(p+ n \ hebt die Beschrankung p > q 
in Forrnel Ila auf, findet dadurch a p :a I> + n 9 wendet nun Forrnel lie 
an und erhalt 1 : a n . 

Die Ausdehnung des Begriffs der Potenzierung auf den Fall, dass 
der Exponent eine gebrochene Zahl ist, lasst sich erst bewerkstelligen, 
nachdem die Gesetze der Itadizierung, der einen der beiden Umkeh- 
rungen der Potenzierung, festgestellt sind. 
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Da bei der Potenzierung das Kommutationsgesetz. nielit gill, weil 
im allgemeinen V nicht gleicb n b ist, so miisson die beideu Untkeh- 
rungen der Potenzierung nicbt bloss logisch, sondoni aueh arithuHisHi 
unterschieden werden. Die Operation, welche bei b“ ----- a die Basis, 
also die passive Zabl, als gesucht, a und n aber als gegeben he- 
tracbtet, beisst Badmerung 25 ); die Operation, welclu* bei h“ a de U 
Exponenten, also die aktive Zabl, als gesucbt, b und a aber als go- 
geben betrachtet, beisst Logarithmierung 36 ). 

„n te Wwrgel ms a“, gescbrieben: ya, 35 ) ist also die Zabl, welelie 

mit n potenziert, a ergiebt. Demnach ist (]/ a) — a die Definitions- 
formel der Radizierung. Die Zabl, welche ursprilnglieh i'otenz war, 
beisst bei der Radizierung RadiJcand, die Zabl, welelie I’otenz- Ex- 
ponent war, beisst Wunel-Exponent und die Zabl, welelie Basis war, 
beisst Wurzcl. Durcb die Definition der Radizierung ergeben sieli 
aus den Gesetzen der Potenzierung die folgeiulen (reset ze der Kadi- 
zierung: 

I. = . 

' } (Distributive bormeln. i 

II. y r a:Vb = ^/a 76; J 

m. ftf-W; 

IV. Vfc=% = fVi; 

V. 

Durch die Radizierung lassen sicli Potenzen mit g< hnnh, unt Hr 
ponenten definieren. Da ~q=p die Definilioiisl'oruiel dm- gebroehr 

V p <1 ( v \' 1 

nen Zahl | ist, und da a? gleicb {,P) ist, so i,i nnier „ ■ ei,„ 


(Associative Forinebi 


Zabl zu versteben, die, mit q potenziert, a>‘ ergiebt, uud dies i t j ,//•. 
—It 

Ebenso erkennt man, dass a * = l: j^ ist, F.-rner ergiebt. Funnel 

V, wie ya, wo n eine positive odor negative gebmehene Zabl i t. 
als Potenz dargestellt werden kann, deren Basis a ist. und deren Ex 
ponent rational ist. JedeWurzel lasst sielt also ais I’ofen/ dar -telle,, 
deren Basis der Radikand der Wurzcl ist, gen.de so wie jed-r duo’ 
tient sicb als Produkt darstellen liisst, dessen Multiplikund der Divi 
dend des Quotienten ist. 


Wenn a eine beliebige rationale Zabl und « 
so stellt a n eine rationale Zahl dar. Went) aber 
Zabl n zwar rational, aber nicht ganzzablig ist, 


eine gauze Zahl ist, 
l><‘i r;tf ionalrni a <li<» 
so os nur (ianii 
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eine rationale Zahl, die gleicli a 71 gesetzt werden darf, wenn a die g te 
Potenz einer rationalen Zahl ist, wo q der Nenner der Zahl n ist. 
In alien anderen Fallen stellt a n , wo n nicht ganzzahlig ist, eine 
Zeichen-Yerknnpfung dar, der erst noeli Sinn zu erteilen ist. (Ygl. 
I A 3 und I A 4.) 

b 

„Logarithmus von a mr Basis b“ 25 ), geschrieben: log a, ist der 
Exponent , mit welchem b potenziert werden muss ; damit sich a er- 
giebt. Demnach ist: 

b 

bl° Scc = a 


die Definitionsformel der Logarithmierung. Die Zahl, welche urspriing- 
licb Potenz war, heisst bei der Logarithmierung Logarithmand, die 
Zahl, welche Basis war, heisst Logarithmen- Basis, und die Zahl, 
welche Exponent war, heisst Logarithmus. Durch die Definition der 
Logarithmierung ergeben sich aus den Gresetzen der Potenzierung die 
folgenden Gresetze der Logarithmierung: 


I. 

II. 

III. 

IV. 


b 6 b 

log O • q) = log p -1- log q ; 

b b b 

log (j } : (i) — log p — log S' ; 

b b 

log (p m ) = m • logji; 


i 6 log a 

log CL = 

log b 


b 

Wenn b eine beliebige rationale Zahl ist, so stellt log a nur 
dann eine rationale Zahl dar, wenn a gleicli einer Potenz ist, deren 
Basis b ist, und deren Exponent eine rationale Zahl ist. [Dies ist 
z. B. der Fall, wenn b = und a = -./ 7 - ist. Denn (3)“- = + * 

= = (1 ) * — T 7 * Daher ist log gleicli der rationalen Zahl 

b 

— £.] In alien sonstigen Fallen stellt log a eine Zeiehen-Verkmipfung 
dar, der erst noch Sinn zu erteilen ist. (Ygl. I A 3 und I A 4.) 


In der folgenden Tabelle der arithrnetischen Operationen ist inimer 
16 als passive, 2 als aktive Zahl betrachtet. 



I A 1. Gruncllagen der Arithmetic 

Tabelle der 7 Operationen. 


Name der Ope- 
ration: 

Beispiel: 

Die passive 
Zahl, bier 16, 
beisst : 

Die aktive 
Zahl, bier 2, 
beisst : 

Das Remiltat 
beisst : 

Addition 

16 + 2 = 18 

Augend 

(Summand) 

Auctor 

(Summand) 

Sum me 

Subtraktion 

16 — 2 = 14 

Minuend 

Subtrahend 

Different 

Multiplikation 

16 • 2 = 32 

Multiplikand 

(Paktor) 

Multiplikator 

(Faktor) 

Produkt 

Division 

16:2 = 8 

Dividend 

Divisor j 

Quotient 

Potenzierung 

16* = 256 

Basis 

Exponent j 

Pofcenz 

Radizierung 

]/lG = 4 

Radikand 

Wurzel- 

Exponent 

Wurzel 

Logaritbmierung 

log 16 = 4 

Logaritb- 

mand 

Logaritbmen- 

Basis 

Logarithmux 


Wie bierbei aus jeder der drei direkten Operationen Addition, 
Multiplikation, Potenzierung ibre beiden Umkehrungen folgen, zeigt 
folgende Tabelle: 


Stufe: 

Direkte Operation: 

Indirekte Operation: 

Uesuebt win I: 

I. 

Addition : 

Subtraktion: 8 — 3 5 ) 

Augend 

5 + 3 = 8 

Subtraktion: 8 — 5 ~ 3 

A net or 

11 

Multiplikation: 

Division: 15:3 — 3 j 

Mult ijilikand 

5-3 = 15 

Division: 15 : 5 == ;-i 

Mult iplikaf or 

j — i 

Potenzierung: 

Radizierung: |/l25 r> 

1 lain 

5 s = 125 

Logarithm.: log 125 | 

— L 

Exponent 


In derselben Weise, wie die Multiplication nun d<T Addition, die 
Potenzierung aus der Multiplikation bervorgcd.t, so k.mnfo a.u-i. 
aus der Potenzierung als der direkten Operation driller Stub* ,+„• 
direkte Operation vierter Stufe 2<s ), aus dieser cine iuni'ter Stub* u. s. u . 


a «) Vo “ Abhandlungen, die sick auf Operationen vierfor odor h.ih. r.-r 
S.ufe bezieben seien bier erwahnt: die von H. Gerlach in der Zeitsehr. I' ma ,|, 
nat. Unto. Jahrg. IS, Heft 6, yon F. WSpcke in J. f. Mat. -IS, von /,' s Mul-r 
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ableiten. Doch ist scbon die Definition einer direkten Operation 
vierter Stufe zwar logisch berechtigt, aber unwicbtig, weil bereits bei 
der dritten Stufe das Kommutationsgesetz seine Gultigkeit verliert. 
Um zu einer direkten Operation vierter Stufe zu gelangen, bat man 
a a als Exponenten von a zu betrachten, die so entstandene Potenz 
wieder als Exponenten von a zu betrachten und so fortzufaliren, bis 
a 6mal gesetzt ist. Nennt man das Ergebnis dann (a; b) } so stellt 
(a; V) das Resultat der direkten Operation vierter Stufe dar. Fiir 
dieselbe gilt z. B.: (a; l))^ c ) = (a; c + 1)^ i). 


in Arcb. f. Math. (2) III (1886). G. Eisenstein untersuchte durch Reihen-Ent- 

l 

wickelungen die Funktion x = y v als Umkehrung von y = (x;oc) in J. f. Math. 
Bd. 28. Die Lehrbncher von Hankel, Grassmann , H. Scheffler, E. Schroder, 
0. Schloemilch, Schubert erwahnen die direkte Operation vierter Stufe, ohne naher 
darauf einzugehen. 



I A 2. KOMBINATORIK 

VON 

E. N ETTO 

IN GIESSEN. 


Inhaltsubersicht. 

1. Kombinatorik; historische Wurdigung. 

2. Kombinatorische Operationen. Definition.cn. 

3. Inversion; Transposition. 

4. Permutationen mit beschrankter Stellenbesetzung. 

5. Verwandte Permutationen. 

6. Sequenzen. 

7. Anwendung auf Fragen der Arithmetic 

8. Kombinationen zu bestimmter Summc Oder bestimmtwn PrudukD*. 

9. Kombinationen mit beschrankter Stellenbesctzung. 

10. Tripelsysteme. 

11. Ausdebnung des Begriffs der Variation. 

12. Formeln. 

13. Binomialcoefficienten. 

14. Anwendungen. 

15. Determinanten. Erkliirung des Begritfk 

16. Definitionen. 

17. Anzahl-Probleme hinsicbtlich der Glicdcr. 

18. Elementare Eigensehaften. 

19. Laplace' sche und andere Zerlegungssiitze. 

20. Entwickelungen. 

21. . Komposition und Produkt. 

22. Andere Art von Komposition. 

23. Zusammengesetzte Determinanten. 

24. Kang der Determinante. 

25. Eelationen zwischen coaxialen Subdeterminantcii. 

26. Symmetrische Determinanten. 

27. Kecurrierende Determinanten. Circulanten. 

28. Halb symmetrische Determinanten. 

29. Schiefe Determinanten. 

30. Centrosymmetrische Determinanten. 

31. Weitere Determinantenbildungen. 

82. Determinanten hoheren Ranges. 

33, Unendliche Determinanten. 

34. Matrizen. 

Die Monographien sind in Nr. 1 und Nr. 35 angcgelmn. 
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1. Kombinatorik ; historische Wfirdigung. Die Kombinatorik 
hat sich weder in ihren elementaren noch in ihren hoheren analy- 
tischen Gebieten so entwickelt, wie dies zu Beginn des Jahrhunderts 
in uberschwanglicher Weise von den Yertretern der „kombinatorischen 
Schule“ erhofft wurde. Anfange der Kombinatorik lassen sich weit 
zuriick Yerfolgen; als Zweig der Wissensehaft darf sie erst yon JBl. 
Pascal 1 ), G.W. Leibnitz 2 3 ), J. Wallis*), besonders aber you Jac. Bernoulli 1. 
und A. de Moivre 4 ) an gelten. Die Grundzuge der elementaren Teile 
sind in jedes Lehrbuch ubergegangen ; die analytischen Anwendungen 
treten sehr zuriick. So stammen die umfassenderen Monographien 
samtlich aus friiherer Zeit 5 ), und tiefer eindringende Abhandlungen 
sind nur in geringer Zahl Yorhanden 6 ). 


2, Kombinatorische Operationen. Definitionen. Yon den un- 
endlich Yielen moglichen kombinatorischen Operationen haben drei als 
gleichberechtigt (trotz logischer Bedenken) hauptsachliche Geltung 
erlangt, die Permutationen (P.) ; die Kombinationen 7 ) (K.) und die 
Variationen (Y.). Jede Anordnung von n Elementen nennen wir 
eine Komplexion (Kp.) derselben. — P. Yon n Elementen heifsen die 
Kp., welche alle gegebenen Elemente in alien moglichen Aufeinander- 
folgen liefern. Sind die Elemente you einander Yerschieden, dann 
giebt es n\, kommen unter ihnen a gleiche einer Art, b gleiche einer 
andern Art u. s. w. Yor ; dann giebt es nl: (albl . . .). 

I L Yon n Elementen zur 7c ton Klasse sind alle Kp. von je k jener 
n Elemente ohne Beriicksichtigung der Anordnung; darf jedes Element 
nur einmal aufgenommen werden, dann sind es K. ohne Wiederholung 
(o. W.) ; sonst mit Wiederholung (m. W.). Es giebt in 7«; tGr Klasse 


K. o. W. 


n\ 

k ! in — k )\ ; 


K. m. W. 


(w + fc— 1 )! 
k \ (n — 1)! 


1) Traite du triangle arithmetique. Paris 1GG5, gesebriob. 1GG4 (Op. posth.). 

2) Dissertatio de arte Combinatoria. Lipsiae 1GGS. Opp. II, T. I, p. 339. 

3) Treatise of algebra. Lond. 1G73 und 1G85. 

4) Bernoulli , Ars conjcctandi. Basil. 1713 (Op. postli.). — Moivre, Proba- 
bilities. Bond. 1718. 

5) K. JT. Ilindenlmrg, Nov. Syst. Permutationum etc. Lips. 1781. — J. \ Vein- 
gar Incr, Lehrb. d. combinator. Analysis. Leipz. 1800. — Knr. Stahl, Grundrifs 
<1. Kombin.-Lehre. Jena 1800. — Bernh. Thiba/ut, G run dr. d. allgem. Arithm. od. 
Analysis. Gutting. 1809. — Chr. Kramp, Elem. d’Arithm. Cologne 1808. — Fr.W. 
Spehr, Lehrbcgr. d. rein. Koinbin.-Lehre. Braunschw. 1824. — A. v. Ebtingshansen , 
1). kombinat. Analysis. Wien 182G. — L. (ittinger, Lehrc v. d. Kombinat. Krci- 
burg 1837. 

G) Jlessel, Arcli. f. Math. 7 (1845), p. 395. — Ottingcr, ib. 15 (1850), p. 241. 

7) Ilindenlmrg sclireibt anch „Komplexioncn“ ; diese zcrlallcn in oigent- 
licho Kombinationen, in Konternationen, Konquaternationcn u. s. w. 
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V. entstehen, wenn man in den K. die Elemente permutiert. Es giebt 
in & ter Klasse 

V. 0 . W. V. m. W. n\ 

3. Inversion; Transposition. Da die Elemente nur insofern 
gelten, als sie identisch oder verschieden sind, so kann ilire Be- 
zeichnung beliebig z. B. dureb Ziffern 1, 2, 3, . . . oder (lurch Buch- 
staben a, 6, c, ... bewirkt werden. Dadurch kommt ein nenes A gens 
in die Betrachtung, welches nun nach yerschiedenen Richtungen bin 
beniitzt werden kann. Eine Kp. heisst gut geordnet, wenn stets die 
hohere Ziffer (der alphabetisch spatere Buchstabe) hinter der niede- 
ren (dem Mheren) steht. Jede Abweichung davon heil'st Inversion*). 
Eiir die Ab zahl ung der Inversionenzahl bei umfangreicben Kp. giebt 
P. Gordan eine Regel 9 ). Eine Kp. yerschiedener Element; gehbrt zur 
ersten oder zweiten Klasse (ist gerade oder ungerade), je nachdem sic; 
eine gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen enthiilt 10 ). Durch 
eine Transposition, d. h. TJmstellung zweier Elemente, wird die Klasse 
geandert 11 ). 

4. Permntationen mit beschrankter Stellenbesetzung. I*, mil 

beschrankter Stellenbesetzung sind solche, bei denen ontweder eine vor- 
geschriebene Anzahl von Elementen ihre Pliitze bcibehiilt, oder bei 
denen gewisse Stellen nur von gewissen Elementen eingenonunen 
werden diirfen. 

L. Euler n ) fiihrt eine Punktion f(n) ein, welch e die Zuhl dor 
P. giebt, bei denen jedes Element den urspriinglichen J’latz under), . 
Hiermit in Verbindung steht ein F(n, m), welches ungiebt, bei wie- 
vielen P. von n Elementen genau m ihren Platz belmlten 13 ). Ms ist 


8) G. Cramer, Introduct. a F Analyse des lignes combes (1750); (iuuhvc. 
Appendiee p. 658. — T. P. Kirhnan, Cambr. a. Dnbl. J. 2 (Js.|7;, p. nil. 

9) Tories, flb. Invarianten.-Theor., berausgeg. v. G. Kersrhinslnmr assr.), 
Leipz. I, p. 2. 

10) E. Bezout, mm. Paris (1764), p. 292. - A. L. ('auclnj, J. <1. VKc, 

pol. cak. 10 (1815), p. 41. — E G. Jacobi , Werke 3, p. 359 » .J i M / 1 h -1 1 1 
p. 285. ’ ' ~~ v 


11) P. S . Laplace, Mem. Paris (1772), p. 294. 

, 12) Mem. P&ersb. 3 (1809), p. 57. — Ottingcr, Lehre v. d. Knmhin Fn*i- 

burg 1837. - M. Cantor, Z. f. Math. 2 (1857), p. 65. - R Balter, beip-/,. H.-r 
(1873) p. 534. - S.Kantor, Z. f. Math. 15 (1870), p. 361. - A. C„,,la , Kdinh 
Proceed. 9 (1878), p. 338 u. 388. 

74 (1872),^. Z ' f ' MatL 2 (1857) ’ P ' 41 °- ~ J ■ rl f- Muib. 



Ver wan cite Permutationen. Sequenzen. 


31 


f(n) = nf(n — 1) + (— 1) B = (n — 1) [f(n — 2)] ; 

f(0) = l, f (1) = o. 

F(n, m) = (2) f(n — m). 

Eine andere Beschrankung der Stellenbesetzung ist die, dass ge- 
wisse Stellen nur von gewissen Elementen eingenommeii werden 
durfen 14 ), z. B. die geraden Stellen nur von geraden Zahlen 15 ); oder, 
falls gleiche Elemente Yorkommen, dass nicht zwei solche aufeinander 
folgen 16 ). 

Audi darin liegen Beschrankungen der Stellenbesetzung, dass 
die P. selbst in Yerscliiedene Anordnungen treten, z. B. so dass n P. 
Yon n Elementen so untereinander gesetzt werden sollen, dass in 
keiner Spalte gleidie Elemente Yorkommen 17 ) (lateinisches Quadrat). 

5. Verwandte Permutationen. Vemvandte Permutationen sind 
nach H. A. Bothe 18 ) zwei P. dann, wenn die Stellenordnung und das 
Stellenelement (als Zahl) der einen gegen die der anderen Yertauscht 
sind; es wird zu bestimmen sein, wie viele P. sick selbst verwandt 
sind 19 ). P. A. Mac-Mahon giebt Erweiterungen dieser Begriffe 19 ). 

6. Sequenzen. D. Andre hat den Begriff der Sequem bei P. ein- 
gefiihrt und in einer ganzen Reihe Yon Abhandlungen durchforscht 20 ). 
Aufeinanderfolgende Zalilenelemente einer P. bilden eine Sequenz, 
wenn jedes folgende grofser (kleiner) als das vorhergehende ist. 
Jede P. zerfallt in Sequenzen. Die Anzahl der Yorkommenden Se- 
quenzen bestimmt die ; ,Art“ der P. Es wird untersucht, wieviele P. 
einer bestimmten Art angehoren. Es zeigt sich, dass die Anzahl der 
P. mit gerader Sequenzenzahl gleich derjenigen der P. mit un- 
gerader Sequenzenzahl ist. Es werden geometrische Reprasentationen 
gegeben, u. s. w. 


14) C. W. Baur Z. f. Math. 2 (1857), p. 2G7. 

15) A. Laisant , C. It. 112 (1891), p. 1047. 

16) 0 . Tcrquem, J. cl. Math. 4 (1839), p. 177. — Weitere Einschriinlamgen 
in der Stellenbesetzung untersucht Th. Muir , Edinb. Proceed. 10 (1881), p. 187. 
A. Holtze, Arch. f. Math. (2), 11 (1892), p. 284. 

17) A. Cayley , Messenger (2), 19 (1890), p. 135. M. Frolov , J. in. spec. (3), 
4 (1890), p. 8 u. 25. J. Bourget, J. de Math. (3), 8 (1882), p. 413. P. Seelhof, 
Arch. f. Math. (2), 1 (1884), p. 97. 

18) Hindenb. Arch. f. M. (1795). 

19) P. A. Mac Mahon, Messeng. (2), 24 (1894), p. 69. 

20) C. R. 97 (1883), p. 1356; 115 (1892), p. 872; 118 (1894), p. 575. 
[G. Darboux Rapport; C. R. 118 (1894), p. 1026]. Soc. m. d. Pr. 21 (1893), 
p. 131; Ann. lie. Norm. (3), 1 (1884), p. 121. 
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7 . Anwendung auf Fragen der Arithmetik. Im Zusanunenlmn| 

mit den P.-Theoremen stehen die Fragen, auf wie vi«*h* A rim tll! 
Summen oder Produkte gegebener Elemente, die yersehieden tab 
zum Teil einander auch gleich sind, mit oder olme Uni.steliung dies* 
Elemente, rechnerisch durchfiihren konne -1 ). 

8. Kombinationen zu bestimmter Summo odor boBtimmtom Pr< 
dukte. Auck bei den K und V. konnen die einz.elnen h'p. H, 
schrankungen unterworfen werden. Die bekaiinte.ste und wiehtigst 
bestebt darin, dafs die K. und V. der natiirlichen Zaltlen betruditt 
werden, deren Elemente m. W. oder o. W. nine hrsloniii/c Stuum 
haben, welche das Gewicht der Kp. genannt wird. Ihre Bedeufuug trit 
in der Invariantentheorie zu Tage. L. Euler war der Kr.sfe, weidu* 
diese Frage behandelte (Introd. in Anal. Lausanne 17-fs, § I’ilUff. 
Comm. Acad. Petr. 3 [1753], p. 159), der iiir die Anzuhl die.ser K 
Entwickelungscoefficienten gewisser Produkte gab und dadurelt zi 
Beziehungen zwischen K. m. W. und K. o. W. gelangie. I l-'ragei 
wurden spater vielfach weiter verfoIgt"i, und ihre iteantwuriung 
besonders Ton Cayley w ) und J. J. Sylvester'^) dureli Auf.l.-lluug von 
Tabellen und geometriselie Repriisentationen gefV.rderf . M<i< - Mnhun 
bat diese Untersucbungen weitergefiihrt, die dann amdi auf die /,. r 
legung yon Zahlenpaaren ausgedebnt wurden. Wir i m'j ^ mi i„jf 
diesen Bemerkungen begniigen, da die weiten-u Anueuduie.ren auf 
symmetriscbe Funktionen und die Invariantenflieorie nirbj m ,.j, r 
binatorischer Natur sind. 

In ahnlicher Weise hat Muhins die K. behandeh . bei denm die 
Elemente der Kp. ein hcstimmtcs I’rmltdt be-il/en . u 

nach ibren Klassen geordnet, und die Anzalileu dec /utfele'di.o-n K 
mit einander in Verbindung gebraeht. IWarihre IM.-u 0 . 10-11 Helen 
aueb fur den Fall auf, dal's den Kp. noeb Bedim/me/e., aul.-i 
werden, z. B. dafs bei dem vorgesi-hrieltenen lV.»lukie „ h , a 
Kp. jedes Element mindestens einen Fakfor /< bat. 

EUings hausen ist fcrner daratif eingegaie_o-u. jede Kp. J |',,,didt 


21) E. Oh. Catalan, ,T. d. Math. i; risTi >. vt / ; 

15 (1870), p. 361. 

22) M. Stern, l f. M. 21 (1810), j,. ;/l j 77 . , . 

O.Wasmmd, Arch. f. Math. 21 (1 853), p. ;j) , 

23) Lond. Transact. 145 (1855), p. 127 i|,j,| ' 

6 (1883), p. 63. ' 

24) Quart. J. 1 (1855-57), p. 81 u. Ml. Am,-.- .! , 

96 (1883). Vgl. auch Mac Mahon, Lond. Tune. 1-| |/ M 
Berickt fiber Conibin. Analysis: Loml. M. Si. p,. .> s 

25) J. f. M. 9 (1832); 105. ’ V ' 


! '.lei, 

. p I<i2. 

1 11 . .-r .1 

-I 1 l; 


9. Kombinationen mit beschrankter Stellenbesetzung. 10. Tripelsysteme. 33 


aufzufassen, und alle solche zu einer K.-Klasse geborigen Produkte 
zu summieren 26 ). Weiter werden die Klassen nach bestimmten Moduln 
eingeteilt und Z ahlenb eziehungen zwischen ibnen ermittelt 27 ). 

Und nicht nur auf die K. selbst beziehen sich solcbe Unter- 
suchungen, sondern aucb auf Kp. ? die in verschiedenartiger Weise aus 
den gewohnlichen K. abgeleitet sind. Es wird z. B. zum ersten Ele- 
mente jeder Kp. 0 addiert, zum zw.eiten 1, ... zum n t6n (n — 1). So 
entstehen Produkte, zwischen deren Summen wieder merkwiirdige 
Beziehungen sick angeben lassen 28 ). Ygl. aucb Th. JB. Sprague, Edinb. 
Proc. 37 (1893), p. 399. 

9. Kombinationen mit beschrankter Stellenbesetzung. Der 

Weg der Untersuchung, welcber sicb auf beschrankte Stellenbesetmng 
bezieht, gliedert sicb bier. Zunachst werden, abnlicb wie bei den P. ; 
Forderungen gestellt, dass gewisse Elemente in einer vorgeschriebenen 
Anzabl von Malen vorkommen 29 ), oder dass eine Maximalzabl fur 
ihr Auftreten gegeben ist 30 ). 

10. Tripelsysteme. Eine andere Richtung aber hat sicb fur die 

Greometrie, die Wabrscheinlicbkeitsrecbnung ; fur die Algebra als be- 
sonders wichtig herausgestellt. Unabbangig von einander stellten T. P. 
Kirlcman n ) und J. Steiner 32 ) fast identiscbe Aufgaben; der Erste sein 
;; Schulmadchen-Problem^: Funfzehn Madcben werden 35mal ausgefiibrt 
in Reihen zu je 3 ; so dass nicbt 2 zweimal zusammen geben; der 
Letzte das folgende: Aus N Elementen sollen K. der 3 ten Klasse 
(Ternen) so ausgewablt werden ; dass jede Ambe ein- und nur einmal 
vorkommt; ferner K. der 4 ten Klasse (Quaternen) so ; dass in ibnen 
jede Terne ; die unter den vorigen nicbt auftrat, ein- und nur einmal 
vorkommt u. s. w. Cayley 33 ) und E. E. Anstice u ) bebandelten einzelne 
Falle der „Tripelsy$teme“. Eine allgemeine Regel fur die Bildung 
solcher Systeme, welche N + 3 fordern, gab M. Eeiss 85 ). 

26) Die kombinatorische Analysis. Wien (1826). 

27) A. A. Cournot , Bull. sci. m. (1829). Ch. Ramus , J. f. M. 11 (1834), p. 353. 

28) H . F. Scherh , J. f. M. 3 (1828), p. 96; J. f. M. 4 (1829), p. 226. 

29) Ad. Weiss 9 J. f. M. 34 (1847), p. 255. 

30) ( Htinger , Arch. f. M. 15 (1850), p. 241. Baur } Z. f. M. 2 (1857), p. 267. 
Scherlc , Math. Abhandl. Berlin (1825), p. 67. Andre, Ann. fie. norm. (2), 5 (1876), 
p. 155. 

31) Cambr. a. Dubl. in. J. 7 (1852), p. 527 u. 8 (1853), p. 38; vgl. T. Clausen , 
Arch. f. M. 21 (1853), p. 93. 

32) J. f. M. 45 (1853), p. 181 = Werke II, p. 435. 

S3) Phil. Mag. (3), 37 (1850), p. 50. — Ibid. (4), 25 (1862), p. 59. 

34) Cambr. a. Dubl. m. J. 7 (1852), p. 279 u. 8 (1853), p. 149. 

35) J. f. M. 56 (1859), p. 326. 

Kjacyklop. d. math. Wisscnsch. I. 3 
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In neuerer Zeit wurden analytiscbe DarsteUungen fiir PrimzabL 
6* -f 1 hergeleitet, ferner fur Zablen 6 n + 3, fulls dies das l£ 
fache feiner Primzalil you der Form 6k + 5 ist, u. s. w. Endli< 
wurden analytiscbe Bildungsregeln gegeben, aus denen die Koimtraktic 
fur jedes mogliche N folgt 36 ). Fiir J8T— 13 Bind zwei Triindayaten 
bekannt 37 ). Die weiteren Teile der Steiner 1 schen Aufgalw sind noc 
nicbt in Angriff genommen. — Auf ahnlicbe Aufgaben maehfc Cayk 
aufmerksam 88 ). Ygl. IA6 Nr. 13 Anna. 67. 

11. Ausdeknung des Begriffs der Variation. I)er Begriif dr 
V. ist nacb der Ricbtung bin erweitert worden, dass m lUnhm vo 
je n Elementen gegeben sind ; und als V. m Ut Klasse warden dan 
die Kp. bezeicbnet, welcbe je ein Element aus jeder <ler m Itrdhe 
entbalten. Darf derselbe Stellenzeiger der Elements nur einmal aui 
treten, so sind es Y. o. W., sonst V. in. W. 

12. Formeln. Zwiscben den versehiedenen bi«h«»r bespnadienei 
Anzahlen bei P. ; K und Y. giebt es eine ausserordenf lieh grown 
Menge yerkniipfender Formeln. Hier muss es auHivirhon, auf da 
bauptsacblicbsten Scbrifts teller hinzuweLseu, wtdehe sich mil d«*r Ab 
leitung oder Zusammenstellung beschaftigt habcir*’f. 


13. Binomialkoefflcienten. Wir baben schon mviUml, dass dir 
Beweise des Unomischen und des polynmisrhm Sat/.os ftlr gun/.«* pu 
sitive Exponenten n 


(*1 + "f f X„ =•' HI 


Amvendungen kombinatorischer Forme] n sind. Hi,. I.iimmiseh.* Fennel 
Sndet sieh zuerst bei H. Briggs w ), dann bei ,/. Snrtm," : die Koefii- 


M.cfh Ann, 


./. tit 


v 

Vnt. 


1 *92 >, 

1*117', 


Bull. ;! 

. LVu. j P.lJrnnn K 


36) R. Netto , Substit-Theorie § 192ff‘. Litijr/. / 1 shi» . 
p. 143. R . E. Moore , Math. Ann. 43 (1893 », p. 271; N 
p. 11. L. Eeffter , Math. Ann. 49 (1897), p. loi 
(1894). 

37) K. Zulauf \ Dissert. Giessen (1897). 

38) Phil. Mag. 30 (1865), p. 370. 

• ^ 39) Eindenburg , No v. Syst. Pcmiifcilionmn, 

Lips. (1781). - D. polynom. Lehrs., d. wh%sfr 

neu bearb. v. J. N. Tetens, G. S. KlUget, A. Krauts, ./ /•• /w //„ / , . 
herausgeg. t. Hindenbwg. Leipz. 1796. llmbnhur,,. Ii.tii.it .li'lnilltZ 
Instorxa, leges etc. Vgl. auch /. A. Grunert, An-1, f M i •- ' 

chon, J. d. 1’Ec. Polyt. t. 15 (1837), p. 159 ' 1 “ ' 

40) Arithmetica Logarithmica. London m;->o 

41) Briefe an Oldenburg (1670) 13 . Juni u. 94. 


* ’"iiiiiin 

n» 


»*fr 


■iviii <1 


| *ri in.!** Inii*ai\ 
A nul vni.-t. 


IB. Binomialkoeflicienten. 14. Anwendungen. 35 

cienten der binomischen Entwickelung (n = 2), die BinomiaTkoeffi- 
cienten in ihrer Anordnung etc. als „arithmetisches Dreieck^ 

1 

1 1 

1 2 1 
13 3 1 


kommen schon bei Bl. Pascal vor 42 ). 

Als Erweiterungen des binomischen Satzes ist zu erwahnen, 
erstens die Entwickelung von a (a + V) (a + 2 ft) • • • (a + nb) nacb 
Potenzen von a; 43 ) ferner die Entwickelung 

(« + «)" = x n + c 1 (x + t 1 ) M “ 1 + c, (x + t, + -f , 

wobei die t a willkdrliche Grossen sind 44 ). 

Als Erweiterung der Bmomialkoefficienten sind Ausdriicke der 
Form 

\n (n -f- &) (n + 2 Jc) . . . (n + (J> — 1) h)~\ : pi 

eingefiibrt worden 45 ) ? deren Zahler als Fakultaten eingebend unter- 
sucht sind 46 ). Die analytische Behandlung gehort nicht hierher. 

Zwiscben den Bmomialkoefficienten giebt es eine uniibersehbare 
Zahl von Relationen, deren Klassificierung von J. G. Hagen ange- 
bahnt ist 47 ). Ygl. aucb die ?7 figurierten Zablen“ der Alten. 

14:. Anwendungen. Wie schon in Nr. 1 erwabnt wurde, bieten die 
meisten Anwendungen analytischer Natur der Kombinatorik nur noch 
historisches Interesse dar. Wir bescbranken uns darauf, die wicb- 
tigsten Zweige anzugeben, welche die Kombinatorik zu stutzen unter- 
nommen hatte. An erster Stelle gebort bierber die Wahrscbeinlich- 
keitsrechnung, in deren elementaren Teilen ja ununterbrochen kom- 
binatoriscbe Fragen auftreten ; unci von der aus umgekehrt die 
Kombinatorik manche Anregung erhalten hat. Sie lmitpft ferner an 

42) Traite du triangle aritkmet. Paris (1605) posth.; u. sekon friiker bei 
M. Stifel, Aritkm. integra. Norimb. (1544), p. 44. 

43) Pascal „productum continuorum“. 

44) N. II. Abel, J. f. M. 1 (1826), p. 159 giebt einen Spezialfall; allgemein 
A. v. Burg , J. f. M. 1 (1826), p. 367. — Cayley , Pkil. Mag. 6 (1853), p. 185 
= Werke II, 102. 

45) Bl. Pascal , sieke oben. 

46) L. Euler , Calc. diff. II. c. 16 u. 17. Berl. (1755). Ottinger , J. f. M. 33 
(1846), p. 1, 117, 226, 329; ferner 35 (1847), p. 13 u. 38 (1849), p. 162, 216; 
endlick 44 (1852), p. 26 n. 147, wo auck Historisckes aufgefiihrt ist. 

47) Synopsis. Berlin (1891), p. 64ff. Ygl. auck G. Eisenstein, Brief an M. A . 
Stern , Z. f. Math. 40 (1895), p. 193 der kist. AbtL 
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36 

die Theorie der Reihen an ; bestimmt formal die Produkte, Potena 
Quotienten von Reihen; das Resultat der Substitution einer Re 
fiir die Variable z in eine Reihe, die nach Potenzen von z fortsehi 
tet; die formale Umkehrung von Reihen; die Rational isierung soldi 
in welche Irrationalitaten eingehen; die allgemeinen Glieder wied 
kehrender Reihen 5 die Logarithm en von Reihen und Reihen v 
Logarithmen u. s. w. Ebenso giebt sie die b or in fill die hohei 
Differentiale von komplicierteren Funktionen u. s. w. FCir ihre Zwec 
hatte sie ein vollstandiges Bezeichnungssystem ersonnen, welches je 
freilich durchaus veraltet ist 48 ). 

Die gesamte Theorie der endlichen discreten Gruppen (I A 
kann unmittelbar an die Kombinatorik angesch lessen werden. 

Noch eine zweite Anwendung, die auf die Losung lin carer GI 
ehungen gerichtete, hat sich in iiberraschender Weise entwickelt. g 
ist zur Lehre von den Deteminanten geworden. 


15. Determinanten. Erklarang des Begriffk Es scion n 2 Gross 

da Jc = 1 , 2 ; ... n) gegeben; man bilde able nl Produkte a x 
0 %^, ... a nin in denen i 1P i 2 , ... i n eine P. von l, 2 , ... n bedeut 
und gebe jedem das Zeichen + oder — ? je nachdem diese P. zur erst< 
oder zweiten Klasse gehort. Die Summe diescr nl Summanden i 
die Determinante n im Grades 49 ). A.L. Cauchy 50 ) definiert sic nuch so, da 
er das alternierende Produkt JJ(di — a*), (i = 1 ; 2, . . . n ; k — / 4 I n 
entwickelt und die Exponenten als zweite untcrc Indices schrcil 
& Sobering 61 ) giebt eine geometrische und eine analyiisehe Krklnrun 
Kronecker legte in seinen Vorlcsungen eine funktionentheoretisel 
zu Grunde. 

An Bezeichnungen sind die ublichsten 52 ; 


dxi di 2 ... di n 
O' n X d n 2 . . . Ct/ n n 


— 2 + a n ^22 • • • a nn = j a h j u h o . . . a h n 

Q 1 ) 7c == 1 7 2 7 ... n). 


j dhk 


48) Vgl. Hindenburg, Nov. Syst. etc. Leipz. ( 17 Hi). 

49) Jacobi , J. f. M. 22 (1841), p. 285 = Werke III, p 

50) Analyse alg^brique. Paris (1821). 

51) Grott. Abh 22 (1879), p. 102. 

52) Die dritte Bezeichnung 1 st von L. Kronecker vielfarh v**rwen«li*t • <ii«* lv 

2 Z r°r ft ASS ' EeP ' (18C2) P - m - AlB u “ u -w'K-fiilTt hut 

dann L. Kronecker, J. f. M. 68 (1868), p. 273. fib,,- iW,i,| mlln ,. ) , I1 

p 3? !i 8 t 61) ’- P - m Nmmn ’ I’ 1 " 1 ' *■* 6 « 

p. 396. W. Schrader, Deteminanten. Halle 1887. 


15. Determ inant en. Erklarung des BegrifFs. 16. Definitionen. 37 

Historisch zu bemerken ist, dass die Determinanten yon Leibnitz 53 ) 
und spater unabhangig yon Cramer erfunden nnd zunachst znr Auf- 
losung eines Systems linearer Gleichungen benutzt worden sind. Die 
ersten ausftihrlichen tbeoretiscben Darlegungen stammen yon J. Binet 
und Cauchy; allgemein eingefuhrt wurde die Lehre fiber die D. durch 
Jacobi 55 ). Ausffihrliche Litteraturangaben findet man bei Muir 56 ) 
yon Beginn der Tbeorie bis zum Jahre 1885 fortgesetzt; Historisches 
aucb bei S. Gunther , Deterpiinantentheorie, Erlangen (1875), bei Baltzer, 
Determinanten , Leipzig (1881) und bei G. Salmon, Modern higher 
algebra, Note I im Anschluss an Baltzer. 

16. Definitionen. Die Grossen a** heissen die Elements (El.) 
der D.; der erste (zweite) Index giebt die Ordnungszahl der Zeile 
(Spalte). Die Grrossen an bilden die Hauptdiagonale ; die 
bilden die Nebendiagonale . Das Glied a n . . . a nn der D. heisst 

ihr Flauptglied. Wahlt man m Werte des ersten und m des zweiten 
Index aus 1, 2, ... n aus, so bilden die zugehorigen El. eine Sub - 
determinants (Subd.) m ten Grades 57 ). Sind die EL ihrer Hauptdiago- 
nale zugleich E1. derjenigen der D., dann heisst die Subd. eine Haupt- 
subdeterminante. 1st das Produkt der Hauptglieder zweier Subd. ein Glied 
der D., so heissen die Subd. adjungiert, oder auch Icomplementdre Subd. 

1st aa = ctki, so heisst die D. eine symmetrische D. 

1st 2 ? so heisst die D. eine relmrrierende (einseitige, 

orthosymmetrische). Sie ist symmetrisch 58 ). 

1st Oik = a>i+i,k+\) wobei die Indices mod. n reduciert werden, 
so heisst die D. eine Cirlculante 59 ), (auch negativ-orthosymmetrische D.). 

Ist a ilc + dki — 0, an — 0, so heisst die D. eine halbsymmetrische. 
Ist aa -(- am = 0 fur dann heisst die D. eine schiefe 60 ). 

53) Lettres a l’Hospital (1693). — Acta Erudit. Leipz. (1700), p. 206. 

54) Introd. a 1’anal. des combes algdbr. (1750). Geneve. Appendice p. 656. 

55) J. de 1’tic. Polytecbn. Cab. 16 (1812), p. 280 u. Cah. 17 (1812), p. 29. — 
Jacobi , J. f. M. 22 (1841), p. 285 — Werke III, p. 355. 

56) Quart. J. 18 (1882), p. 110; ibid. 21 (1886), p. 299. — Edinb. Proc. 13 
(1886), p. 547. — Im Phil. Mag. (5), 18 (1884), p. 416 macht Muir auf Ferd. 
Schweins als einen vergessenen Entdecker aufmerksam, „Theorie der DifFerenzen 
u. DifFerentiale“ (1825). Heidelberg. Cap. IV, p. 317. 

57) Aucb Unterdeterminante, Partialdeterminante, Minor. 

58) H Hanlcel, Dissert. Leipz. (1861) Gottingen. — „Recurrierend u nach 
G. Frobenius ; Berl. Ber. (1894), p. 253. 

59) Th. Muir , Quart. «T. (1882), p. 166. Hanlcel 1. c. 

60) Jacobi , J. f. M. 2 (1857), 354; ibid. 29 (1845), p. 236. Cayley , J. f. M. 
38 (1849), p. 93; ibid. 32 (1846), p. 119; ibid. 50 (1855), p. 299. Cayley be- 
zeichnet die balbsymmetriscben D. als „scbiefsymmetriscke u . 
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1st an = « n +i-i so heisst die D. eine cmtrosymme- 

trische. 

17. Anzahl-Probleme hinsichtlich. der Glieder. Die Anzahl der 
G-lieder einer D. Grades ist nl Es kniipfcn aicli hieran weitere 
Fragen : wie viele der Glieder enthalten eine vorgeschriebene Anzahl 
von El. der Hauptdiagonale 61 )? Wie viele Glieder hat eine D., deren 
Hauptdiagonale Jc El. 0 enthalt 62 )? Wie viele verschiedone Glieder 
giebt es in symmetrischen, wie viele in halbsymmetrisehen I).* :, )v 

18. Elementare Eigenschaften. Die folgenden Eigenschaften 

elementarer Natur zeigen sicb sofort: man kann, ohm* den Wert der 
D. zu andern, jede a te Z. zur a*“ Sp. machen fil ). Bei Transposition 
zweier Parallelreihen andert sich das Yorzeichen der D.; folglieh ist 
eine D. mit zwei identiscben Parallelreihen gleie.h Null®). Die D. 
kann als lineare, homogene Punktion der El. jeder Keihe dargestellt 
werden 66 ). Daraus folgt, dass man einen gemeinsainen Fakfcnr aller 
El. einer Reihe vor die D. ziehen kann. Der Grad einer D. lilsst 
sich durch passende Banderung, d. h. Anfligung neuer '/. und Sp. 
vermehren. Stimmen zwei D. in (n — 1) Reihen (therein, so kdnnen 
sie zu einer D. mit denselben {n— 1) Reihen summiert werden. 1st 
«« = &<* + «« (7c=l,...»), so zerfallt umgekehrt die 1). in einzelne 
Summanden. Die lineare, homogene Darstellung lielert die partielle 
Ableitung der D. nach a ik . Bezeichnen wir sie mit a\ , , no f u lg(, 

= saD, (d. h. = D, wenn i — k, sonst Ot B D. Wie die 

a, so konnen auch die hoheren Subd. als partielle Ableif ungen hdherer 
Ordnung dargestellt werden 68 ). 

Die D. andert ihren Wert nicht, wenn zu einer Reihe )> ;u , 
allelreihe addiert oder von ihr subtrahiert winl 6u ). 


61) BaUner, Detemin. 4. Aufl. Leipz. 1875, p. 3<J. Drip/.. i!,. r . , is 7 :i „ 

C. J. Monro, Messeng. (2), 2 (1872), p. 38. 

62) N. v. Szutz, Math. Ann. 33 (1880), p. 477. 

68) /. J. Weyrauch, J. f. M. 74 (1872), ,, 273. M„nthU \„f 

Astron. Soc. 34 (1873 — 74) n n n rr /' v* / . . 

(1885), p. 45 ' P ' ° P' * ’’ huh " ,m < M "dern Alp-bra Imldm 

11885^ « C ‘ S t er ’n' 1 ^ 16 (1871)) p - V-Hes iil, I.oar -Th 

(1885), p. 21. - Die D. wird „gcsturzt“. 

65) Ch.A. Vandermonde, Par. Acad. (1772), 2- part., p .v- 

6 Cramer, U X X. Lagrange, Berl. Mem. (1 773„ p ,7.7, 

r J £ilc Y ° n Zroneeher emgefuhrt, J. f. Math, (is t i*r,.H . ., f 

~“ ik ' " T nemt Kroneeker die “a> «.-* 

68) Jacobi , J. f. Math. 22 (1841) p 285 S Id u' l m 

68) Jacobi, J. f. Math. 22 (1841)! P mL Week , m ‘'p"^ ^ 



19. Laplace’sche und andere Zerlegungss&tze. 20. Entwickelungen. 39 

Mit Hulfe der angegebenen Satze kann die Berec hn ung von D. 
mit Zahlen-El. haufig abgekiirzt werden, ebenso wie die von D ., deren 
El. analytischen Gesetzen folgen. Es besteht eine fast unuber^ehbare 
Zabl von Einzelresultaten; die Heraushebung auch nur der wichtigsten 
wnrde den Rahmen dieser Darstellung sprengen 70 ). 

19. Laplace’sche und andere Zerlegungssatze. Von P. S, La- 
place 11 ) ruhrt ein wichtiger Satz her fiber die Entwickelung von D. 
nacb Produkten adjungierter Subd. Aus den m ersten Z. (Sp.) werden 
alle moglichen Subd. m ten Grades, aus den folgenden Z. (Sp.) alle adjun- 
gierten (n — m) ten Grades gebildet. Dem Produkte zweier adjungierten 
wird ein solcbes Vorzeicben gegeben, dass das Produkt ihrer Haupt- 
glieder ein Glied der D. ist. Die Summe dieser Produkte ist gleicb 
der D. Mnamt man beliebige m und (n — m) Z. (Sp.), so ist die 
Summe = 0, wenn auch nur eine gemeinsame Reihe vorkommt 72 ). 
Jacobi zieht hieraus eine Reihe von Schlfissen uber D. mit ISTull- 
Elementen 78 ). 

Sehr naheliegend ist die Erweiterung des Satzes nach der Rich- 
tung, dass die Produkte aus mehr als zwei Paktoren bestehen 74 ). 

Eine andere Erweiterung benutzt die Randerung der D. und giebt 
an, wie aus jedem durch die Laplace ' sche Formel gelieferten Resultate 
ein neues iiber geranderte D. sich ableiten lasst 75 ). Dieser Erweite- 
rung stellt sich eine andere die adj. Subd. betreffend zur Seite 76 ). 

20. Entwickelungen. Von weitern Entwickelungen ware noch 
zu erwahnen die einer D., bei welcher die Diagonalglieder an — bn -f- 0 
heissen; die Entwickelung geschieht nach Potenzen von z 11 ) Perner 
ist die Entwickelung einer einreihig geranderten D. (^-)-l) tou Grades 
nach den El. des Randes von Wichtigkeit 78 ). Von 0. Hesse stammt 


70) Vgl. die Beispiele in Baltzer , S. Gunther , B. F. Scott , Salmon u. s. w. 

71) Recherches sur le calcul intdgral et sur le systeme du monde. Paris 
Ac. d. Sc. (1772) 2® part., p. 267. — Cauchy , 1. c. p. 100. — Jacobi, 1. c. Nr. 5. 

72) Cauchy, 1. c. 

I'd) Jacobi, 1. c. Nr. 5. 

74) Vandermonde, 1. c. p. 524. — Laplace, 1. c. p. 294. — Jacobi, 1. c. Nr. 8. 

75) Netto, J. f. Math. 114 (1895), p. 345. 

76) j E. JPascal, Rend. Acc. d. Line. (5) 5, (1896), p. 188. Das dort aufgestelltc 
Theorem folgt iibrigens aus dem vorigen vermittcls eines allgemeinen Satzes 
von Th. Muir , Edinb. Transact. 30 (1882), p. 1, durch den man von einer Formel 
iiber Subd. zu einer andern iiber adjungierte Subd. iibergehen kann. 

77) Laplace, Mecan. celeste, 1, liv. 2, Nr. 56. Paris (1799). — Jacobi, J. t. 
Math. 12 (1834), p. 15 = Werke III, p. 208. 

78) Cauchy, 1. c. p. 69. 
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ein Safa aber Mlhmg der gerSaderte. D., Ml* die "ngerSnderte 

verschwindet 79 ). 

A. Exposition und Produkt. Das Produkt emer D *»•« in 
eine D Grades lasst sich durch Aneinanderschieben m Diagonal- 
richtung (Laplace' schev Sate) leteht als D. (» + »)*“ Grades dar- 
stellen J. Ph M. Bind und A. L. Cauchy liaben das Irodukt 
z-weier D. Grades wieder als D. **» Grades dargestellt 80 ). Gleicli- 
zeitig liaben sie folgende Enveiterung gegeben: Aus zwei Systemen 
a ik , l ilc wird ein drittes d k gebildet, lomponiert, 
a a (i = 1, ... m; 1 — 1, ... »); h* (* = 1, • • • «; k — 1> • • • »*) 
c a = JjUixbn (i = 1, . . . «*; h==l,---nv, A — 1 , • ■ • »); 
dann ist |c«| = 0 fiir »*>«; ferner | c ik | = i a.* 1 1 f >n | fiir m — - n; 
and endlich ^|oh|'16h| ftr m<n, wobei t alle mogliehen 

Kombinationen m tet Elasse aus 1, 2, ... n durchliiuft. l)(*r mittlere 
Pall giebt die Multiplikationsregel 81 ); die verschiedene Anordnung der 
El. in Z. und Sp. liefert vier yerschiedene Pormen fiir das Produkt, 88 ). 
An diese Darstellung kniipfen sich analytiseh und zahlentlieoret.ise.h 
wichtige Formeln 83 ). 

22. Andere Art von. Komposition. Auf eine andere Art, von 

Komposition hat Kronecker Si ) aufmerksam gemaeht: «,* (/,/.■ I , . . . wn 
und l gh (g, h = 1, . . . n) werden zu c n = ( p - i 1 u -f g- 

q = 0c — \)n-\-h) i,lc = l,...m- g,'h = l,...n) komponiert.. Dann ist, 

1^,1 — 

23. Zusammengesetzte Determinanten. Eingeln'inles Interesse 
hat sich der Frage nach den zusamtmigesdslm I), iconiiiound def.i 
zugewendet, d. h. nach solchen, deren Elemonte selh.st wieder nach 
gewissen Gesetzen gebildete D. sind. Am michst liegemlen ist, die 
Untersuchung der aus den El. a'n, d. h. den Adjunkten der n., ge 
bildeten D. Cauchy 8j ) hat fiir j an J (i, h = I , ... h i den \\ ert unge- 

79) J. f. Math. 69 (1868), p. 319. 

80) J. de I’fie. polyt. Cah. 16 (1812), p. 280; Cult. 17 1*12 . p. 29. 

81) Weitere Beweise u. a.: J. Konig, Math. Ann. 14 11879 ;. j, :,ot . 1 / Full; 
Brit. Ass. Rep. (1878), p. 473. A. V. Jamct, Nouv. (Wes,,. M. a i >77 , ,, 917 ' 

82) Cauchy , 1. c. p. 83. 

83) Ch. Semite , J. f. Math. 40 (1850), p. 207. K. R Gauss WVrlv 3 , p. :m, 
Baltzer, Leipz. Ber. (1873), p. 352. S. Gundel finger , /A. Math, i m * i kt;i p 312 . 

84) Vorlesungen. K Hensel, Acta mat. 14 (1K90 01 ), p. 317 . Stitt*. Arta 

mat. 17 (1894), p. 200. B. Igel } Monatsh. f. Math. 3 (1802 p 55 (i r Rscfurich 
ib. 3 (1892), p. 68. * 

85) 1. c. p. 82. 
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geben; Jacobi 86 ) allgemeiner far j d ik | (i, h — 1, 2, . . . m<i n). Im 
ersten Falle tritt eine Potenz von D. auf, im zweiten eine solche, • 
multipliciert mit einer Subd. ( a ik ( . 

Diese Satze sind yon Franke 87 ) erweitert worden; statt der a ik 
werden die Subd. m tQn Grades p ik (i, Tc—1,2, ... y) betrachtet, wo 

g = ist, und die Numerierung auf alle g Subd. m ten Grades yon 

D. sich erstreckt. Ferner soil p ik zu p ik adjungiert sein, d. h. p ik ist 
eine Subd. (n — m) tQn Grades Yon \a ik \, und das Produkt der Haupt- 
glieder von p ik und p ik ist ein Glied Yon | a ik |. Es ergiebt sich dann 

IjmI — | jki — dC- 1 ), 

und auch hier kann man die Subd. Yon \pa\ in ahnlicher Weise dar- 
stellen, wie bei Jacobi die Subd. Yon |&a|. 88 ) 

Allgemeiner noch ist der Sylvester * sche Satz 89 ), den wir kurz 
dahin charakterisieren konnen, dass er sich auf Randerung der D. 

| p ik | bezieht. 

Andere Arbeiten beschaftigen sich damit, D. aus Reihen zweiet 
gegebenen D. zusammenzusetzen, und diese neuen D. als Elemente 
einer D. aufzufassen 90 ). 

24. Rang der Determinante. Nach Kroneclcer bezeichnet man 
als Bang r einer D. die grosste Zahl von der Beschaffenheit, dass 
nicht alle Subd. r ton Grades verschwinden 91 ). Durch Vertauschung 
und durch lineare Kombinationen der Reihen wird r nicht geandert. 
Ist D vom Range r , so konnen seine El. aus zwei Systemen 
a ik (i = 1, . . . »; h == 1, ... r) und b ik (i — 1, . . . r; Jc = 1, ... n) 
komponiert werden 92 ). Yon Wichtigkeit ist dieser Begriff fur viele 
Fragen der Algebra, besonders Auflosung linearer Gleichungen (I Bib). 

86) 1. c. § 11. — C. W. Bor char dt , Brief an Baltzcr (1863). 

87) J. f. Math. 61 (1863), p. 360. 

88) G. W. Borchardt, J. f. Math. 61 (1863), p. 363, 356, macht darauf aufmerk- 
dass der Satz ein Spezialfall des fruher yon Sylvester gegebenen ist; Kroneclcer , 
Berk Ber. (1882), p. 822 weist seine Identitiit mit dem obigen von Jacobi nach. 
— Vgl. Picquet, C. R. 86 (1878), p. 310; J. de l’6c. Pol. cah. 45 (1878), p. 201. 

89) Phil. Mag. (4), 1 (1851), p. 415. Vgl. Frobenius, J. f. Math. 86 (1879), 
p. 54); Berl. Ber. (1894), p. 242. — Netto, Acta mat. 17 (1894), p. 201; J. f. Math. 
114 (1895), p. 345. R. F. Scott, Lond. Proceed. 14 (1883), p. 91. C. A. v. Velzer, 
Amer. J. 6 (1883), p. 164. Mm. Barbier, C. R. 96 (1883), p. 1845; ib. 97 (1883), 
p. 82. M. J. Nanson, Lond. phil. Mag. (5) 44 (1897), p. 396. 

90) Picquet, 1. c. G. Zehfuss , Z. f. Math. 7 (1862), p. 496. 

91) Berl. Ber. (1884), p. 1071. 

92) Kroneclcer, J. f. Math. 72 (1870), p. 152. Baltzer, Determinanten, 4. Aufl. 
Leipz. (1875), p. 53. 
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25. Hier mag noch ein auf allgemeine D. beziiglicher Safe von 
Mac-Malm erwahnt werden (Phil. Trans. 185 (1894), p. 14( »)- Zw) - 
schen einer D. und all den Subd., deren Hauptdiagonalen m die Haupt- 
diagonale der D. fallen, besteheu &-n* + n-2 llelationen. Vgl. 
auch Muir, Phil. Mag. (1894), p. 537; Edmb. Proceed. 20 (1895), 
p. 300. Cayley, ibid. p. 306. Nanson, ibid. (1897), p. 362. 

26. Symmetrische Determinanten. Bei symmetrischen, d. h. sol- 

cben D., deren El. in Beziehung auf die Hauptdiagonale synmiotrisch 
sind, bilden auch die a'n eine symmetrische D. — Jede Potenz 
einer symmetrischen D., und jede gerade Potenz einer beliobigen I), 
ist symmetrisch 93 ). Das Produkt aus einer symmetrischen I), in das 
Quadrat einer beliebigen D. ist als symmetrische D. darstelllmr 94 ). 
Ist r der Rang einer symm. D., so hat sie eine nicht versehwindende 
Hauptsubd. vom Grade r. 95 ) H. G. Grassmann hatte zuerst ango- 
geben 96 ), dass zwischen den Subd. symmetrischer D. linearo Relatio- 
nen bestehen; denselben Satz hat spater Kroncclcer winder gef unden 97 ), 
und G. Bunge hat gezeigt 98 ), dass die von ihm gegebeneu Relationen 
die einzigen vorhandenen sind. Diese haben folgenden Oharukter: 

, i vu i (^ = 1 »+l,...2w;/«=l....w - 1, r; 

\a g h\ — s2\<ki\ £ = m -f 1 , . . . r - 1 , m , r + 1 , . . . 2 m\ . 

Randert man eine symmetrische, versehwindende I). in symmefrisrher 
Weise, so ist die entstehende D. als Function der Riindmntgs Klemente 
aufgefasst ein Quadrat"), wie sich aus Nr. 19 leicht ergield. Tragi man 
da + # statt der an ein und setzt die entstehende syinniHriscIm \>. 
gleich Null, dann hat diese Gleichung in z nur reHR Wurzeln. I)ir 
entstehende Gleichung heisst die „Saculargleicliung aI,M> ). t Vgl. Nr. :{I. * 


93) E : Seeliger, Z. f. Math. 20 (1875), p. 4 G 8 Ixistimmf di** Ki. i * i n* * r lu'lio- 
bigen. Potenz einer sym. D. 

94) O. Eesse, J. f. Math. 49 (1853), p. 240. — - Vgl. uIht * *i n* • Knvrit»*ning 
Muir, Amer. J. 4 (1881), p. 351. 

95) S. Gundelfinger , J. f. Math. 91 (1881), p. 235; vgl. Hrw. ana 1st 

d. Raumes, 3. Aufl. Leipz. (1881), p. 400. Frtibenim. Iterl !!,•«■. .|sot’, ci;.. 

96) Ausdehnungslehre, Berlin (1862), p. 131. Vgl. Mel, mb , Math Ann. 

26 (1885^ P- 209. Die Art wie Grassmann sta.lt der 1). „Ui.inl.in;it..ri rh,. 

Pro duktbildungen" benutzt, erkennt man am mniarhstmi an- . I. r |„. r .„-),t“ 
(Areb. f. Math. 6 [1845], p. 337). Genaueres fimlct. siidi in d-r An .i.-hnnuj' 
lehre“ § 37, § 51 ff., § 63 ff. Die D. tritt dabei als ein Pmdukl II „ 

„extensiyer Gri5ssen“ auf, bei dem e z ! = 0 , e^e,— ■ c-r ft * ' 

97) Berl. Ber. (1882), p. 821. Vgl. Darboux, J. d. Mat." 2 to 1*74 -;.|7 

98) J. f. Math. 93 (1882), p. 319. 

99) Cauchy , 1 . c., p. 69. 

100 ) J. L, Lagrange, Mem. de Berlin (1773;, p. los fur „ ailgumrin 
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27. Rekurrierende Determinanten. Cirkulanten. Die Symme- 
tric tritt bei rekurrierenden D. a,** = #£+*._ 2 in noch verstarktem Masse 
auf. Hankel (1. c.) 7 der sie als ortbosymmetrisch bezeicbnet, stellt 
sie als 1 4 k | dar, wo die die Anfangsglieder der Differenzenreiben 
der a,i+ k sind. Diese D. treten vielfach in der Algebra auf 101 ); ihr 
Rang wird dabei Yon Bedeutung. 

Einen Specialfall biervon bilden diejenigen rekurrierenden D. n tm 
Grades, bei denen = a* ist 102 ); und mit diesen bangen eng die 
Cirkulanten (vgl. Nr. 16) zusammen {a iik = ai^k+i), die in Beziebung 
auf die Nebendiagonale symmetriscb sind, welcbe sicb durcb Ver- 
tauscbung der Z. in jene umwandeln lassen. Eine Cirkulante ist in das 
Produkt aus den n Faktoren 

a i “h ^2 +■ c ° 2<x “h ' * * + c3 (w ~ 1)o: a n , (a — 1,2 , ...n) 
auflosbar, wobei co eine primitive n te Wurzel der Einbeit bedeutet; 
daraus folgt sofort, dass eine Cirkulante 2 n tm Grades als solcbe n tm 
Grades darstellbar ist 103 ). Eine Cirkulante 2n ten Grades kann ferner 
als Produkt einer solcben n i6n Grades und einer abnlicb gebildeten 
ausgedrdckt werden 104 ). 

28. Halbsymmetrische Determinanten. Fiir halbsymmetrische 
D. — — an] an — 0) 105 ) gelten die Satze: a ik = a ki ; ~~ = 0- 

_ z k 

1 0 7) 

D = 0 fiir ungerades n\ dagegen a ik — — = ^ — ; da — 0; und 

a ik 

D ist ein Quadrat fiir gerades n. Jedes Glied von ]/D ist ein Produkt von 
\n El. a Ik, deren Indices alle unter einander verscbieden sind, wie z. B. 
das in ]/I) auftretende Glied a 12 a u ... a n — zeigt. ]/D wird von 
Cayley (1. c.) = + (1, 2, . . . n) gesetzt und als „Pfaffian a bezeichnet. 


Cauchy , Exerc. d. Math. 4 (1829), p. 140. Ygl. JE. Kummer , J. f. Math. 26 (1843), 
p. 268. G. Bauer , J. f. Math. 71 (1870), p. 46. Sylvester, Phil. Mag. 2 (1852), 
p. 138. Borchardt, J. de Math. 12 (1847), p. 50; J. f. Math. 30 (1846), p. 38. 

101) Jacobi, J. f. Math. 15 (1836), p. 101. Kronecker, Berl. Ber. (1881), Juni; 
J. f. Math. 99 (1886), p. 346. Frobenius, Berl.. Ber. (1894), p. 241. 

102) ,,persymmetrische D. u nach Muir, Quart. J. 18 (1882), p. 264. 

103) J. W. L. Glaisher , Quart. J. 15 (1878), p. 347; ibid. 16 (1878), p. 31. 
Vgl. auch I A 6, Nr. 28, 24. 

104) B. F. Scott, Quart. J. 17 (1880), p. 129. 

105) Lagrange u. S. D. Poisson sind wohl, Jacobi zufolge, zuerst auf solche 
D. gestossen. Ygl. Jacobi, J. f. Math. 2 (1827), p. 354. — Cayley, J. f. Math. 38 
(1849), p. 93, nennt sie ,,schief- symmetriseh u . Er beweist zuerst, dass D ein 
Quadrat ist bei geradem n. J. f. Math. 32 (1846), p. 119; ibid. 50 (1855), 
p. 299. 

106) Brioschi, J. f. Math. 52 (1856), p. 133. Cayley, 1. c. Vgl. eine Erwei- 
terung von Muir, Phil. Mag. (5) 12 (1881), p. 391. 
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Das Quadrat jeder D. geraden Grades kann in eine halbsymnietrifiche 

D. umgeformt werden 106 ), 80 dass die D ’ selbst . als Pfaffian auftritt < 
Cayley hat ferner gezeigt (1. c.), dass wenn man eine halbsymmetrinehe 
D. ungeraden Grades beliebig dureb a a h, (kp randert, die entatehende 
D. in ein Produkt ± (a, 2 , . . .n) ■ (A 2, . . . ») zweier Pfaffians zerfallt. 
Fur cc = p = 1 geht daraus der vorige Satz hervor. 

29. ScMefe Determinanten. Lasst man die Bedingung «,■/ = () 
fallen, so gelangt man zu den schiefen D., deren Bebandlung gleieh- 
falls auf Cayley zuriickzufuhren ist (1. c.) Die Entwiekelung der 
schiefen D. nacb den Gliedern der Hauptdiagonale (Nr. 20) liofVrt 
Aggregate yon halbsymm. D. Ist also jedes an = ss 7 ho treten bei der 
Entwickelung Yon D. nacb Potenzen you z nur die Glieder in it den 
Exponenten n, n — 2, n — 4, ... auf. 

30. Centrosymmetrische und andere Determinanten. Endlieh 

seien noch die centrosymmetrischen D. — /, «-! t i) kurz er» 

wahnt. Jede derartige Yon geradem Grade 2 m kann nls Produkt zweier 
D. m ten Grades dargestellt werden. Da nun Cirkulanten (Nr. 27 j dureb 
Umstellung der Zeilen zu centrosymmetrischen D. gemueht werden 
konnen, so folgt der (Nr. 27) erwahnte Satz leieht huh diesem. 

31. Weitere Determinantenbildxmgen. Ausser den nngefiihrlen 
besonderen Bildungen sind noch Yiele andere untersuehi worden; so 
kniipfen sich z. B. an die letztbesprochenen die* centro.srhiefen I>. an: 
ferner sind die Vandermonde's chen oder VotmzdvUrminantvn zu er- 
wahnen ? bei denen a ik =a? ist, wobei die v k beliebige Zublen be* 
deuten. Die Eettenbruch- Determinanten 107 ) ? die ('mtimantm [Syl- 
vester), liefern die Darstellung der Zahler und Nenner der Nahmutgs- 
werte eines Kettenbrucbes 108 ). Eermitc betraclitet Par. H. 41 t Isb.bt, 
p. 181 ; J. f. Math. 52 (1856), p. 40 Det., in denen <t, k und a lt konju 
giert complex sind. Erweiterung der Siikulargleiehung. 

An die Funktionentheorie kniipfen Bildungen an wie: h die 
Wronski scheD.; 2) die JacoWsdie (Funktional )-!).; :j| die f/rssr'srh<' 1). 

Bei 1) sind die au Funktionen von die a /% ihre \x h !ri * 
Ableitungen 109 ). 


107) Pamvin, J. d. Math. (2) 3 (1858), p. 41. J. Sy. hrstrr . Am. J. i nm* 
p. 344. 

108) Sylvester, Phil. Mag. 5 (1859), p. 458; r. .1X5.T, -, 7 . »• s^tiis- 

wo° d e l f. Math. 51 (1856), p. 209. & Heine, ibid. 57 ■ I sun , ‘j:n S (iiin- 
ther, Erlangen (1873) n. Math. Ann. 7 (1874), p 207 \\,| n •» 

, 24S MatL 39 (i * m ' P- «• i'-i-P .V« 1--.7 . 

n 236 M v ? ft ’ d ‘ 56 (1858) ’ P- 281 ' Junius, ibid. 76 „7.T 

p. 236. M. Pasch , ibid. 80 (1875), p. 177 . 
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Bei 2) sind a L Funktionen yon n Yariablen x 17 ... x nf und a xi ist 
da. 

d % a 

Bei 3) ist a eine Funktion von x 19 ...x n} und a ^ ist = ~dx~dx , ' m ) 

An die Algebra kntipfen Bildungen an wie Eesultanten und Dis- 
Tcriminanten. Wir yerweisen hieriiber auf I B 1 a und b. 


32. Determinanten hoheren Ranges. Determinanten hoheren 
( v ten ) Ranges werden aus n v Grossen a hl ,...n v derart gebildet, dass man 
die Indices gleicher Stelle unter sicb vertauscht; dann werden Produkte 
yon je n dieser Grossen gebildet, bei denen nie zwei Faktoren an 
gleicher Stelle gleichen Index haben, und endlich der frxihern Zeichen- 
regel entsprechend das + Zeichen yorgesetzt. Alle diese Aggregate 
bilden die D. Yon ihnen gelten eine Reihe yon Eigenschaften der 
gewohnlichen Det.; andere sind zu modifizieren; Det. geraden und 
solche unger aden Ranges yerhalten sich in manchen Hinsichten ver- 
schieden 112 ). Auch hier ist eine Behandlung im Sinne Grassmann ’ s 
moglich (G. v. Escherich 1. c.) ; ygl Anm. 96. 

33. Unendliche Determinanten. Betrachtet man (i ; 7c=l ; 2 r ..oo) 7 
so kann man D n = | a iJc | (i, 7c = 1 ? 2 ; . . . n) als Funktion yon n auffassen. 
Wachst n, so gelangt man zum Begriflfe unendlicher Det Yor allem 
ist hier die Exist enzfrage aufzuwerfen 113 ). Diese Bildungen sind fur 
Differenzialgleichungen von Wichtigkeit. Ygl. I A3 Nr. 58 ; 59. 

34. Matrizen. Ein System yon m • n Grossen a ik (i=l ; 2 ; ...m; 
h = 1 ; 2 ; . . . n) heisst eine Matrix. An diese Gebilde schliesst sich 
eine Reihe fundamentaler Fragen ; deren Behandlung in IA4 (bilineare 


110) Jacobi , J. f. Math. 12 (1834), p. 38 — Werke III, p. 233; J. f. Math. 
22 (1841), p. 319 — Werke III, p. 393. Sylvester , Phil. Trans. (1854), p. 72. 
Cayley , J. f. Math. 52 (1856), p. 276. Clebsch, ibid. 69 (1868b P- 355* KronecJcer , 
ibid. 72 (1870), p. 155 u. s. w. 

111) Hesse , J. f. Math. 28 (1844), p. 83; ibid. 42 (1851), p. 117; ibid. 56 

(1859), p. 263. Sylvester , Cambr. a. Dubl. M. J. 6 (1851), p. 186. 

112) Zuerst behandelt wurden kubische D. von A. de Gasparis (1861). Es 

folgten: DaJilander , Oefvers. of K. Akad. Stockh. (1863). G. Armenante , Griorn. 
di Battagl. 6 (1868), p. 175. E. Padova , ibid. p. 182. G. Zehfuss, Frank! (1868). 
G. Garbieri , Giorn. d. Batt. 15 (1877), p. 89. H . W. L. Tanner , Proceed. Bond. 
M. S. 10 (1879), p. 167. B. F. Scott , ib. 11 (1880), p. 17. G. v. Escherich , Wien. 
Denkschr. 43 (1882), p. 1. L. Gegenbaner, ib. 43 (1882), p. 17; 46 (1883), p. 291; 
50 (1885), p. 145; 55 (1889), p. 39. Wien. Ber. 101 (1892), p. 425. 

113) G.W. Hill , Acta Math. 8 (1886), p. 1, imWes. Abdruck einer Monogr. 

Cambridge U. S. A. (1877). H. Poincare , Bull. Soc. d. Fr. 13 (1884—85), p. 19; 
15 (1885—86), p. 77. Helge von Koch , Acta math. 15 (1891), p. 53; ibid. 16 (1892 
bis 1893), p. 217. 
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Formen) gegeben wird. Der Begriff des Ranges sowie der Kompo- 
sition von Matrizen ist festzustelien. Aus einer Matrix konnen uuf 
verschiedene "Weise JDet. gebildet werden. Ibr Zusammenhang, Bowie 
ibre invarianten Eigenschaften sind zu untersuchen. Hierher gehort 
der Pall der Jcorrespondierenden Matrizen : (i= 1> • • ♦ m ? A = 1 7 ... a) 

md = 1 — 1,2, ...m), wobei a + ft = m ist, und die a- ft 

Relationen bestehen ^a qk b jq = c kj = 0, bei denen Proportiomilitiit 

(<?) 

korrespondierender Determinanten eintritt 114 ). 

35. Monographien. An Lehrbiicbem liber Determinanten ffihren 
w, unter ITbergebung von nur fur den Schulgebrauch bentimmten, 
als hauptsachlicbste an: 

Brioschi , La teoria dei detenninanti. Pavia (1854). Deutach, Berlin (1856). 
Spottiswoode, Elementary Theorems relating to Determinants, J. f. Math, fit 
p. 209—271 u. 328—381. 

Baltzer Theorie u. Anwendung der Determinanten. Leipzig (1857). Funfti* And. 
(1881). 

Salmon , Lessons introductory to the modern higher algebra. Dublin 
Deutsch Leipz. (1877) v. Fiedler. 

Hesse, Die Determinanten, elementar behandelt. Leipz. (1872 j. 

Gunther, Lehrbuch der Determinantentheorie. Erlangen (1875 , Xweitv And. 
(1877). 

Scott, A treatise on the theory of determinants. Cambridge , Ihho 
P- Mansion, £]&nents de la thdorie des determinants. Paris 4” ♦**!. » 

L. Leloulleux, Traitd dl&nentaire des determinants, (buieve (1 *hi« 

A. Sicheriberger, Die Determinanten in genetiacher Behamllung Munrhen , jkh5 
Gordan, Yorlesungen iiber Invariantentheorie. I. iMermiuanfen L«dj./ ,1885. 
Pascal, I determinants Milano (1897). 


114) Der Begriff der Matrix ist von A. Caijlaj eingefuhrf , J f Math :,u 
(1855), p. 282. Cayley will die Theorie der Matrizen von il»*rjeiug.*ii d. i Im.*, , 
minanten getrennt halten. 
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Erster Teil. Irrationalzahlen und Grenzbegriif. 

I. Irrationalzablen. 

1. Euklid’s Verkaltnisse und incommensurable Grossen. Die 

Irrationateahlen, deren principielle Einfiihrung eine der wesentlichsten 
Grundlagen der dllgemeinen Arithmetik bildet, sind niclitsdestoweniger 
zunachst aus geometrischen Bediirfnissen erwachsen: sie erscheinen ur- 
spriinglicli als Ausdruck fur das Verhaltnis incommensarabler (d. h. 
durch kein gemeinschaftlicb.es Mass messbarer) Streckenpaare (z. B. 
der Diagonale und Seite eines Quadrats 1 2 )). In diesem Sinne kann 
das 5. Buch des Euklid, welches die allgemeine Theorie der „Ver- 
hdltnisse cc entwickelt, sowie das von den incommensurablen Grossen 
handelnde 10. Buch als litterarischer Ausgangspunkt fur die Lehre 
von den Irrationalmhlen angesehen werden. Immerhin behandelt 
Euklid naturgemass nur ganz bestimmte mit Zirkel und Lineal kon- 
struierbare (also ; arithmetisch gesprochen, durch Quadratwurzeln dar- 

1) Die sehr umfangreichen Abscbnitte iiber Reihen in S . F. Lacroix ’ grossem 
Traits de calc. diff. et integr. (3 Yols., 2 ,lu ed., Paris 1810 — 1819) entbalten iiber 
die elementare Reibenlebre wenig braucbbares. 

2) Dass die Diagonale und Seite eines Quadrats incommensurabel seien, 
soli scbon Pythagoras erkannt baben; s. Jf. Cantor, Gesch. der Math. 1 (Lpz. 
1880), p. 130. 154. 

Encyklop. d. math. Wiasensch. 1. 
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stellbare) IrrationaWten in ihrer Eigenacbafl als incommensurable 
Strecken 3 )-, die Anschauung, dass das Verhaltnis zweier soldier spe- 
zifillcT oder gar zweier ganz beliebig zu denkonder inconnuensurabler 
Strecken eine bestimmte (irrationale) Zahl dcfimcrv, ist ihm, wie iiber- 
haupt den Mathematikern des Altertums, fremd gebiieben 1 ). 

2. Michael Stifel’s Arithmetica integra. A her uuch filr die 
Aritbmetiker und Algebraisien des Mittelalters und tier Renaissance 
sind die aus der Greometrie iibernommenen Irrational itiitm nodi keine 
„wirkUchen“, sondern allenfalls meigenUiche. oder fmghrtr Zahlen 3 ), 
die lediglicb wie ein notwendiges Ubel geduldet werden. Den ernten 
entscbeidenden Scbritt fur eine ricbtigere Schiitzung <ier Irrational- 
zahlen verdankt man wohl Michael Stifcl , der ini 2. Budie seiner 
Arithmetica Integra 3 ) im Anschlusse an das 10. Uuch des Euldid aus- 
fubrlicb yon den „Numeris irratiomlibus 11 '’) handelt. Wenn er nidi 
aucb zunachst noch der aus dem Euldid abstrahierten Ansidit an- 
scbliesst, dass die irrationalen Zahlen keine „wirldirhm ‘‘ Zahlen seien"), 


3) N&beres dariiber (ausser a. a. 0. bei Euldid) : Kliitjrl, Math. W.-H. i 
p. 949. M. Cantor a. a. 0. p. 230. Schlo milch , Zfsrhr. f M .14 iihhu), 

lit. Abtb. p. 201. 

4) Euldid sagt (Elem. X, 7) ganz ausdrflcklieli : IiikomiiiettMiraldr (in"t«Hi*n 

verhalten sich nicht wie Zahlen zu einander. — Jr an Marin t’.mstunt Ihthnmrl 
(Des mdthodes dans les sciences de raisonnenient , Paris iKi - ,.', 70 hat vrrsmht 
(a.a. 0 . 2 , p. 72—76), die Euklidische VerhiUtnixlelirc filr <lir Fundi, -rung dr« align, 
meinen Irrationalzahlbegriffs nutzbar zu machen. Pneh v.-rdirht rr whli.-xsli.-h 
seine anfanglich richtige Metbode durch unnOtige Hentn/.irhimg einrs utiklurcn 
geometrischen Grenzbegriffs. — Dagegcn gicbt O. Slot: Allg. Antliin. 1 , j,. 
neben einer der heutigen Darstellungsweise angepaHstrn K.-ju-Mdahtn.ii d,-r Fnkli- 
dischen Verhaltnislehre, die niitigen Andeuhmgm, win dir Irt/i , , M ,. uwr 
einwandfreien Theorie der reellen Zahlen (iniiWw.ml.Te ai .n„ h d.-r inatin 
nalen) ausgestaltet werden kSnne. — Vgl. aneli: n. ,SW.: . GO- . , ,, z.ildr,, 
(Rektoratsrede vom 2. Marz 1891, Lpz. 1 K 91 ), Nr i; { j.-,,.,.,’* m4 

6) „Nmieri ficti“, gewohnlich alx „A’io , nrri mrdr I,. ,-, ; , h„. t : ,i,. m 

Leonardo von Pisa (Liber abaci, 1202, zugesrliri,d,mr it, hat „ h hi- 
ins 18. Jahrhundert, in England (,,,Wv) his au f dir ihaio-,, 

6) Nurnberg 1544. Pol. 103—223. 

7) Die Bezeichnung radices surdac“ grbraurhf N.f,l i„ 

Smne a. a. 0. Pol. 134. 

8) Die entgegengesetzte Angahe bei ('. J. (1, r hnr,it ■„ - h \, lHt in 

Deutsch! Mtochen 1877, p. 09) scheint mir inkorr.-U Uar^JfLZ 

bei Stifel (a. a. 0. Pol. 103“) lautet. ganz imzwridrutig, .j;,.; 

numerns vents, qui tali, est, ut precision,- rareat rt ad 

cognitam habet proportionem. Sicut igifur inlinihis 

,|aa-i.ua iatml 
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so liegt hierin, wie der betreffende Zusammenhang lehrt, doch schliess- 
lich nur eine von der heutigen yerschiedene Ausdrucksweise , welche 
im Grunde nichts anderes besagt, als dass die irrationalen Zalilen 
eben keine rationalen sind. Dagegen dokumentiert Stifel seine mit 
den modernen Anschauungen sachlich im wesentlichen ubereinstim- 
mende Auffassung durcb den Ausspruch, dass jeder irrationalen Zabl 
gerade so gut, wie jeder rationalen ein eindeutig bestimmter Plate in 
der geordneten Zahlenreihe zukomme 9 ). Damit erscheint in der That 
das wesentlichste Moment, welches die Irrationalitaten als Zahlen 
charakterisiert, zum ersten Male scharf heryorgehoben. Freilich sind 
hierbei unter Irrationalzahlen immer nur gewisse einfache Wurzelgrossen 
zu yerstehen — eine Einschrankung, die sich teils aus der damals 
noch bestehenden Alleinherrschaft der JEuklidiscJien Methoden in der 
Geometrie erklart, teils aber auch aus dem Umstande, dass die Auf- 
suchung der n ten Wurzel aus einer zwischen g n und (#-f~ l) n ( g= ganze 
Zahl) gelegenen ganzen Zahl die einzige Aufgabe war, deren Nicht- 
losbarkeit durch eine rationale Zahl man damals wirklich nachweisen 
konnte 10 ). 

3. Der Irrationalzahlbegriff der analytischen Greometrie. Erst 
der allmahlich sich yollziehende Bruch mit der Geometrie der Alten, 
insbesondere die mit dem Erscheinen yon Descartes' Geometrie (1637) 
beginnende Entwickelung der analytisch-geometrischen Methode, so- 
dann die Erfindung der Infinitesimalrechnung durch Leibniz und Newton 
(1684; 1687) schuf das Bedurfnis, die Aquivalenz zwischen Strecken 
und Zahlen weiter auszubilden und den Irrationalzahlbegriff dem- 
entsprechend zu yervollstandigen. Hatte schon Descartes beliebige 
Streckenverhdltnisse mit einfachen JBuchstaben bezeichnet und damit 
wie mit Zahlen gerechnet, so erscheint die Aussage, dass jedem Ver- 
hdltnis zweier Quantitaten eine Zahl entspreche, an der Spitze yon 
Newton's Arithmetica universalis (1707) geradezu als Definition der 
Zahl 11 ). Und noch specieller an den geometrischen Begriff der 

9) A. a. 0. Fob 103 b , Zeile 3 von unten: „Item licet infiniti numeri fracti 
cadeant inter quoslibet duos numeros immediatos, quemadmodum etiam infiniti 
numeri irrationalen cadunt inter duos numeros integros immediatos. Ex ordi- 
nibus tamen utrorumque facile est videre, ut nullus eorum ex suo ordine in alte- 
rum possit transmigrare. Ci 

10) Stifel a. a. 0. Fol. 103 b . 

11) „N umerum non tarn multitudinem unitatum quam abstractam quanti- 
tatis cujusvis ad aliam ejusdem generis quae pro unitate habetur rationem in- 
telligimus. u — Freilich erscheint, wie Stolz treffend bemerkt (Allg. Arithm. 1, 
p. 94), diese Definition bei N. nur als eine Art Paradesttick: fiir eine wirkliche 

4* 
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messbaren Grosse ankniipfend definiert Chr. Wolf, ‘lessen in «lt*r craten 
Halfte des 17. Jabrhunderfcs iiberans verbreiteten LehrbUchcr trotz 
ihres Mangels an Originalitat nnd scharierer Kntik mun,rhm als 
Ausdruck der damals von der grossen Majoritat acuptu lUn A much ten 
gelten konnen: „ZaU 1st dasjenige, was sich ssur vct halt, wie 

eine gerade Linie zu einer gewissen anderen (»«-nuU*n > lha Zahl 

erscheint also als Ansdrnck for das Resultat der Mrssung outer Strecke 
durcb eine andere, welcbe die Rolle der FJnhatsstmte spte t eine 
Anscbauung, die bis in die neuesfce Zeit lunein zur o.t.ztg hemchen- 
den wurde und auch nock heutzutage von einzolnon Mathematikorn 
streng festgehalten wird. Jeder Strecke (oder auch vorm."»gf einer 
einfaehen und bekannten Modifikation — jedem Paulite finer Ueraden) 
entspriebt nunmebr eine bestimmte Zahl, namlich entwedcr cine ra- 
tionale oder eine ir rationale , d. b. zunaebst ein nacli goeigneten Hegeln 
(Euklidiscbes Yerfahren zur Aufsuchung des gn.sston gotneimsehaft- 
licben Masses 13 ) oder unbegrenzte Untertoilung tier niessemlen Kin- 
beitsstrecke) zu gewinnender unbcgrmzt forlxrtzlmrr Algoritltnins in 
rationalen Zahlen (unendlicber Kettenbruch, unondiielier llezintulbrut-h); 
die BerecMigmg, ein solcbes mlegrenzks System von Uatiunnleahlvn 
als eine eineige bestimmte Zahl zu betraebten, wird tlaini ausM-iiliess- 
beb darin erbliekt, dass dasselbe als arithnietisrlns Aguiralnit einer 
gegebenen Strecke mit Hiilfe dersdben MmiuujmvUnult n gei'nnden wird, 
welcbe fur andere Strecken eine bestimmte rationale Zahl liejern. Itur- 
aus folgt nun aber keineswegs, dass man unigekehrt auch hciechf igt 
ist, ein beliebig vorgelegtes arithmdisches Gebilde der bc/cicluieten Art, 
in dem eben definierten Sinne als Irratiouahahl zu briraeldeji, d. h. 
die Existenz einer jenes Grebilde hei geeigneter Mes-uug er/eugenden 
Strecke als evident anzusehen u ). Diescr fttr die kmi ■•.cijitente Aus- 

Ausbildung der Irrationalzabltheorie auf tirund «i«*r Kukhdi « h*‘n V * i hliit nin - 
lebre wird sie keineswegs ausgeniitzt. (Vgl. amdi: '/,m W«*r 

Alten, Math,. Ann. 22 [1888], p. 616.) 

12) Elementa Matbeseos universal;. 1, Hula** I Tin: Klnmuia An! iimrhr.n*, 
Art. 10. (Ich zitiere nacb der mir vorliegend»*» zw»‘iti*u Autiag*- ;..u IT :ui 

13) Eucl. Elem. X, 2, 3. A. M. Lcgvmhr, (i.-nmrtnr. I.mv HI, f'ndd it#. 

14) Der oben citierte Chr. Wolf weiss himilier nur bd^.-nd.- ; sn a. 

a. 0. Art. 296): „In geometria et analysi clciwm.draibtur, tab- radii »■ ,jua.‘ adii 
dari non possunt, esse ad unitatem ut redam Jineam ad iM.nn alum, 
quenter numeros eosque irrationales, cum ex hvjn.fh.vi r.if i„i, ;i |.. . wu pint “ 
Das lauft doch scbliesslich wieder daniuf hinaun. da>* um dm nriihmdvrh dr- 
finierten Irrationalitaten lediglieb die gmmdrisch hmstruu rhnrt n .»! Z*Ul*n m 
betraebten sind. Dabei springt nun Mich U\ mit dem Ib-rhl- dn ,/,"wdri- 
schen Konstruierharheit in der Weise leiebtiertig urn, dan. y . B. be- 



4. Das Cantor-Dedekind’sche Axiom und die arithmetischen Theorien. 53 

bildung des Irrationalzahlbegriffs fundamentale Punkt wurde bis in die 
neueste Zeit teils mit Stillschweigen iibergangen, teils mit Hulfe an- 
geblicher geometrischer Eyidenzen abgethan oder durcli metaphysische 
Kedensarten iiber Stetigkeit, Grrenzbegriff und Unendlichkleines melir 
yerdunkelt, als aufgeklart. 

4. Das Cantor-Dedekind’sche Axiom und die arithmetischen 
Theorien der Irrationalzahlen. G. Cantor hat wohl zuerst scharf 
heryorgehoben, dass die Annahme ? jedem nach Art einer Irrationalzahl 
definierten aritlmetischen Gebilde miisse eine bestimmte Strecke ent- 
sprechen 7 weder selbstverstandlich , noch beweisbar erscheine, yielmehr 
ein wesentlich.es, rein geometrisches Axiom involyiere 15 ). Und fast 
gleichzeitig hat B. Dedehind gezeigt, dass das fragliche Axiom (oder, 
genauer gesagt, ein ihm gleichwertiges) derjenigen Eigenschaft, welche 
man bisher ohne jede mldngliche Definition als Stetiglceit der geraden 
Linie bezeichnet hatte, erst einen greifbaren Inhalt giebt 16 ). Uni die 
Grundlagen der allgemeinen Arithmetih yon einem derartigen geome - 
trischen Axiome yollig unabhangig zu niaehen, hat jeder der beiden 
genannten Autoren seine besondere rein arithmetische Theorie der 
Irrationalzahl entwickelt 17 ). Einer anderen, gleichfalls rein arithme - 
tischen Einfuhrungsart hatte sich schon seit langerer Zeit K. Weiersbrass 
in seinen Vorlesungen iiber analytische Funktionen bedient 18 ). Cantor 


liebig holier Ordnung ohne weiteres als Jconstruierbar ansieht und diese sodann 

m . — 

zur angeblichen Konstruktion von yx beniltzt! (a. a. 0. Elementa Analyseos, 
Art. 630). 

15) Math. Ann. 5 (1872), p. 128. 

16) Stetiglceit und ^rationale Zahlen. Braunschweig 1872. — Das betreffende 
Axiom erscheint daselbst in folgender Eassung: „Zerfallen alle Punkte der Ge- 
raden in zwei Klassen von der Art, dass jeder Punkt der ersten Klasse linlcs von 
jedem Punkte der zwciten Klasse liegt, so existiert ein und nur ein Punkt, wel- 
cher diese Einteilung . . . hervorbringt.“ 

17) A. a. 0. — Die Cantor'' sche Theorie wurde ungefahr urn dieselbe Zeit, 
wie von ihrem Verfasser selbst, auch von E. Heine (mit ausdriicklichem Hin- 
weis auf miindliche Mitteilungen Cantor's) in etwas ausffihrlieherer Weise publi- 
ziert: J. f. Math. 74, p. 174 ff. — Dagegen hat Ch. Moray die Grundlagen dieser 
Theorie unabhangig von Cantor gleichfalls aufgefunden und ungefahr gleichzeitig 
mit Cantor und Heine veroffentlicht in seincm: Nouveau Precis d’Analyse infini- 
tesimale, Paris 1872. 

18) Die Grundprinzipien der TE.’schen Theorie hat zuerst H. Kossalc kurz 
mitgeteilt in einer Programmabhandlung des Werder’schen Gymnasiums, Berlin 
1872 (p. 18 ff.). — Ausfuhrlicheres findet man bei S. JPineherle , Giorn. di mat. 
18 (1880), p. 185 ff. — 0. Bicrmann, Theorie der analytischen Eunctionen, 
Leipzig 1887, p. 19 ff*. 
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selbst hat im 21. Bande (1883) der Math. Ann. (p. 505 If.) alle dm 
Definitionsformen einer kritischen Vergleichung unferzogen and bei 
dieser Gelegenheit seine erste Darstellung (wohl mi Ansehlusg an die 
yon Heine gegebene) einigermassen modificiert, denari, dass die Tren- 
nung der zu definierenden Irr ationalzdh l von jeglicliei I ft taizvarstelliifig 
noch scharfer zum Ausdruck kommt. 

5. Die Theorien von Weierstrass nnd Cantor. Die Weier- 

strass’ sche Theorie und die etwas bequemer zu handhabende Cantor 
welche man mit Heine 19 ) passend als eine glfiekliehe b ort bibbing der 
ersteren bezeichnen kann ; kniipfen beide an eine besfimnite formate 
Da/rstellung der Irrationalzahlen an, als deren einfuehster und jeder- 
mann gelaufiger Tjpus diejenige durch imendhehe Itezimaihruehe er- 
scheint 20 ). Wahrend aber W. hierron das Prinzip der Summnihildung 
als ausschliessliches EneugmgsmomentbdhiMtll, so entniimut (\ jenem 
Vorbilde den allgemeineren Begriff der sog. Fnndam* nUdnihr } d. h. 
einer Reihe von rationalen Zahlen a v van der Besehalleuhtd! , class 
| — a v \ fur einen Mnldnglich gross gewnhlten Wert von v und 
jeden Wert von g leliebig Mein wird. WesmtUrh ist sodami, class die 
zu definierende allgemeine reelle Zahi (welche je naeh linstiinden c*jue 
rationale oder irrationale sein kann) nieht etwa als Sum am i*j u,*r f) uu- 
encUichen <( Anzahl von Elementen oder als „ utnndlirh nitfrrnhw" Glied 
einer Reihe durch irgend welchen nebelhaften Grncpnc* * gcviuiinen 
wird. Dieselbe erscheint vielmehr als ein ferfiges, nm <}* schaffnas 
Objekt, oder, noch konkreter naeh lldntr 1 ), als ein anus Znhlzdrhnu 
dessen Mgenschaften aus denjenigen der definiereml»*n mtinimloii Ele 
mente eindeutig festgestellt werden, dem ein nm/mtig htstimmftr lint: 
innerhalb des Gebietes der rationalen Zahlen angrw i,« rI1 V \ ird lUl( | 
mit welchem nach bestimmten Regeln gmrhmf : i wrnb*n kann. Die* 


19) A. a. 0. p. 173. 

20) Eine ausfuhrliche Darstellung der Cantor'*- h«*n Th.^n-, u.i.jm /.werk» 

massig die Lehre von den systemalischen HrUvhn V»Ta!]^. Jf ,» ,Pr lw. ■. 

Br.) zum Ausgangspunkte nimmt, findet man hei Stul \lh> \ nt hm \ » «r tv . 

eine andere, fur den Anfiinger gleichfalls niehf unz^huM R ir t.-II.inJ * 1 J 
welcher zur Definition der Irrationalzahlen und ihrer Uvrhwiu^ ’w 

monotone Zahlenfolgen (s. Nr. U dieses Arlikel* ,ii, /, * 

VorL fiber die Natur der Irrationalzahlen (Lpz. i.vtrj . j, p f otmnn, 

21) A. a 0. p. 173: „Ieh sfcelle mirth bei der iMitnti.,,* d. r / ud-n inf 

denrem formalen Standpunkt, indent ivh qnrissr „ m/ 7„ ir , A , h „ /,/ 

» te * m>rn d»,r Wta i, i„ y Z , ", T 

Math. Ann. 21 (1883), p. 553. Au,i "'“ ' " ,,hr: 

a a VI*-*** ^ °‘ Art ' I8 ’ ;iH ' n " r ’ m> "‘ « " !‘ 21 linn, 

• p. 177. Cantor , Math. Ann. 5, p. i»i, p, ;,»;s 
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auf diese Weise definierten allgemeinen reellen Zdhlen sind natiirlich 
zunachst nicht als Zeiciien fur bestimmte Quantitaten (zahl- oder mess- 
bare Grossen) anzusehen, und die fur sie definierten Begriffe „grdsser“ 
und „Jcleiner“ bezeichnen demgemass keine Quantitatsunterschiede , son- 
dern lediglich Successionen. Insbesondere erleidet hierbei also auch 
der BegrifF der rationalen Zahlen eine Erweiterung in dem Sinne ; dass 
sie als Zeichen erscheinen, denen in erster Linie lediglich. eine be- 
stimmte Succession zukommt 23 ), und die wohl bestimmte Quantitaten 
vorstellen konnen, aber nicht miissen. Wird dieser entscheidende Punkt 
iibersehen 24 ), so erscheinen Einwendungen begreiflich ; wie sie von E.Illi- 
gens gegen die Theorien von Weierstrass und Cantor mit Unrecht erhoben 
worden sind 25 ). Dass im iibrigen die Weierstrass-Cantor’sohen Zahlen 
(einschliesslich der irrationalen) zur Darstellung bestimmter Quantitaten 
z. B. Strecken beniitzt werden konnen , ist von den Yerfassern der be- 
treffenden Theorien ausdriicklich gezeigt worden 26 ): jeder StrecJce ent- 
spricht (nach Fixierung einer beliebigen Einheitsstrecke) eine und nur 
eine bestimmte Zahl. Das Umgelcehrte gilt natiirlich wiederum nur 
fur rationale und spezielle irrationale Zahlen; fur beliebige Irrational - 
zahlen nur dann y wenn man das in Art. 4 erwahnte geometrische 
Axiom gelten lasst 27 ). 

6, Die Theorie von Dedekind. Dedekind definiert die Irrational- 
zahl ? ohne direkte Beniitzung irgend eines arithmetischen Formalismus, 
mit Iiiilfe des von ihm eingefuhrten Begriffs des „Schnittes“ 28 ) y darunter 
versteht er eine Scheidung aller Rationalzahlen in zwei Klassen von 


23) Man kann, von diesem Begriffe der eindcutigen Succession ausgehend, 
zu einem vollhommen eiriheitlichen Aufbau der Zahlenlehre gelangen, wenn man 
von vornherein die naturlichen Zahlen nicht, wie iiblieh, auf Grand des Anzahl- 
begriffs als Kardinafadhlen, vielmehr (nach dem Yorgange von H. Helmholtz und 
L. Kronecker) als Ordinalzahltm einfuhrt. Ygl. meinen Aufsatz Munch. Ber. 27 
(1897), p. 325. 

24) S. z. B. P. Lipschitz, Grundl. d. Anal., Abschnitt I, und vgl. meinen 
Vortrag: Dber den Zahl- und Grenzbegrift* im Unterricht. Jahresb. d. D. M.-Y. 
6 (1848), p. 78. 

25) Math. Ann. 33 (1889), p. 155; desgl. 35, p. 451. lteplik von Cantor: 
ebend. 33, p. 476. — Vgl. auch Pringsheim, Munch. Sitzber. 27, p. 322, Fussnote. 

26) Pincherle a. a. 0. Art. 19. Cantor, Math. Ann. 5, p. 127. 

27) Bei Pincherle, dessen Darstellung der TV.’schen Theorie freilich keines- 
wegs als eine authentische angesehen werden kann, wird merkwilrdiger Weise 
jenes Axiom (in der Dedekind’ scheii Form) wiederum als eine selbstverstandliche 
Thatsache betrachtet (a. a. 0. Art. 20). 

28) A. a. 0. § 4. 
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Individuen (a,) and (a,), so dass durchweg ^ < «*■ |«t <Jann unter 

den Zahlen a, eine grosste oder nnter den Zahleu « a oim kletnt sfc, so 
ist die betreffende (rationale) Zahl gerade duyemge wele ho den frag- 
lichen Schnitt hervorbringt. Im andem M e wml demnelben «,« *» 
Individuum «, eine Irratiomlzahl zugcumlnet und ala 
diesen Schnitt hervorbringend angesehen. Auf Grand d«*wr Definition 
lassen sich sodann die Beziehungen dieser neuen Zahleu « unterein- 
ander und zu den rationalen Zahlen a, sowie die eicmentaren Heehen- 
operationen eindeutig feststellen, wie D. selbsfc im wenentlielien .lurch- 
gefiihrt hat. Eine ausfiihrlichere Darstellung in mchr ;/<:», wtrm-ftm 
Gevande hat if. Pasch in seiner „Einleitung in die Differentinl- und 
Integral-Rechnung“ gegeben 29 ) und dieser spater einige Mudilikutinnen 
hinzugefugt 30 ), welehe die in Wahrheit docli we.sentliehe nrithmrtmhe. 
Grundlage jener Theorie deutlicher hervortreten lassen. 

Gerade dadurch, dass die DedekincCna he Kint'ilhrungsart der Ir- 
rationalzahlen an keinerlei arithmetischen Algorithmic uukniijd't, ge- 
winnt sie den Vorzug einer ganz besonderen Kilrze und Priignunz. 
Aus dem namlichen Grunde erscheint sie aber aueh merklieh ab- 
strakter und schliesst sich dem Kalkfll weniger bei|tiem an, als die 
Cantor 1 sche. Nicht unzweckmassig hat duller ,1. Tnmurtj in seiner 
^In troduction a la Theorie des Fonctions“ 31 ) eine Darrtellung gewiihlt, 
welehe von der Ledelcind ’ schen Definition aiisgehend wei<erhin dtireh 
Heranziehung der Cantor’schen Fimlamnitnlrcihm an dessen Theorie 
Anschluss gewinnt. 

7. Du Bois-Eeymond’s Eampf gogen clio arithmetiHehon Thoo- 
rien. Der Trennung des ifa/^-Begrill's von demjenigen der w, .-.slnmi 
Grosse, wie sie durch die arithmetischen Theorien der Irrational/.alden 
statuiert wird, ist insbesondere P. I hi /mix- /byneoe/ mil Hut .ehieden 


29) Leipzig 1882, §§ 1—3. 

30) Math. Ann. 40 (1892), p. 149. 

31) Paris 1886, Chap. 1. — bbrigens begelit 1 Mint iu • oi* u Int-un, uenii 

er (p. IX) den eigentlichen Grundgedanken iler I>nl,l,in>i',-\,-u ./ 

tramd (Traitd d’Arithmdtiqne) zuKchreild,, wie Unh kiwi mil I;.-, in ,i,., \„ r 
rede seiner Sehrift: „Was sind und was si.llen die Zahlen" 1 h.-i ., | lilt 
(p. XIV). Bertrand beniitzt die Leiden im Te\te mil i, 

Klassen thatsiichlich nur, ganz wie die iilteren MathematiU, , .m „wi, wibrt-u 
Darstellung der Irratiomlzahl; ihre Definition kniijitt er - A , r ,j jm 

fremden Begriff des Sclmittes, sondern durrhaus an d.-m.-mp. „ .e-r • harm 
Grosse (s. a. a. 0. 11. Aufl, 1895, Art. 270. „„,i , r 1,11 ,-h»ei 

gend far die Begriindung der Addition und Multi, dik.iteu, ,i. r inatemal/ahle,, 
(Art. 314. 315) das Axiom des Art. 4. 
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heit entgegengetreten 32 ). In seiner „Allgemeinen Funktionentheorie" 
(Tiibingen 1882) verwirft er dieselbe als formalistisch, die Analysis 
zu einem blossen Zeichenspiele herabwurdigend 33 ), und betont aus 
liistoriscben und philosophischen Grrunden den untrennbaren Zusam- 
menbang der Zahl mit der messbaren oder, wie er sie nennt ; „linea- 
ren“ Grosse. Dabei reduziert er die in dem Axiome des Art. 4 ent- 
haltene For derung auf diejenige der Decimalbruchgrenze , d. h. der 
Fxisten z einer bestimmten Streclce, welehe (in dem oben — Nr. 3 — 
naher erorterten Sinne) einem beliebig vorgelegten unendlichen Dezi- 
malbruche entspricht 34 ). Er sieht nun diese Aussage nicbt ohne wei- 
teres als ein Axiom an ; sondern untersucht, in wieweit sich dieselbe 
durch Betrachtungen wesentlich psychologiscber Natur begrunden lasse. 
Tiber den erkenntnistheoretischen Wert dieser Auseinandersetzung 35 ) 
wird an spaterer Stelle zu bericbten sein 36 ). Ptlr den Mathematiker 
kommt dabei schliesslicb kaum etwas anderes heraus, als dass er die 
fraglicbe Porderung als Axiom gelten lassen muss, wenn er die Lehre 
von den IrrationalzaUen auf diejenige von den messbaren Grossen be- 
grunden will. Es ist dies der Standpunkt, den in neuester Zeit G. Ascoli 
gegenuber den aritbmetischen Irrationalzabltheorien als den ihm einzig 
natiirlich erscheinenden hervorgehoben bat 37 ). Immerhin diirfte sich 
heutzutage die bei weitern grosse Mebrzahl der wissenscbaftlichen Mathe- 


32) TIerm. Hanlcel (Theorie der complexen Zahlensysteme) schrieb scbon 
1867, also zu einer Zeit, wo ihm hochstens die Weier str ass’ sche Theorie durch 
miindliche Mitteilung bekannt sein konnte, folgendes (a. a. 0. p. 46): „Jeder 
Versuch, die irrationalen Zahlen formal und ohne den Begriff der Grosse zu be- 
handeln, muss auf hochst abstruse und beschwerliche Kiinsteleien fiihren, die, 
selbst wenn sie sich in vollkommener Strenge durchfiihren liessen, wie wir ge- 
rechten Grand haben zu bezweifeln, einen hoheren wissenschaftlichen Wert nicht 
haben. u Es erscheint iiusserst merkwiirdig, dass gerade der Schopfer einer rein 
formdlen Theorie der Rationalzahlen fur die entsprechende Weiterbildung des 
Zahlbegriffs so wenig Verstlindnis gezeigt hat. 

33) A. a. 0. Art. 18. 

34) Diese Forderung reicht in der That hin, da sich jede beliebige, arith- 
metisch definierte Irrationalzahl als systematischer Bruch mit beliebiger Basis 
darstellen lilsst, s. Nr. f), Fussnote 48. 

35) A. a. 0. p. 1—168. 

36) YI A 2 a, 3 a. 

37) Rend. Ist. Lomb. (2) 28 (1895), p. 1060. — A. formuliert dabei jenes 
Axiom folgendermassen : „Liegt von den Segmenten a x b l7 a 2 b 27 a & b S7 ... jedes 
ganz im Innern des vorhergehenden und ist lim a n b 7l ~ 0, so giebt es stets einen 

n = te 

und nur einen Punkt, der im Innern aller dieser Segmente liegt.“ 
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matiker einer der rein mthmetischm Definitionsfor men der Irrational- 
zahlen angeschlossen haben und somit einer Trmmmg der reinm 
Zahlenlehre yon der eigmtlichen Grossenlehre ■ zustimmon 38 ). Die Ein- 
f uhr ung jenes Axioms wird bei dieser Auffassung einfc eifV>rd©rlich 7 
wenn e°s sich darum handelt, die innerhalb der reinen Arithmdik ohne 
seine Mitwirkung zu Recht besiehenden Ergebnisse in die liawn- 
anschauung zu iibertragen 39 ). 

8. Die vollkommene Aritlunetisierung im Sinn© Hxonocker’g. 
Wahrend die Anhanger der eben bezeichneten , y uriihmiimrrendm 
Richtung sich damit begmigen, die Definition der Irratimulzahlm und 
der damit auszufiihrenden Rechnungsoperationen auf die von 

den rationale n } also schliesslich von den ganzen Zuhlen zu begriinden, 
hat Kronecker einen wesentlich hoheren Grad von nth met isivrung u 
der gesamten Zahlenlehre (Arithmetik, Analysis, Algebra) a Is erstre- 
benswertes und nach seiner Meinung auch erreieh Imres Ziel hinge- 
stellt 40 ). Darnach sollen die arithmetischen Di.seijdineu idle n Modifi- 
kationen und Erweiterungen des Zahlbegriffs (aussor demjenigen der 
natiirlichen Zahl) wieder abstreifen i{ 7 insbesondere sullen also die Ir- 
rationalzahlen endgiiltig daraus verbannt werden. Dnss es je dahin 
kommen werde ; scheint mir nicht gerade wahrsrheinlirh u », Denn 
beachtet man ; was Kronecker a. a. O. zur Beseiiigung der logatimi 
und gebrochenen^) , sowie der algebraischm Zahlen vorsehliigt , so g*»- 
winnt man den Eindruck, dass die fragliehe ndlkumnu m Arithmdi » 
sierung jener Disciplinen darauf hinauslauien wiinle, d**rerj wohlerprobte 
Ausdrucksweise und Zeichensprache, welehe iiusserst nnehidte Re- 
lationen zwischen natiirlichen Zalilen in kii rzester mid vollkoninien 
praciser Weise msammenfasst, in einen hnelist weitliiutigni und M-Iiwer- 
falligen Formalismus auf midsen. 


38) Ygl. auch Helmholtz, Ges. Abh. 3 , p. 3 Mi. 

39) Ygl. F. Klein , Math. Ann. 37 (lHftOi, p :,?‘j 

40) J. i Math. 101, p. 338. -- Das iir/.wisrhrn I » <uunu . f * • Imicoj , 

gewordene Schlagwort „ArMmetmcrioit,'< ist wolil eui K . , t ^hnuuU 

worden. 

41) Ygl. meinen oben citierten Auf sat/.: Munch. sit/t..*r *.r,\ j, 

note. Ferner: E. B. Christoff el, Ann. di Mat. ,t>) if, is* 7 , p Dn InfaK. 

dieses Anfsatzes ist im iibrigen wesentlidi zahli*nth»-Mivf ii,,-hrr X.our , 

42) Die von Kronecker beniitzte, auf dem aril hiuMUm *D-r Kme 

grurnz beruhende Methode ist ubrig.ns genau Mr M u,n CM, 

zur Beseitigung der imagindren Zahlen ontwirledf wuutc ,1'unl n dr 

phys. math. 4 (1847), p. 87. Vgl. I A -J, Nr. 
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9. Verschiedene Darsteilungsformen der Irrationalzahlen and 
Irrationalitat gewisser Darsteilungsformen. Den einfachsten Typus 
von ZaMreihen zur Darstellung der Irrationalzahlen bilden die unend- 
lichen, d. b. unbegrenzt fortsetzbaren systematisehen JBruche 43 ). Schon 
bei Theon von Alexandria u ) findet sicb eine Metbode zur angenaherten 
Berecbnung der Quadratwurzeln mit Hiilfe von Sexagesimal - Briichen. 
Die letzteren blieben aucb noch im Mittelalter ausscbliesslicb in Gre- 
braucb und wurden erst seit dem 16 . Jahrhundert allmahlicb durcb 
die DmmaZ-Briiche verdrangt 45 ). Statt der in der Praxis jetzt allge- 
mein ublichen Dezimal-Brilche erweisen sicb die dyadischen 46 ), wegen 
ihrer ausserordentlicben formalen Einfacbbeit und besonderen geome- 
triscben Anschaulichkeit, fur die Zwecke analytischer Beweisfiihrung 
als vorzugsweise geeignet. 

Die nicht-periodischen unendlicben Dezimalbriiche diirfen als die 
ersten aritbmetischen Darsteilungsformen gelten, deren Irrationalitat 
man (auf Grund der eindeutigen Darstellbarkeit jedes rationalen Bru- 
ches durch einen allemal periodischen unendlichen Dezimalbruch 47 )) 
ausdriicklich erkannt bat. Dass umgekehrt jede Irrationalzahl durcb 
- einen unendlichen Decimalbrucb (bezw. systematisehen Bruch mit be- 
liebiger Basis) eindeutig darstellbar ist, wurde von Stolz allgemein 
bewiesen 48 ). 

Eine zweite fundamentale Darstellungsform der Irrationalzahlen, 
namlich durch unendliche Kettenbriiche 49 ) knupft gleichfalls an das Pro- 
blem der Quadratwurzelausziehung an. Die Berechnung einer Quadrat- 
wurzel mit Hiilfe eines unbegrenzt fortsetzbaren regelmassigen Ketten- 
bruches 50 ) lehrte zuerst (freilicb nur an Zalilen- Beispielen) Pietro 


43) Eine ausfiihrliche Theorie derselben bei Stolz , Allg. Arithm. 1, p. 97 IF. 

44) Um 360 n. Chr. M. Cantor, 1 , p. 420. 

45) Ygl. M. Cantor , 2, p. 252. 565 — 569. — Siegm. Gunther, Verm. Unters. 
zur Gesch. der math. Wissenscli. (Leipzig 1876), p. 97 ft. 

46) Auf die Vorziige des dyadischen Systems hat u. a. Leibniz besonders 
aufmerksam gemacht: M<hn. Par. 1703. (Opera omnia, Ed. Dutens, 3, p. 390.) 

47) Joh. Wallisii de Algebra Tractatus (1693), Cap. 80. 

48) A. a. O. p. 119. 

49) In Wahrheit ware diese Darstellungsform durch den geometrischen 
Ursprung der Irrationalzahl als Verhaltnis incommensurable r Strecken und durch 
die Euklidische Methode zur Eeststellung der Commensurabilitat bezw. Incom- 
mensurabilitat (Elem. X 2, 3) unmittelbar angezeigt gewesen. Die historische 
Entwickelung hat indessen einen anderen Gang genommen. 

50) D. h. eines solchen, dessen Teilzahler durchweg = 1, dessen Teilnenner 
natiirliche Zahlen sind. 
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Cataldi 51 ), welcher darnach iiberhaupt als JErfmder der EeUenbruche 
anzusehen ist 52 ). Das von Cataldi aufgefundene rein numerische Ver- 
fahren erscheint unter der Form einer allgemeinen analytischen Methode 
bei Leonhard Euler, dem man die erste zusammenhangende Theorie 
der Kettenbruche verdankt. Scbon in seiner ersten Abhandlung 53 ) 
iiber diesen Gegenstand zeigt er u. a. folgendes: Jeder rationale Bruch 
lasst sich durch einen endlichen , jeder irrationale durch einen unend - 
lichen regelmdssigen Kettenbruch darstellen. Insbesondere liefert die 
Entwickelung einer Quadratwurzel stets einen periodischen regelmassi- 
gen Kettenbruch; umgekehrt geniigt jeder convergente Kettenbruch 
dieser Gattung einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Co- 

effieienten 54 ). Sodann werden die Zahlen e, — - — u. a. durch Ket- 

tenbriiche dargestellt 55 ) — zunachst freilich rein numensch (d. h. indem 
naherungsweise gesetzt wird: e ==2,1 1828 182845904). Das auf diesom 
Wege durch blosse Induction gefundene Gesetz fur die Bildungsweise 
der unendlichen Kettenbriiche wird aber hierauf auch analyt'mh wirklich 
bewiesen: damit hat in der That Euler die Irrationalitdt von e und <r 
zum ersten Male festgestellt 56 ). 

Mit Htilfe allgemeinerer Kettenbruch -Entwickelungen gelang <\s 
sodann Jok Heinr. Lambert* 1 ), die Irrationalitdt von <f, tang./.* und soinit 
auch von \gx, arctang x fur jedes rationale x, insbesondero f,H ) also <li«*- 
jenige von a? (= 4 arctang 1) nachzuweisen 56 ). Eine Abkiirzung diesor 
Beweise und zugleich ein allgemein niitzliches Hiilfsmittel zur Erkeimtnis 


51) Trattato del modo brevissimo di trovare la radico quadra dclli numeri. 
Bologna 1613. 

52) Auch die heutige Bemchnung der Kettenbriiche (sowohl .lie gowiilm- 
liehe, als auch die gedrangtere, vgl. Pussn. 338) findet sich scbon hoi mil. .l ( . m 
einzigen Unterschiede, dass er & statt + (bezw. ■& statfc +) .sehreihf, (sn z H. 
a. a. 0. p. 70). Die Annahme, dass schon die Griechen, insb.wmdon; Archimrde s- 
wx&Theonvm Smyrna (um 130 n. Chr.), die Bereclmung von QuadraUvurzoln mil, 
Hulfe yon Kettenbruchen un Prinzipe gekannt hiitten, herulit le.liglioh auf K.m- 
jekturen. Vgl. M. Cantor , 1 , p. 272. 360. 

53) De fractionibus continuis. Comment. Petrop. y ( 1737 ) ? p, «jh 

• , 54 ) Dleser Satz bildet bekanntlieh die Grundlage wichtiger’unlcr.siicluuuom 

n der Theone der (piadratischen Pormen (Euler, Lagrange, Legendre, hinefdH , 
s I B Sal mimenschen Aufl6sung algebraiscber Gteichungun (Lagrange, 

55) Die Bezeichnungen e und % stammen von Euler, vgl. F. liudin Archi- 
medes, Huygens, Lambert, Legendre. Leipzig 1892 p 53 

56) Vgl. meine Note in den Munch. Sitzber. 1898 p’ 325 

58) A!t'. O. ^ BerliD ’ Ann& 1761 {gedrU ’ ckt 1768 -'- !*• 
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des Irrationalen lieferte Legendre's Satz yon der Irrationalitdt eines 
jeden unendlichen Kettenbruch.es: 




+ 4 SJ ±---±^± 


fiir den Fall ; dass die ~ gewohnliche achte Briiche sind 59 ). Mit Be- 

nutzung dieses Satzes dehnte zunachst Legendre den Irrationalitats- 
beweis noch auf % 2 aus. Auch beruht darauf z.B. der yon G.Ei$enstein m ) 
gegebene Beweis fur die Irrationalitat gewisser in der Theorie der 
elliptischen Funktionen vorkommender Reihen und Produkte, wie: 




nr\ v 




(wo p eine ganze, r eine rationale positive Zahl) 61 ). 


10 . Forfcsetzung. Die Ausdelmung des binomischen Satzes auf 
gebrochene Exponenten 62 ) lehrte die Wurzeln eines beliebigen Grades 
durch unendliche Reihen darstellen und lieferte damit zugleich den 
ersten allgemeinen Reihentypus von unmittelbar erkennbarer Irratio- 
nalitat. Er scheint lange Zeit der einzige dieser Gattung geblieben 
zu sein. Der in die meisten Lehrbiicher iibergegangene direhte Beweis 
fiir die Irrationalitat der bekannten e-Reihe riihrt erst von J. Fourier 
her 63 ). Durch Anwendung eines ganz analogen Beweisverfahrens zeigte 

Stem 64 ) die Irrationalitat der Reihe: 2 p V ( 1 Mv ? ( wo Pj Q. natiirliche 
Zahlen ; (m v ) eine unbegrenzte Folge natiirlicher Zahlen ; fur welche 
M v +t — m v mit v ins Unendliche wachst) und: 'S + (jO^ • ■ • ?iv)~~ 1 
(wo p l7 p 2 , p- 6 , ... eine unbegr. Folge wachsender natiirlicher Zahlen), 
sowie einiger ahnlicher, etwas allgemeinerer Reihen und damit iiqui- 
valenter unendlicher Produkte. 


59) filaments cle g^om^trie (1794), Note IY. (Auch abgedruckt in der oben 
citierten Schrift von Rudio p. 161.) Ygl. Nr. 49. 

60) J. f. Math. 27 (1848), p. 193; 28 (1844), p. 39. 

61) Die weiteren Untersuchungen in dieser liichtung beschaftigen sick we- 
sentlick mit der Scheidung der Irrationalitaten in algebraische und transcendent e. 
Hieriiber (speziell auch iiber die Transcendent von e und n) s. I C 2. 

62) Um 1666 durch Newton (Brief an Oldenburg voru 24. Okt. 1676 — 
s. Opuscula, Ed. Castillioneus , 1 (1644), p. 328). N. fand den fraglicken Satz 
lediglich durch Induktion. Den ersten strengen, rein elementaren Beweis (d. h. 
ohne Anw. der DifF.-R.) gab Euler: Nov. Comment. Petrop. 19 (1774), p. 103. 

63) Nach Stainville, Melanges d’analyse (1815), p. 339. 

/yj\ T J? n/r n ~ — 
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W. L. Glaisher 65 ) maclite darauf aufmerksam, dass man die Irratio- 
nalitat der von Msenstein betrachteten Reihen J:p , (—1 ) v 'p-* 
nnd der allgemeineren: •!>-“>' ( w 0 Wv S ewissen Kedingungen 

o'eniigende nat. Zablen) ganz unmittelbar erkennt, wenn man dieselben 
als systematised (offenbar K «-periodische) Bruche nut der Basis p 
auffasst. Aucb weist er mit Httlfe von Kettenbruch-Entwickelungen die 
Irrationalitat versebiedener anderer Reihen nach, die im wesentlichen 
mit den von Stem bebandelten zusammenfallen. . 

Eine der Exponentialreihe naehgebildete, eindeutige Darstellung 

jeder acht-gebrochenen Irrationalmlil dureh die Reihe v , (wo m, 

eine natiirlicbe Zahl <v) hat Cyp. Stephanos angegeben “); die Summe 
der Reihe liefert dabei eine rationale Zahl dann und nur dann, wenn 
von irgend einem bestimmten v ab dureh weg m r —v 1. i'l>rigenn 
erscheint diese Darstellung nur als ein spezieller Fall einer sclion 
friiher von G. Cantor gegebenen 67 ). Eine anderc ebenfsdl.s eindeutige 
Darstellung alter zwischen 0 und 1 gelegenen Zahlt-n durdi Reihen 
von der Form: 

cc 

__1 l SI 1 

m 1 + 1 * A** Wi(w, + !/'*• .(»*,, ! 1 

rOhrt von J. Lilroth her 68 ). Die ratiamlcn Zahlon lhdbrn nMs prrio- 
dische, die irrationalm dagegen niditperwdischv Hfihfii dimsrr Art 
vice versa. 

Hierher gehort schliesslich noeli ein<* von (I. ('anh>r'' tJ i imtg«*t<dlt<* 
eindeutige Darstellung aller liber 1 hVgmnlm Zahh*n (itnvli uiwiul 

liche Produkte yon der Form: f 1 -f J )> i«* w, nat. Zah* 

i ' 1 

len und Dabei sintl <lb‘ irrationalm Zahlt-n datiureh 

ckarakterisiert, dass fiir unendlich Wrrti* \<>n r: ///, ; , niy\ 

wahrend bei jeder rationalen Zahl von oinom gi*\\i:vs**ji \\Vrt«* v an 
durchweg die Beziehung m r +i = m y r beshdit v< ’-. 

65) Philosophical Magazine 45 (London 1*7 lh. j» i*m 

66) Bull, de la S. M. d. F. 7 (1*79,, p. hi. Km.- iuniai.ui.-nthfore- 
tische Anwendung dieser DarstelhmgKwoiw' l..*i (,' Jhtrhtnu , Aim dr l’Keole 
norm. (2), 7 (1879), p. 200. 

67) Z. f. Math. 14 (1869), p. 124. 

68) Math. Ann. 21 (1886), p. 411. — hanrlM gi,-M L am-Ji j.» rim? An- 
wendung auf Funktionentheorie und Mi?ng<»ni**hr«v 
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II. Grenzbegriff. 

11 . Der geometrische Ursprung des Grenzbegriffs. Der zum 
Irrationalzahlbegriffe in engster Beziehung stehende allgemeinere Be- 
griff der Grenze oder des Grenzwertes einer irgendwie definierten, der 
Anzahl nach unbegrenzten Zahlenmenge ist aus dem scbon von Euklid 
und Archimedes beniitzten Prinzipe der Exhaustion 11 ) in Verbindung 
mit der erst der neueren Zeit angehorigen Anwendung des Unend- 
lichen hervorgegangen. Das Exhaustions - Prinzip erscheint bei den 
Alten unter der Form eines zur Yergleicbung von Flachen und Kor- 
pern dienlicben rein apagogischen Beweisverfahrens, dessen Kern fol- 
gendermassen formuliert werden kann 72 ): „Zwei geometriscbe Grossen 
A y B sind einander gleich, falls sicb zeigen lasst, dass bei Annabme 
A>B der Unterschied A— B, und bei der Annabme A<B der 
Unterschied B — A kleiner ware als jede mit A, B gleicbartige 
Grossed Die Auffassung eines von einer stetig gekriimmten Linie 
oder Flacbe begrenzten Raumgebildes als eines Polygons bzw. Poly- 
eders mit 7 yUnendlich vielen u und yyUnendlich ldeinen u Seiten findet sich 
scbwerlicb vor dem 16. Jahrbundert. Aueh hier darf wobl der oben 
bereits citierte M. Stifel als der erste gelten, welcber den Kreis als 
ein Unendlich-Vieleck und ; noch genauer, gewissermassen als letztes 
(also nach unserer Ausdrucksweise als „Grenze cc ) aller moglichen 
Polygone mit endlicher Seitenzabl definierte 73 ). Wahrend er aber 
gerade hieraus auf die Unmoglichlceit schloss, das Yerhaltnis von Peri- 
pherie und Durchmesser durch eine rationale oder irrationale Zahl 
darzustellen 73a ) ; so gelangte Joh. Kepler, von analogen Anschauungen 


als deren erstes Beispiel die bekannte TFaZ^Vsche Formel fur — erscheint 

(s. Nr. 11 Gl. [52]), gab Ch. A. Vandermonde, Mem. de PAcad., Paris 1772. (In der 
deutscben Ausgabe von F.’s Abhandl. aus der reinen Math. [Berlin 1888J, p. 67.) 

71) Vgl. Art. „Exhaustion“ in KliigeV s W. B., 2, p. 152. — Eine kriti- 
schere Darstellung giebt Hermann llanlcel in Ersch und Gruber's Encyklophdic, 
Sect. I, Bd. 90, Art. „Grenze iC . 

72) Stolz , Zur Geometrie der Alten. Math. Ann. 22 (1883), p. 514. Allg. 
Arithm. I, p. 24. 

73) A. a. 0. Fol. 224 a . Def. 7. 8: „Reete igitur describitur circulus mathe- 
maticus esse polygonia infinitorum laterum. Ante circulum mathematicum sunt 
omnes polygoniae numerabilium laterum, quemadmodum ante numerum infinitum 
sunt omnes numeri dabiles. 

73 a ) A. a. 0. Fol. 224 b . Def. 12. Beachtet man, dass Stifel den allgcmeincn 
Irrationalz ahlb egriff noch nicht hatte (cf. Nr. 2), so darf der obige anscheinend 
falsche Schluss nicht nur als vollkommen logisch, sondern geradezu als ein clia- 

rQ.lrf.Aria+ior»V> net V a ~ / -7- 1 r,f * * ' 
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ausgehend, zu braucbbaren Formeln fur die Kuhatur von Rotations- 
korpem 74 ).’ Kurze Zeit darauf erschien Bonav. Cavalieri’s Gcometrie der 
Indivisibilien 76 '), welcbe, erheblich iiber Kepler’s Spezialuutersuchungen 
hinausgehend, unbeschadet der einigermassen mystischen Natur jener 
„Indivisibilien“ als die erste grundlegende Darstellung drier allge- 
meinen wissenschaftlichen Kxhaustionsmethode angesehen zu werden 
pflegfc 76 ). 

12. Die Aritlimetisierung des Grenzbegriffs. Zu einer arith- 
metischen Formulierung des Grenzbegriffs , wie sie im wesentliclien 
beute no eh iiblich ist ; gelangte John Wallis ) ; in deni er ; das um~ 
standliche a/pagogische Yerfahren der Alten verlassend, Cavalwri’s di- 
rekte geometrische Methode ins j/LrithvnetiscJic iibersetzte ~~~ deni Sinne 
nach und in heutiger Ausdrucksweise etwa folgendermassen : 

Eine Zahl a gilt als Grenze einer unbegrenzt fortsetzbaren Zab- 
lenreihe a v (V = 0,1,2,... in inf.) ; wenn die Different a — a v mit 
hinlanglieh wachsenden Werten von v beliebig Idem™) wird. 

Diese Definition welche die arithnetische Beziehung jener Grenze 
a zu den Zahlen a v yollkommen fixiert ; sobald die Zahl a f who mi ist 
oder zum mindesten ihre j Existent von vornberein feststeht, liefert 
aber noch kein Eriterium , um eventuell aus der Beschafienheit der 
Zahlen a v auf die Existenz einer Grenze schliessen zu konnen. In 
dieser Hinsicht nahm man immer wieder seine Zulluelit zu gemneln- 
schen Yorstellungen und Analogien, aus denen man danii olme wei- 
teres die Existenz der fraglichen Grenze folgern zu konnen glaubte™). 
So z. B. sah man bei der Quadratur kruimnlinig begrenzter Ehenen- 

scharfen Denkweise StifeV s gelten. Jener Sc1i1u.sk stimuli niiinlicli voilkommen 
mit unserer heutigen Ansicht uberein, class die livid i plat bn einer krummen hinie 
ohne den allgemeinen Irrationalzahlbegriff iiberhaupt nirlif deiinierf werden kann 
Vgl. Nr. 11 . 12 . 

74) Nova stereometria doliorum. Linz 1615. (Vgl. M, Chuslvs , Hinfoire de 
la Gdomitrie (2 d ® 6d. 1875), p. 56. M. Cantor , (iesch. der Math. 2. j». 750.) 

75) Geometria indivisibilibus continuorum nova cpiadam ratinne prnmota. 
Bologna 1635. (Ausfubrliches daruber bei Klugrl, 1, Art. .J'umlivns Mvlhmlv 
des Untheilbaren e( . M. Cantor a. a. 0. p. 750.) 

76) H. Hanlcel a. a. 0. p. 189. Quisles a. a, (). p. 57. 

77) Aritbrnetica Infinitorum (1655), Prop. 43, Lemma. (In der GesamfauH- 

gabe der TT.’schen Werke — Opera omnia, Oxonian, 1605. i p. Vgl. 

M. Cantor , 2, p. 823. 

78) „Quolibet assignabili minor. 11 L. c. Pro}). 40. 

79) Icb ubergehe hier wiederum absiclitlicli alle Vorsuehe, den Orenzbegriff 

erkenntnistbeoretiscb und nsvcholomsch zti i • 


IB. Das Kriterium fur die Grenzwertexistenz. 
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stucke, bei der ReMifikation von Kurvenbogen (mit Hulfe der Qua- 
dratic bez. Rektifikation einer Reibe unbegrenzt angenaherter Poly- 
gone) die Existenz einer bestimmten Flachen - bezw. Langenzahl als 
etwas selbstverstandliches , auf Grund der geometrischen Anscbauung a 
priori vorbandenes an 80 ). Die entsckeidende Wendung zur Beseitigung 
dieser unzulanglichen Auffassung bezeicbnet Cauchy's Definition und 
Existenzbeweis 81 ) fur das bestimmte Integral einer stetigen Funktion; 
biermit wird in der That nicht nur zum ersten Male die Notwendig- 
keit deutlich gemacht, die Existenz einer Fldchenzahl ausdrucklich 
arithmetisch zu beweisen, sondern dieser Nachweis wenigstens in der 
Eauptsache wirklich geliefert — d. h. es wird gezeigt, dass zur De- 
finition jener Flachenzahl Zahlenreihen vorhanden sind ; welche das zur 
Existenz einer bestimmten Grenze erforderlicbe (sogleicb nocb naher 
zu erorternde) Kriterium erfullen 82 ). Feblt auch bei Cauchy (und 
zwar nicbt nur an der betreffenden Stelle ; sondern iiberbaupt in sei- 
nen Arbeiten) der Beweis dafiir, dass jenes Kriterium fiir die Existenz 
einer bestimmten Grenze thatsachlich hinreicht, so kann man doch 
sagen ; dass durcb Cauchy's genannte Leistung die wahre arithmetische 
JSTatur des allgemeinen Grenzproblems zum ersten Male scharf gekenn- 
zeicbnet und fiir dessen endgiiltige Erledigung der Weg gewiesen 
worden ist. 

13 . Das Kriterium fiir die Grenzwertexistenz. Das erwahnte 
Kriterium fiir die Existenz einer bestimmten Grenze lautet in seiner 
Grundform, d. h. fiir eine einfache, unbegrenzt fortsetzbare Reibe 
r eeller Zahlen (einfacb - unendliche Zahlenfolge , einfaeb - abzdhlbare 83 ) 


80) In der Stereometrie tritt die analoge Schwierigkeit schon bei der Ku- 
batur der Pyr amide auf; vgl. R. Baltzer, Die Elemente der Mathematik 2 (1883), 
p. 229. Stole, Math. Ann. 22 (1883), p. 517. 

81) Beides findet sicb schon in dem „Resume des le9ons donnees a recole 
polytechnique sur le calcul infinitesimal 44 (Paris 1823), p. 81 (nicht erst, wie 
haufig angenommen wird, in den von M. Moigno 1840—44 herausgegebenen „Le- 
90ns sur le calcul diff&rentiel et integral 4 * 2, p. 2). 

82) Zur yollen Strenge des Beweises ware nocli die Erkenntnis von der 
gleichmdssigen Stetigkeit einer schlechthin stetigen Funktion erforderlicli — was 
aber in dem hier vorliegenden Zusammenhange nicht wesentlicli ins Gewicht 
fallt. Ygl. II A 1. 

83) Vgl. I A 5, Nr. 2. — In dem vorliegenden Artikel wird im wesentlichen 
immer nur von den Grenzwerten abzdhlbarer Zahlenmengen gehandelt, da die 
Grenzwerte nichtabzdhlbarer , insbesondere stetiger Zahlenmengen (vgl. I A 5, Nr. 2. 

t.Q 1 ft's /TT A T>\ 1- 1?? J. T. m 
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Zahlenmenge) und im Anschluss an die oben gegehene Definition der 
Gremte folgendermassen: 

Damit die unbegrenzte Zahlenfolge (a„) eine bestimmte Grenze 
(einen bestimmten Grenzwert oder Limes ) a besitze, in Zeichen 84 ): 
a = lim <x v (v — oo~) oder: lim = a ; 

N V= 20 

ist notwendig und Mwreichend, dass a n +Q fdr einen Jnnlanglich 

grossen Wert von n und jeden Wert von q beliebig Mein wird 85 ). 

Die Zahlenfolge (a v ) heisst alsdann honvergent. 

Dass die obige Bedingung eine notwendige ist, folgt unmittelbar 
aus der Definition der Grenze und mag wobl bekannt gewesen sein, 
seit man sich iiberhaupt mit solchen Grenzwerten beschaftigt hat. 
Dass sie auch Mnreicht, wurde bis in die neueste Zeit als sdbstver- 
stdndlich angesehen, aber niemals ausdriiddich bewiesen. Das Verdienst, 
diese Notwendigkeit zuerst hervorgehoben zu habtm, gebiihrt Dol- 
zano m ), der den entsprechenden Beweis fur den besomleren hall der 
Reihenkonvergenz 87 ) wenigstens zu fiihren versuehtr. Derselbe ist 
allerdings unzulanglich, wie auch ein von Harm, llanhd gegebener 
(auf den allgemeineren Pall beliebiger Zahlenmengcn beztiglicher) Be- 
weis 88 ). 


betraebtungen niebt immer streng einhalten (wie z. B. oben bezfiglieh tins es- 
tates iiber das bestimmte Integral oder bei den folgenden Bemerkungen fiber 
den Beweis des Grenzwertkriteriums). 

84) Das uns beute vollig nnentbebrlich gewordene Zeielu u lim seheint mir 
zuerst von Simon L’Huilier (Exposition element, des ealeuln yiijMTieurH, Berlin 
1786 — aneb unter dem Titel: Principiorum calc, did’ d infegr. expositio Tii- 
bingen 1795) angewendet worden zu sein. Allgemoin gobrauddieh ist «*« wold 
erst seit Cauchy (Anal, algebr. p. 13) geworden (d. h. also seit ih*21 ; in dam 
grossen Traitd de calc, cliff, et integr. von Lacroix } 1810 lsiu, win! nodi jeder 
einzelne G-renziibergang umstiindlicb mitWorten bezddind Id,* oben gmiumte 
in den mir bekannten bistor. Darstellungen bei weitem nidd na<di (,',*biilir ge- 
scbatzte Scbrift BKuilierb (von der Berl. Akademie als Id ,ung dner 1784 ge- 
stellten Preisfrage preisgekront) enthiilt die erste drenge Dar.st.dlung des Gnm- 
begriffs auf Grand der Euklidiscben Verb ill tuisl dire und dor Kxhaustion.auethode. 

85) Dieser Satz mit seiner Cbertragung auf belief, ige tz. B. d.Higi*; Zahlen- 
mengen von Du Bois - Beymond als das }y allgemeine ( \,net rgt nzpruizij,* 1 be- 
zeiebnet (Allg. Funct.-Tbeorie, pp. 6. 260) - ist der eigentlidio ' Fundn me utalsatz 
der gesamten Analysis md sollte mit geniigender Betoming sfim-.s fundamentalen 
Cbarakters an der Spitze jedes rationellen Lehrlmdn** der Analysis ddien. 

86) „Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, <•[<•.“ Brag LSI 7. Vgl. Stab 
Matb. Ann. 18 (1881), p. 259. 

87) Ygl. aucb Nr. 21 dieses Artikels 
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Da die Richtigkeit des fraglichen Satzes wesentlich und aus- 
schliesslich auf der wohldefinierten Existent der Irrational# dklen beruht ; 
so fallen die ersten strengen Beweise desselben naturgemass mit dem 
Auftreten der arifhmetischen Irrationalzahltheorien und der damit zu- 
sammenhangenden Revision und Verscharfung aucli der alteren geo- 
metrisierenden Erklarungsweise (vgl. Nr. H) zusammen. Bei Cantor 
erscheint der Satz als eine ganz unmittelbar aus der Definition der 
Irrationalzablen resultierende Folgerung, wie von ihm selbst scharf 
hervorgeboben wird 89 ). Auch Dedekind bat im Anschluss an seine 
Irrationalzahltheorie einen vollkommenen Beweis desselben (fur den 
allgemeineren Fall beliebiger Zahlenmengen) geliefert 90 ). Der letztere 
ist von U.Dini etwas einfacber gefasst 91 ) und sodann von Du Bois-Rey- 
mond der von ihm vertretenen Anschauungsweise angepasst worden 92 ). 
Andere Modifikationen jenes Beweises haben Stol#, J. Tannery , C. Jor- 
dan**) und P. Mansion**) gegeben. 

Ist die Zahlenfolge (a v ) monoton % ), d. h. niemals ab- oder nie- 
mals ^nebmend, so gemigt fur deren Konvergen # die Bedingung, dass 
die a v numeriscb unter einer festen Zahl bleiben (Beispiel: die system. 
Briiche). Man kann diese einfacJiste Form von konvergenten Zahlen- 
folgen aucb zum Ausgangspunkte fur die Lehre von den Irrational- 
zahlen und Grenzwerten nehmen 96 ). Doch bedarf man dann ; um die 
Subtraktion und Division defmieren zu konnen, stets #weier soldier 
Folgen (einer niemals ab- und einer niemals ^mebmenden) 97 ). 

14. Das Unendlichgrosse und Unendlichkleine. Haben die 
Terme einer unbegrenzten Folge wohldefinierter Zahlen ( a v ) die Eigen- 
schaft ? dass ; wie gross auch eine positive Zahl G vorgeschrieben werde, 
von einem bestimmten Index v ab durchweg: a r > G (bezw. a v < — G) y 


89) Math. Ann. 21 (1883), p. 124. 

90) A. a. 0. p. 30. 

91) Fondamenti per la teorica etc. p. 27. 

92) Allg. Funct.-Theorie p. 260. 

93) Ygl. meine Bemerkungen in den Munch. Sitzber. 27 (1897), pp. 367, 358. 
— Stolz hat auch die Existenz des Grenzwertes durch dessen Darstellung in 
system. Form erwiesen: Allg. Arithm. 1, p. 115 ft. (ygl. Nr. J) dieses Artikels). 

94) Mathesis 5 (1885), p. 270. 

95) Dieser Ausdruek stammt yon C . Neumann : „Uber die nach Jvreis-, 
Kugel- und Cylinder-Funct. fortschr. Entw.“, Leipzig 1881, p. 26. 

96) Ygl. Mansion , Mathesis 5, p. 193. 

97) Bachmann a. a. O. pp.12. 13. Ygl. Nr. 4, Note 20. — - Wahlt man zur De- 
finition der Irrat.-Zahlen noch speciellere Zahlenfolgen, etwa die system. Briiche, 

SO tritt SP.TlOri bp.i dor On dor Adrlifinn nnrl 
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so sagt man, der Gremwert der a v sei positiv (negativ) m endlich, i n 

Zeichen: „ „\ 

lima, = + 00 (bezw. lima, = — 00 ). 

r=oo * 

Die Zahlenfolge (a,) heisst alsdann eigentlich divergent. 

Dieser Satz hat nach heutiger Auffassung als Definition des Un- 
endlichen zu gelten 98 ), wahrend ibn altere Analysten als einen beweis- 
baren Lehr sate anzusehen pflegten 99 ); in Wahrlieit musste aber jeder 
solche Beweis auf einen blossen circulus vitiosus hinauslaufen, solange 
keine anderweitige mathematisch-greifhare Definition des Unendlichen 
existierte 10 °) (was erst seit neuester Zeit der Fall ist — s. etwas 
weiter unten). 

Auf Grand der oben gegebenen Definition ist unter den Zahlen 
a VJ wie gross aucb v angenommen werden mag, heine unendlich grosse , 
dagegen bedient man sicb der Ausdruclcsweise , die Zahlen a v werden 
mit unbegremt wachsenden Werten von v unendlich gross. Das Un - 
endliche, welches bei dieser Definitionsform lediglich als ein Vcrdndcr- 
lich-EndlicheSj also als ein Werdendes , kein Getamkues erscheint, wird 
als potentiates 101 ) oder uneigentliches 102 ) Unendlich bozeielmet. 

Aber auch unabhangig von jedem derartigen Wcrdvprozm liisst 
sich das Unendliche als ein alctuales oder eigentlichrs Unendlich strong 
arithmetisch definieren. B. Bolmio m ) hat als eigentiimliehes Merkmal 
einer unendlichen Menge von Elementen hervorgehoben, dass die Ele- 
mente, welche lediglich einen gewissen Tail jener Mange hilden, den 
Elementen der Gesamt - Menge eindcutig-u mhckrlxt r zugeordnet werden 
konnen (z. B. der Gesamt - Menge der Zahlen ()<?/< 12 <li<* 7Vv7-Menge 
der Zahlen 0<^<^5 auf Grund der Festsetzung: fry Die 
namliche Eigenschaft hat G. Cantor dahin formuliert ; dass bei einer 
unendlichen Menge und nur bei einer solchen ein Toil der Menge mit 
ihr selbst gleiche Machtigleit besitzen k3nm‘ iw h Unabhangig von den 


98) Etwa seit Cauchy: Analyse algebr. pp. 4. t»7. 

99) S. z. B. Jac. Bernoulli , PositioneR arithmetical de . eriehus infinitis 
(1689), Prop. II (Opera, Genevae 1744, 1, p. 379). 

100) Auch was z. B. Du Bois-lteymoyxd in seiner All#. Fuwdionen-Thenrie 
p. 69 ff. liber die Unterscheidung des „Unaullkhen li vom .J'tiftnprnztm' 1 sagt, 
erscheint unbaltbar. Ygl. meine Bemcrk. Munch. Sitzher. 1897, p. .T22, Fusnn. 1. 

101) Das Infmitwm potentia oder synkategomnatischc Unnullich der Philo- 
sophen, im Gegensatz zu dem sogleich zu erwiihnenden Infinitum artu oder hate- 
gorematischen (aktualen) Unendlich 

102) Nach G. Cantor, Math. Ann. 21 (18X3), p. 546. 

103) Paradoxien des Unendlichp.n T.pinvw? iur.< l* 
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beiden genannten 105 ) hat Dedekind diese Eigenschaft geradezu zur 
Definition des Unendlichen erhoben, d. h. (mit Beibehaltung der eben 
beniitzten Cantor 1 schen Ausdrucksweise) : Eine Menge heisst unendlich , 
wenn sie eine Teil- Menge von gleicher Machtigkeit enthalt; im ent- 
gegengesetzten Falle heisst sie endlich 10 6 ). Dedekind beweist sodann 
die Existen z unendlicher Mengen 107 ), leitet daraus den Begriff der 
natiirlichen ZaJdenreihe und schliesslich denjenigen der Anzahl einer 
endlichen Menge ab. 

Umgekehrt hat G. Cantor, den Anrnhl- Begriff fur endliche Mengen 
in der iiblichen Weise als etwas a priori gegebenes ansehend, diesen 
Begriff auf unendliche Mengen ubertragen und ist hierdurch zur Auf- 
stellung eines konsequent ausgebildeten Systems von eigentlich-unend- 
endlichen („uberendlichen“ oder „transfniten u ) Zahlen gefuhrt worden 108 ). 

In der Arithmetik erscheint das Unendliche immer nur als Un- 
eigentlich-Unendliches, also als Veranderlich-Endliches , dessen absoluter 
Betrag an keine obere Schranke gebunden ist. In der Funktionen- 
lehre, zumal fur complexe Veranderliche, hat es sich indessen als 
zweckmassig erwiesen ; neben diesem Uneigentlich- Unendlichen auch ein 
Eigentlich-Unendliches in der Weise einzufuhren, dass man alien mog- 
lichen endlichen Werten, deren eine Veranderliche fahig ist, den Wert 
oo wie einen einzigen , bestimmten (geometrisch dureh einen bestimm- 
ten Punkt reprasentierten) hinzufiigt 109 ). 


105) Ygl. das Yorwort zur 2. Auflage der Schrift: Was siud und was sollen 
die Zahlen? Braunschweig 1895. (Erste Auflage 1887.) 

106) A. a. 0. Nr. 64. D. bezeichnet dabei zwei Mengen von „gleicher Mach - 
tigheit c< (also solche, deren Elemente sich eindeutig-umkehrbar einander zuordnen 
lassen) als )} dhnlich Ci (oder auch ausffihrlicher als solche, die ineinander ahnlich 
abgebildet werden konnen). — Eine andere, in gewisser Beziehung noch ein- 
fachere Definition des Unendlichen giebt D. in dem oben citierten Vorwort, p. XYI1. 
— Ygl. auch Franz Meyer , Zur Lehre vom Unendlichen. Antr.-ltede, Tubingen 
1889; C. Crams , Wundt’s Philos. Studien 21 (1895), p. 1; E. Schrocder, Nova acta 
Leop. 71 (1898), p. 303. 

107) Ahnlich, wie schon Bolzano a. a. 0. § 13. 

108) Math. Ann. 21 (1883), p. 545 ft*. Die betr. Abhandlung enthalt auch 
eine mit zahlreichen Citaten versehene historisch - kritische Erdrterung des Un- 
endlichkeitsb egriffs . — Weiteres fiber transfinite Zahlen s. I A 5, Nr. 3 ff. 

109) Dieses eigentliche Unendlich der Eunktionentheorie lasst sich keines- 
wegs allemal ohne weiteres durch das uneigentliche Unendlich ersetzen; mit an- 
deren Worten: das Verhalten einer Funktion fix) fur alle nioglichen noch no 
grossen Werte von x braucht noch keineswegs dasjenige fur den Wert x = oo 
zu bestimmen. Setzt man z. B. 
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Btwas anders verhalt es sich mit dem sogenaimten Unendlich- 
Meinen. 1st lim a v = 0, so bedient man sich haufig der Ausdrucks- 
weise, die Zahlen a v warden mit uribegrenzt wachsenden Werten von 
v unendlichUein 110 ). Wo immer in der Anthmctilc, FunMotierilehre, 
Geometrie das sog. Unendlichkldne auftritt, ist es immer nur ein u n- 
mdlichklein werd&ndes , also nach der oben gebiauchten Terminologie 
JJneigmtlich- Unendlichkleines m ). Wenn es auch neuerdings gelungen 
ist in sich konsequente Systeme eigentlich-uncndlichlrteincr „Grossen“ 
aufzustellen 112 ), so handelt es sich hierbei doch lediglich um blosse 
Zeichensysteme mit rein formal definierten Gesetzen, welche von den 
far reelle Zahlen geltenden zum Teil verschieden sind. Solche fin- 
gierte eigentlich - unendlichMleine Grossen stehen zu den vccllttn Zahlen 
in keinerlei direkter Beziehung; sie finden in der eigentlichen Arith- 
metik und Analysis keinen Platz und konnen auch nieht, wie die 
reellen Zahlen, dazu dienen, geometrische Grossmbrsichuni/m wider- 
spruchsfrei zu beschreibem. Insbesondere lasst sich aus der Mdglich- 
keit derartiger arithmetischer Konstruktionen hmcs/nys die Existenz 
unendlichkleiner geometrischer Grossen (z. B. Linienelemente) folgern. 
G. Cantor hat vielmehr ausdriicklich gezeigt, dass aus der Aimahme 
von Zahlen, die numerisch kleiner sind als jrde positive Zalil, geradezu 
die Nichtexistenz unendlichldeiner Strecken erschlossen wenlen karm 115 ). 

15. Oberer und unterer Limes. Aus einer nnci<jrntlich divcr- 


so hat man fur jedes noch so grossc endlidm a; ausnahmslos: 


dagegen: 


/(*) == 1 , 

f n i oo) = 0, also auch: /'(oc) - o. 


Im iibrigen ist allgemein dasVerhalten einer Funk t ion /'(.;■) fiir jenen Wert odor 
Pmkt x — oo definiert durch dasjenige von fiir x- o. Vgl. II 1! j. 

anderer Typus des Eigentlich -Unendlichen („die imendlieh feme (iera«le“) hat 
sich in der projektiven Geometrie als zwecknia.ssig erwiewn. 

110) Cauchy, Anal, algdbr. p. 4. 26. 

111) Mit dem eigentlich -unendlichcn x==-ocj der Funkfionentheorie korrc- 
spondiert nieht etwa ein eigentlich -unendlichkleiner Wert .r, (.undent <ler Wert 
x = 0 . 

112) O. Stolz hat mit Benutzung I)u Bois-Iirymtmd' .-rher Untersudiungen 
zwei verschiedene Systeme von eigentlich-unendlichkleinen (Iri.e-eu koiiHfruicrt: 
Ber. d. naturw.-medic.Yereins, Innsbruck 1884, p. 1 ff. 37 if. Allg Arithm. l, p. 20511'" 
Ygl. I A 5, Nr. 17. Uber P. Veronese ’ s ,J[nfiiuti und Infmitmimi attutdi' 1 vgl. 
I A 5, Fussn. 103.107. Eine ausfiihrlich historixdi-kritiMdie Itandellung der 
Lehre von den nnendlich-kleinen Grdssen giebt (!. Viranti' s Sehrifl : II concetto 
d’inflnitesimo, Mantova 1894. 

113) Z. f. Philos. 91, p. 112. Vnl 
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genten, d. li. weder konvergenten, noch eigentlich divergenten Zahlen- 
folge (a v ) lassen sick stets zwei konvergente oder eigentlich divergente 
Zahlenfolgen (a w ), (a nv ) von folgender Besckaffenkeit kerauskeben: 
Setzt man 

lim Om r = A, lim a Uy = a, 

(wo A>a und A, a entweder bestimmte Zaklen vorstellen oder auck 
^. = - 1 - 00 , a — — oo sein kann), so lasst sick aus der Folge (a % ) 
keine Folge kerauskeben, welcke einen grosseren Limes als A, oder 
einen kleineren Limes als a besitzt. A heisst hiernach der grosste 
oder obere, a der kleinste oder untere Limes der a v , in Zeichen 114 '): 

(2) lim sup a v — A, lim inf a v = a, 

v — oo r=oo 

oder kiirzer 115 ): 

(3) lim^ = u4, lim a v = a. 

'» / = 00 

Vermoge dieser Yerallgemeinerung des Limesbegriffs erscheinen die 
konvergenten und eigentlich divergenten Zahlenfolgen als derjenige Grenz- 
fall, bei welckem oberer und unterer Limes msammenfallen , sodass also: 

(4) lim a v = lim a v = lim a v . 

v=cc v~^o v==co 

Der Begriff des oberen und unteren Limes findet sich schon bei Cauchy 11 *), 
der speziell in der Reihenlehre eine ausserst wichtige Anwendung 
davon gemacht kat 117 ). Du Hois -Raymond hat ftir den oberen und 
unteren Limes die Bezeichnung obere und untere Unbestimmtheitsgrenze 
eingefuhrt 118 ) und wird deshalb vielfack falschlich fur den Er finder 
des damit bezeichneten Begriffs gehalten. Immerhin kann man sagen, 
dass er als der erste die grosse und allgemeine Bedeutung jenes Be- 
griffs fur die Reihen- und Funktionenlehre ausdriicklich hervorgehoben 
und zu dessen konsequenter Anwendung 119 ) Yeranlassung gegeben kat. 

114) Nadi Pasch, Math. Ann. 30 (1887), p. 134. 

115) Nach einer neuerdings von mir eingefuhrten Bezeichnung: Munch. 
Sitzber. 28 (1898), p. 62. Die gelegentliche Anwendung der Bezeichnung 11m a 

r= co 

soli bedeuten, dass in dem betreffenden Zusammenliange smoohl der obere ah 
der untere Limes genommen werden darf. 

116) Anal, algdbr. p. 132, 151 etc. — C. bezeichnet den oberen Limes als 
„la plus grande des limites“. — „La plus petite des limites“ bei 2V. H. Abel: Oeuvres 
2, p. 198. 

117) Ygl. Nr. 28. 

118) Antritts-Progr. d. Univ. Freiburg (1871), p. 3. Miinch. Abh. 12, I. Abth. 
(1876), p. 125. Allg. Funct.-Th. p. 266. 
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16. Obere und untere G-renze. Mit dem Begriff des oberen 
(t unteren ] ) Limes zwar verwandt, dennocli scbarf davon zu unterschei- 
den ; ist der zuerst yon Bolzano 120 ) bemerkte, namentlicb aber von 
Weierstrass (in seinen Vorlesungen) 121 ) betonte Begriff der oberen 
(mteren) Grenze 122 ): Jede Zahlenfolge (a v ) mit endlich bleibenden 
(d. b. zwiscben zwei bestimmten Zableu entbaltenen) Termen besitzt 
eine bestimmte obere und untere Grenze G, g, d. h. man bat fiir jedes 
v: g<a v <,G und fiir mindestens je einen Wert v = m, v = n: 
a — 7 < a m <LG, g<La n <g + s bei beliebig klein vorgeschriebenem 
positivem s. Giebt es einen Term a m = G (eventuell aueh mehrere 
oder sogar unendlicb viele), so beisst die obere Grenze der a v zugleicb 
deren Maximum m ). Giebt es keinen solchen, so miissen unendlich 
viele Terme a Wv vorbanden sein, fiir welche: G — £< a m%i < G, d. h. 
in diesem Falle ist die obere Grenze G gleichzeitig der obere Limes 
der a v . Dies findet offenbar ebenfalls statt ; wenn fiir unendlich viele 
Werte von v die Beziebung a v = G besteht. 

Das analoge gilt beziiglicb der unteren Grenze g. 

Bleiben die a v nicht unterbalb einer bestimmten post liven bezw. 
oberhalb einer bestimmten negatives Zahl, so wird G = -f" 00 > bezw. 
g = _ oo. Aucb in diesem Falle erscheint die obere bezw. untere 
Grenze zugleicb als oberer bezw. unterer Limcs VM ). 


120) Beweis des Lehrs, etc. p. 41. Vgl. Stole, Math. Aim. 18 (1881), p. 257. 

121) Pincherle a. a. 0. p. 242 ff. 

122) Pasch a. a. 0. bezeichnet das, was hier (naeh dem Vorgango von 
Weierstrass) obere (untere) Grenze genannt wird, als obere (union*) Schrankc, 
und yerwendet den Ausdruck obere (untere) Grenze fiir den oberen (unteren) 
Limes. — Franzosische (und italienische) Autoren pflegen den Ausdruck limitc 
superieure (! Unite superiore) etc. bald in dem einen, bald in dem andern ttinno 
zu gebrauchen, was leicht zu Unklarheiten VeranlasHung geben kann. 

123) Darloux (Ann. de l’dcole norm. (2) 4, p. 61) nennt die obere (untere) 
Grenze: „la limite maximum ( minimum )“ — eine Bezeichnung, die nieht mit 
Maximum (Minimum) verwechselt werden darf. — Ich pflege im Falle, a ~.-(r 
die obere Grenze noch pragnanter als das reale Maximum der a y zu bezeiehnen, 
und nenne sie deren ideales Maximum, falls Jcein Term die, obere Grenze G er~ 
reiclit (eine Annahme, die auch den Pall G = o o mit umiiiKst). A Is, hum kann 
man sagen: Der obere Limes fallt dann und nur dann mit der obon-n Grenze, 
zusammen, wenn dieselbe ein ideales oder unendlich aft vurkommrndnt reuks 
Maximum ist. — Analog far die untere Grenze. 

124) G. Peano hat daranf aufmerksam gemacht, dans man in gewksen Fallen 
(z. B. Def. des best. Integrals, der Rektifikation etc.) mit dem liegriite <ler obe- 
ren (unteren) Grenze leichter und priiciser operiert, ale mit dem des Limes: Ann. 
di Mat. (2), 23 (1895), p. 153. 


17. Das Rechnen mit Grenzwerten. 
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17. Das Rechnen mit Grenzwerten. Die Zahl e= lim (l + j) • 
Sind (a v ), (b v ) konvergente ZaMenfolgen, so liefern die unmittelbar 
an die D efinit ion der Irrationalzahlen anzukntipfenden elementaren 
Rechnungsregeln die Relationen: 


( 5 ) 


lim a v + lim b v — lim (a v + bj), lim a v ■ lim b v — lim 


lim a v 
lim b v 


lim 



125 


) 


(wobei in der letzten Gleichung der Fall lim b v = 0 auszuschliessen 
ist), und allgemein: 

(6) /’(lim a V) lim b V} lim c v , . . .) = lim f(a Vy b V) c v , . . .), 

wenn f irgend eine Kombination der 4 Species (mit Ausscbluss der 
Division durcb 0) bedeutet. 

Enthalt das Rechnungssymbol f noch andere Forderungen ; z. B. 
W urzelauszieliungen , so gilt Gl. (6) als Definitions- Gleichung, sofern 
die rechte Seite Tconvergiert. Mit Hulfe dieses Prinzips lasst sicli ins- 
besondere die Lebre von den gebrochenen nnd irrationalen Potenzen 
und deren Umkehrungen, den Logarithmen, konsequent und streng 
begriinden 126 ). 

Die ausgezeichneten arithmetisclien Eigenschaften , welche die 
naturlichen Logaritbmen (d. h. die mit der Basis e ) von alien anderen 
voraus haben, beruhen auf den Beziebungen: 

(7) lim (l + i)' = e, lim (l + = <f 


(a eine beliebige reelle Zabl). Wabrend die letzteren bei Euler m ) 
nur in dem Zusammenbange erscheinen, dass die Gleichbeit der links 
stebenden Grenzwerte mit den zur Definition von e, e a dienenden 
Beihen (in einer nacb beutigen Begriffen freilicb unzulangliclien Weise) 
abgeleitet wird, so hat Cauchy 128 ) die Existem jener Grenzwerte direkt 
bewiesen und darauf die Definition der Exponentialgrossen und natiir- 
lichen Logarithmen gegriindet — eine Methode, die seitdem in die 
meisten Lebrbucher der Analysis iibergegangen ist 120 ). 


125) Ich schreibe von jetzt ab, soweit ein Missverstandnis ausgeschlossen 
erscheint, immer nur lim statt lim. 

r = oo 

126) Ygl. StolZj All g. Arithm. p. 125—148. 

127) Introductio in anal. inf. 1 § 115 — 122. 

128) Rdsum£ des le 9 ons etc. (1823), p. 2. 

129) Dabei wird gewohnlich die Definition der Potenz mit beliebigen 
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18. Sogenannte unbestimmte Ausdrucke. Werden die in Gl. (5), 
(6) vorkommenden lim a v , lim b v , . . ■ = °° oder () > 80 ontstehen auf 
den linken Seiten jener Gleicbungen zum Teil sogenannte unbestimmte 

Ausdrucke 130 ) (wie: oo — oo, 0-oo, ^ 0°, oc° etc.), als deren 

„wahre Werte (< man die recMs stebenden Grcnzwertc (sofern dieselben 
einen bestimmten Sinn besitzen) niebt gerade sebi passend zu be- 
zeichnen pflegt. Obscbon die Metboden zur Bestinmiung derartiger 
Grenzwerte ibre voile Allgemeinbeit erst durch die EinfQbrung einer 
stetigen Veranderlicben an Stelle der veranderlichen ganzen Zabl v 
gewinnen und in dieser Form der Differentialrechnung angeboren 181 ), 
so beruben sie docb schliesslich (vie die ganze Lehre von den Funk- 
tionen stetiger Yeranderlicber) auf gewissen einfaehen Siitzen ilber 
Grenzwerte gewobnbeher Zablenfolgen. Hierbin gehdren die folgen- 
den von Cauchy berrubrenden Beziehungen m ). 

Man bat 


(8) lim y = lim (a v+1 — a v ) (Beisp. lim y * = ( ), lira y = oo) 
und fur a v ~> 0: 

(Hj t y y y 

(9) lim a* = lim (Beisp. lim yv — 1 ; lim \/v ! oo) ; 


vorausgesetzt ; dass die rechts stehenden Gmmvertr (im writmvn Biiine) 
existieren m ) (aber niebt umgekehrt). 

Den ersten dieser Satze hat Stob iolgemlermassen vrrallgemei- 
nert 134 ) : 

1st (m v ) monoton und: lim m v = -|- co otlrr: lim m % o .so wire! : 


( 10 ) 

falls der rechts 


lim • 


lim 


(v-f 1 


"v 

ni 


stehende Grenzwert (im weitrnm 


Himio) rxisiiori. 


kann aber auch die Exietenz dee Grenzwert os lim (j j " j' zuv Definition der 

Potenz mit bel. reellen Exponenten benutzen: vgl. 'Ph. Wulf, Wi.-imr Mnnafsh. 
8, p. 43 £ — Diese Methode lasst sich iibrigens auch auf .umpire Wort** von 
a iibertragen; vgl. J.ASerret, Calcul diff. 1 (oder S,mt A. Humor/; l , Art. 300. 

130) Bei Cauchy ; Valeurs ainguliores (Anal, ah'bbr p i.v 

131) Vgl. n A 1. 

132) Anal, algebr. p. 59. (Die betr. Ssitze Kind da^lkd zuniich4 in der 

allgemeineren Form, wo f(x) an die Stelle von „ v fritf, und durrh Snc- 

zialisierung x = v abgeleitet.) 

133) D. h. endlich oder mit best VorzcieWn 


19 * Graduierung des Unendlich- und Nullwerdens. 
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19. Graduierung des Unendlich- und Nullwerdens. Auf der 
Untersuchung yon Quotienten der Form -- (d. h. yon lim-™, wo 

l im a v = oo, lim b v = oo) beruht die Graduierung des Unendlichwer- 
dens Ton Zahlenfolgen (bezw. von Funktionen). 1st lim a v = + oo, 

Km l v = -f oo, so sind, falls lim A uberhaujot existiert 135 ) , folgende 
drei Falle zu unterscheiden: 

(11) lim — = 0, lim -j~ = g > 0, lim — oo, 

Vy "y Uy 

fhr welche Du Bois-Reymond die Bezeichnungen eingefiihrt hat 136 ): 

(12) a v -< by, a v r^by, u v >- b v , 

in Worten: 

a v wird von niederer Ordnung (schwacher, langsamer) oo, als b v 
„ „ }J derselben „ ( ebenso ) „ „ „ 

„ „ „ hoherer „ ( starker, schneller ) „ „ „ 

oder kiirzer: 

a v ist infinitar kleiner, als b v 
;; j, „ gleicll } , 

» „ grosser, als „ 

Ich pflege die Bezeichnung a v ^b v und den ihr entsprechenden Aus- 

druck auch anzuwenden, wenn nur feststeht, dass lim ~ und lim -=-^ 
7 ; b b 

V v 

beide endlich und von Null verschieden sind (also: 

0 < g lim — G < oo) ; 

V y 

und habe den obigen Bezeichnungen noch die folgende hinzugefiigt 137 ) : 

(13) a vQ9'bv, falls: lim-~=g. 

Ist (M v ) monoton zunehmend, lim M v — oo, 138 ) so hat man: 

(14) • • • < 0& < (ig («*-)» < (<-"•■)* -<■■■, 


135) Dies braucht nicht einmal der Fall zu sein, wenn a v , b v beide monoton 
sind, s. z. B. Stolz, Matb. Ann. 14, p. 232 und vgl. Nr. 29. 30 dieses Artikels. 

136) Ann. di Mat. Ser. II 4 (1870), p. 339. Die Ausbildung und Verwer- 
tung des in (11) (12) definierten Algorithms bildet den Inhalt des Du Bois- 
Beymond’ schen Infinitarlcallciils. 

137) Math. Ann. 35 (1890), p. 302. 

138') Im Folo-enden soil da.s Zp iphpn CM \ pin frir d.llpmti.l oino V.a lol ar\foln-o 
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wenn p p* ganz beliebige (z. B. auch wachsmde) positive Zahlen 
bedeuten und lg y M v den *-fach iterierten^ Logarithmus 139 ) vorstellt. 
Man kann also, von einem beliebig gewahlten „Unendlich“ lim M v 
ausgehend, eine nach beiden Seiten unbegrenzte Skala von immer 
schwacheren, bezw. immer stdrTcmn „Unendlich“ 7 sog. Ordmmgstypen 
des Unendlichen aufstellen. Diese Skala lasst sicb auf unendlich viele 
Arten beliebig verdichten 14 °). Man ist aucb bei ibiei Bildung nicht 
auf die Logaritbmen und Exponentialfunktionen angewiesen; docli 
sind sie die analytisch-einfachsten Funktionen dieser Art. Man kann 
aber aucb Zablenfolgen bezw. Funktionen konstruieren, die schwacher 
(starker) unendlieb werden niebt nur als jeder bestimmte dnzelne y 
sondem als dlle moglichen iterierten Logaritbmen 111 ) (Exponential- 
funktionen). Das analoge gilt aucb fur jedc beliebig c Skala solcher 
Ordnungst jpen 142 ). 

Im Anschluss an Nr. 14 sei nocb bemerkt, dass es sicb bei diesen 
yy verschiedenen Typen 11 des Unendlich keineswegs um eigentliche Un- 
endlieb in dem dort naber bezeichneten Sinne handelt. Die sog. in- 
finitaren Relationen von der Form (12) sind lediglieh Zusammen- 
fassungen einer unbegrenzten Anzahl von Beziehungen zwisehen end- 
lichen Zahlen, die an keine obere Grenze gebunden sind Hn ). 

Die analogen Betracbtungen lassen sicb beziiglich des Null- odor 
Unendlichkleinwerdens anstellen. Nur bat naturgemiiss im Falle 
lim a v = 0, lim& v = 0 die Beziehung a v -< h v di« Bedeutung: a v wird 
von hoherer Ordnung (starker, schneller) unendlichklein, als />,. u. s. f. 144 ). 

20. Grenzwerte zweifach unendliclier Zahlenfolgon. Die Orenz- 
tverte zweifach unendlicher Zablenfolgen sind memos YVissens in dor 
Litteratur bisber niebt ausdriicklich behandelt wordon; man bat nur 
spezielle Formen solcher Grenzwerte (Doppelroihon ) und Grenzwerto 
von FunMionen zweier Variablen untersueht, von denen mindcstnis cine 

139) Auf die Betrachtung solcher iterierten Logarithmon (und, als natur- 
gemasse Erganzung, auf diejenige iterierter Exponent ialgrds.soni i,d man (lurch 
Untersuchungen fiber Reihenkonvergenz gefiihrt worden; vgl. Nr. 2<> dieses Ar- 
tikels. — Abel war, soweit ich feststellen konnte, dor endo, dor von den iforier- 
ten Logarithmen in diesem Sinne Gebrauch inachto: Oeuvres oompl. Kd. Sylow- 
Lie 1, p. 400; 2, p. 200. — Skalen von iihnlicher Form wio (14 , finden sirh zuernt 
bei A. de Morgan, Drff. and integr. calculus (London 1830 * p. 323. 

140) Du Bois-Reymond a. a. O. p. 341. 

141) Du Bois-Reymond, J. f. Math. 76 (1873 1 , p. 8s. 

142) Du Bois-Reymond, Math. Ann. 8, p. 365, FuK.snoto. Pindaric, Mein. 
Acad. Bologn. (4), 5 (1884), p. 739. J . Hadamard, Acta math. 18 (1804 , p. 331. 


21. Konvergenz und Divergenz unendlicber Eeiben. 
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(bei den unendlieben Eeiben als stetig veranderlicb erscheint. 

Da das charakteristiscbe der bierbei in Frage kommenden Moglicb- 
keiten am einfacbsten an Zablenfolgen der Form a^ v (p, = 0, 1, 2, . . .; 
v = 0,1,2, .. .) bervortritt 145 ), so babe ich nenerdings die wicbtigsten 
Satze xiber solcbe Grrenzwerte kurz zusammengestellt 146 ). Als Kriterium 
far die Existenz eines endlicben bezw. positiv unendlieben lim a^ v 

<U,V=: 00 

ersebeint dabei eine Bedingung von der Form: \ a fl +Q tV +o — |<^£ 

bezw. a JLlv >G- far v^>m. Hierdurch wird also die Existenz 

von lim a^ v far irgend ein bestimmtes g und lim a (JiV far irgend ein 

V=zCG /U = GO 

bestimmtes v in keiner Weise prajudiziert. Dagegen existieren offen- 
bar unter alien IImst*anden: lim a hVj lim a^ v (g — 0, 1, 2, . . .), lim a^ v? 

r=aO V—CG ^ = 00 

lim ciftv (y — 0,1,2,...), und es gilt der Hauptsatz: 

fX = <X> 

(15) lim a fJ/V = lim (lim a^ v ) = lim (lim a /ur ) ) 

^0 v==cc 

falls der erste dieser Grenzwerte (ini weiteren Sinne) existiert. 

Zweiter Toil. Unendliche Reihen, Produkte, Kettenbriiche 
und Determinanten. 

III. Unendlicbe Eeiben. 

21. Konvergenz und Divergenz. Den einfachsten Typus von 
gesetzmassig definierten Zablenfolgen bilclen die unendlieben Beihen 
(s v ) 9 bei welcben jeder Term s v aus dem vorangebenden durcb eine 
einfacbe Addition erzeugt wird, so dass also: 

S V = $ V — 1 *-j— dy = CIq ”j~ Qj I — f~ * * * -f- Ct v . 

CO 

Man sagt alsdann, die unendliche Beihe 2 a v sei Convergent , eigent- 

o 

licb oder uneigentlieb divergent , je nachdem die Zalilenfolge (s v ) Con- 
vergiert bezw. eigentlich oder uneigentlich divergiert 1st lim s v = s 
(s eine bestimmte Zahl incl. 0), so beisst 5 die Summe der Eeihe 148 ). 

145) Dies gilt z. B. auch beziiglieb des fundamentalen BegrifFs der gleich- 
massigen Konvergenz. Ygl. II A 1. 

146) Munch. Ber. 27 (1897), p. 103 ff. 

147) A. a. 0. p. 105. 

148) Einige Autoren bezeichnen s zunachst nur als den Grenzwert der Iteibe 
und bentitzen den Ausdruck Summe nur dann, wenn lim s v Icommutativ ist, also 
die Beibe uribedingt (vgl. Nr. 31) konvergiert. — Uber die Bedeutung des Zei- 

cbens 51 a v vgl. Nr. 59, Fussn. 448. 
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Man bedient sich auch yielfach des Ausdrucks, die Summe der Reihe 
sei unendlich gross oder unbestimmt (sie oscilliere), wenn ($„) eigentlich 
oder uneigentlich diyergiert. Als notwendige und Mnreicfiende Bedin- 
gung far die Konvergenz der Reihe ergiebt sicb nacb Nr. 1 3 . 

Es muss — 5 w ] = |a w +i + ^w 4 - 2 H f~ a »+el lediglich 

durch Wahl yon n fur jedes q beliebig Mein werden. 

Obschon die Einfuhrung unendlicher Reihen bis ins 17. Jahr- 
hundert zuriickreicht 149 ) und ihre Behandlung in der mathematischen 
Litteratur des 18. einen iiberaus breiten Baum einnimmt, so wird 
man darin yergeblich nach einem derartigen Kennzeichen der Konver- 
genz suchen 150 ). Wenn man uberhaupt nach der Konvergenz einer 
durch irgendwelche formale Operationen gewonnenen Reihenent- 
wickelung fragte (was schon an und fur sich zu den Ausnahmen ge- 
horte), so hielt man die Feststellung, dass lima v ==0 sei ; schon fiir 
ausreichend, obschon doch bereits Jac. Bernoulli die Divergent der 
harmonischen Beihe nachgewiesen hatte 151 ). Selbst J. L. La- 

grange steht in seiner Abhandlung iiber die Auflosung der litteralen 
Grleichungen durch Reihen noch vollstandig auf diesem Standpunkte 15 “). 


149) Uber die altere Entwickelungsgeschichte der Lehre von den unendl. 
Reihen vgl. Reiff a. a. 0. 

150) Reiff (p. 119) scheint mir zu irren, wenn er eine Stelle bei Ruler 
(Comm. Petrop. 7, 1734, p. 150) dahin auffasst, dass letzterer die Konvergenz- 
bedingung in der (Cauchy’ schen) Form: lim (s n , — s n ) = 0 eigentlich nclion 

91= CC ' 

gekannt habe. Die betreffende Stelle bei Euler besagt namlicb nur, dass eine 
Reihe divergiert , wenn: lim I s kn — s n I > 0 . 

91=00- 

151) Pos. aritbm. de seriebus 1689. Prop. XYI (Opera omnia 1, p. 392). 
B. giebt daselbst zwei Beweise, und bezeicbnet seinen Bruder Johann als Ur- 

co m 

beber des ersten (auf dem sog. Bernoulli’ schen JParadoxon 21-21 be- 
rubenden). Der zweite (mit Hiilfe der Ungleicbung 


£ 

a 


. -l A 


a 2 — a 


a -j— 1 

ist der im Prinzip beute nocb ublicbe. 

152) Berl. M&n. 24 (1770). Oeuvres 3, p. 61. „. , . pour qu’une serie puisse 
etre regardee comme reprdsentant rdellement la valeur d’une quantite cberchde, 
il faut qu’elle soit convergente a son extrdmitd, c’est a dire que ses demiers 
termes soient infiniment petits, de sorte que l’erreur puisse devenir moindre qu’au- 
eune quantite donnde“. Die nun folgende Konvergenzuntersuchung beschrankt 
sicb auf den Nachweis, dass die einzelnen Reihenglieder scbliesshcb gegen Null 
konvergieren. Hiernacb kann es kaum verwunderlicb erscbeinen, dass sicb 
z. B. in dem 1803 sredruckten 1 RanrlA 




22. Die Konvergenzkriterien von Gauss und Cauchy. 
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Und die Einfuhrung des Bestgliedes der Taylor 3 schen Reihe geschieht 
bei Lagrange keineswegs in der Absicht, deren Konvergenz zu be- 
weisen (diese wird iiberhaupt als etwas selbstverstandliches mit kei- 
nem Worte beruhrt), sondern lediglieh, um die Fehlergrenze bei 
endlicbem Abbrecben der Reihe abschatzen zu konnen 153 ). 

Die erste im wesentlichen strenge Formulierung der notwendigen 
und hinreichenden Bedingung fur die Konvergenz einer Reihe wird 
gewohnlich Cauchy 154 ) zugeschrieben. Herm. Hanhel 155 ) und 0. Stolz 156 ) 
haben indessen hervorgehoben, dass sich dieselbe schon einige Jahre 
vor Cauchy bei Bolzano 157 ) findet. Des letzteren Fassung, die (abgesehen 
von der Bezeichnung) genau mit der oben gegebenen ubereinstimmt, 
erscheint sogar praciser als die von Cauchy gegebene, welehe die 
Moglichkeit eines Missverstandnisses nicht aussehliesst 158 ). Da Bol- 
zano's Schriften bis in die neueste Zeit wenig Beachtung fanden, so 
muss immerhin gesagt werden, dass Cauchy als der eigentliche Be- 
grunder einer exakten allgemeinen Reihenlehre anzusehen ist 159 ). 

22. Die Konvergenzkriterien von Gauss und Cauchy. Das oben 
angegebene wahre Kriterium fur die Konvergenz und Divergenz einer 
Reihe ist nur in wenigen Fallen (z. B. bei der geometrischen Pro- 
gression, bei Reihen von der Form J£(a v — Ov+ii) 9 bei der harmoni- 
schen Reihe) fur die Feststellung der Konvergenz oder Divergenz ver- 
wendbar. Dieser Umstand ffihrte zur Aufstellung von bequemer zu 


folgende Definition vorfindet: „Eine Reihe ist konvergierend, wenn ihre Glieder 
in ihrer Folge nacheinander immerfort kleiner werden. Die Sumine der Glieder 
nahert sich alsdann immer mehr dem Werte der Grosse, welehe die Summe 
der ins Unendliche fortgesetzten Reihe ist.“ 

153) Thiorie des fonctions (1797). Oeuvres 9, p. 85. 

154) Anal, algdbr. (also 1821), p. 125. 

155) Ersch u. Gruber , Art. Grenze, p. 209. 

156) Math. Ann. 18 (1881), p. 259. 

157) Beweis des Lehrsatzes etc. 1817. 

158) Dies gilt in noch hoherem Masse von einer spateren, in den Anc. 

exerc. 2 (1827), p. 221 auftretenden Fassung: lim (s 7 . — s n ) — 0 — die in der 

That auch missverstanden und infolgedessen angefochten worden ist. Vgl. meine 
Note in den Munch. Sitzber. 27 (1897), p. 327. — A T. II. Abel, der sich in seiner Abb. 
fiber die binomische Reihe (J. f. Math. 1, 1826, p. 313) fast wortlich ebenso um- 
drfickt, giebt in einer aus dem J. 1827 stammenden, aber erst in seinem Nach- 
lasse vorgefundenen Note (Oeuvres 2, p. 197) eine mit der unsrigen iiberein- 
stimmende, einwandfreie Formulierung. 

159) K. F. Gauss geht in seiner Untersuchung fiber die hypergeometrisclie 
Reihe (1812), welehe freilich das erste Beispiel exakter Konvergenzuntersuchung 
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handhabenden Konvergenz- und Diver genzkriterien, d. h. Bedingungen, 
welche sich fur die Konvergenz bezw. Diveigenz zwar nicht als nof. 
wrndig, wohl aber als Mmreichend erweisen. . Die ersten Kriterien 
dieser Art riibren von Ga/uss her 160 ) und beziehen sicb auf Iteihen 
mit lauter positiven Gliedem a v , fur welche: 

« r+1 _ v l ± + + ••• . 

" 5 "“ v m +av m - l +bv m ~- + -.- ' 

Die Reihe divergiert, wenn A — a — 1 , sie Jconvergiert , wenn 
A — a< — l. 161 ) Dabei wird die Divergent im Falle A — a > 0 
bezw. A — a = 0 unmittelbar daraus erschlossen, (loss die Glieder 
der Reihe ins Unendliche wachsen bezw. einer endliehen, von Null 
verschiedenen Grenze zustreben. Dagegen ergiebt sich im Falle 
A — a< 0 die Divergent bezw. Konvergms mit Haifa des far alle 
weiteren Konvergenzuntersuchungen als fundamental anzusehenden 
Prinzipes der Heihenvergleichung (d. h. der gliedweisen Vergleichung 
der zu untersuchenden Reihe mit einer anderweitig, /.. B. (lurch direkte 
Summation, bereits als divergent Oder Iconvcrgent crkanntm Itcihe). 


23. Fortsetzung. Nachdem Cauchy festgestellt hatte, (lass die 
Konvergenz einer Reihe mit yositiven und wgatiwn Gliedem g(*siehert 
ist, falls die Reihe der dbsoluten Betrdge konvergiert 1M ), lmndelte es 
sich vor allem urn die Ausbildung der Konvergenzkriterien f'tlr Iteihen 
mit lauter positiven Gliedem. Durcli Vergleiehung mit der geonietri- 
trischen Progression gewann er zuniichst die bidden Fundamental- 
Icriterien erster und zweiter Art m ), namlich: 


(I) y,a v divergiert, wenn lim ]/a v >l- kon very art, wenn lim ('•«,< 1, 


(U) „ » . hi!>li „ li„, "• + !<,. 


a, 


Hervorzuheben ist die scharfe Unterscheidung in der Fas.sung dieser 
beiden Kriterien; bei (I) genugt schon die Beseliail'enheit des oh, mi 
Limes von ~\[a v , um — mit Ausschluss des (antigen Falles lim j / «,,==1 


160) S. die eben citierte Abhandlung: Opera :i, j.. mi. 

161) Eine Ausdehnung dieser Kriterien uuf den tail cmplwr a hat IfWVr- 
strass angegeben: J. f. Math. 61 (1866), p. 22 fl'. 

162) Anal, algdbr. p. 142. - Die Fawumg des Beweises i>( tVeili. h unzu- 
langlicli. Strenger: Resum. analyt. p. 39. 

163) A^a. 0. p. 133. 134. — Wir bezeidmen eiu Kriterimn naeh dem Vor- 
***** TOn Lu S °**’BW»ond (J. f. Math. 76, p. 61, als ein sidel.e,, erster bezw. 


zweiter Art, ie nackclp.m AH All oo r» Vi Kn 


... 
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— die Diyergenz oder Konvergenz zu entscbeiden; bei (II) wird aus- 
driicklicb nur der Pall betrachtet, dass ein bestimmter lira exi- 

** v 

a , - 

stiert , d. b. es bleiben ausser dem Falle lim ~ — = 1 aucb nocb alle 

a v 

diejenigen unerledigt, wo hein bestimmter Limes vorhanden ist 164 ). 
Diese "Oberlegenheit des Kriteriums (I) uber (II) ist yon Cauchy noch 
speziell bervorgeboben worden 165 ) ; und er bat ferner gezeigt, wie das- 
selbe dazu dienen kann ; das Konvergenzintervall 166 ) (den Konvergenz- 
radius 167 )) einer Potenzreibe 'Sa v x v in jedem Falle genau zu fixieren 168 ). 
Zur eventuellen Erledigung desjenigen Falles ; welcben die Anwendung 
des Kriteriums (I) unentscbieden lasst, beweist Cauchy einen Hulfs- 
satz uber die gleichzeitige Divergenz und Konvergenz der Reiben 
a v und J^2 V ‘ i (falls a v +i<^a v ) } erschliesst aus ibm die Di- 

vergenz der Reibe ^ die Konvergenz fur p>0 und 

leitet daraus ein verscharftes Kriterium erster Art ab: 


164) Etwas vollstandiger kann man (II) folgendermassen fassen: 


Q/y I J Cly I ^ 

vergiert, wenn lim — — >1, konvergiert, wenn lim— — <1. Unentschieden 


bleibt die Frage, wenn gleichzeitig: 


lim 




< 1 , 


lim 


*v+l 


> 1 - 


165) A. a. 0. p. 135 „le premier de ces theor&mes etc.“ 

166) A. a. 0. p. 151. — R6sum£s analyt. (1833), p. 46. 

167) A. a. 0. p. 286. — Rds. analyt. p. 113. — Exerc. d’Anal. 3 (1844), p. 390. 

168) Es ist eigentumlich , dass dieses fur die Funktionentkeorie iiusserst 
wichtige Resultat (auf das auch Cauchy selbst sichtlich grossenWert legte) viel- 
fach vollstandig ubersehen worden oder in Verge ssenheit geraten zu sein scheint. 
Erst vor einigen Jahren ist es von J. Hadamard. (J. de Math. (4) 8 [1892], 
p. 107) von neuem entdeckt worden und wird seitdem offers als »Hadamard'- 
scher Satz u zitiert. — Auf der anderen Seite hat sich, trotz der tadellos 
korrekten Fassung des Kriteriums (I) und der ausdrucklichen Betonung seines 
spezielleren Charakters, zum Teil die Meinung gebildet, dass durch die droi 

Annahmen lim 


a v + l < 


> 


1 alle in Betracht kommenden Moglichkeiten erschdpft 


seien, oder dass zum mindesten die Konvergenz von ini Falle der Nicht- 


a v4-l 

Existenz eines bestimmten lim — als eine besondere MerJcivurdiqkeit erscheine 

n J 


(vgl. meine Bemerkungen Math. Ann. 35 [1890], p. 308). Und man findet dar- 
nach in manchen (sogar der neuesten Zeit angehorigen) Lehrbiichern die gauze 
Lehre von den Polenzreihen auf die viel zu spezielle Annahme begriindet, dass 

I “i+i | 

a . 


lim 


existiere. 
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< 0 : Divergent!, 

> 0 : Konvergmz. 

An anderer Stelle 169 ) zeigt Cauchy, dass die Div. oder Konv. der 

QO 

Reihe un ^ er gewissen Bedingungen mit derjenigen des Integrals 

00 m 

j f(x)dx zusammenfallt, und gewinnt hieraus das Kriterienpaar: 

I lim v -a v > 0 Divergent! , 

(17) j lim v x +Q • a v = 0 : Konvergmz , (q > 0), 

welches, beilaufig bemerkt, leicht als im wesentlichen gleichwertig mit 
dem disjunHiven DoppelMterium (16) erkannt wird und einfacher 

direkt axis dem Yerhalten der Reihe ^ (,Q ^ ^ abgeleitet 

werden konnen. Wichtiger diinkt mir ; dass C. liier zum orsten Male 

die Divergent Yon^ 7 —; die Konvergmz Y(m ^? vi](f r ( i + ( , filr > 0 

beweist, womit der Weg fur die weitere Yerscharfung der Kriterien 
(16) und (17) unmittelbar yorgezeichnet erscheint. 

24:. Kummer’s allgememe Kriterien. Die Kriterien von J. L. Itacihc, 
J. M. 0. Duhamel , de Morgan , Bertrand t P. 0. Bonnet , M. (}. r. Paucker 
(deren Yeroffentlichung in den Zeitraum von 1 — I Hf> 1 fill It und 

von denen spater noch die Rede sein wird) liefern lediglich derartige 
Versclmfungen der Cauchy ' schen Kriterien, an welrhe sie aueh nacli 
Form und Herleitungsweise sicb im wesentlichen ansrhliossen. 

Wahrend alle die bisher genannten Kriterien einen spezidlm 
Charakter tragen, insofern sie durchweg auf der YVrgleirhung von a v 
mit einer der speziellen Zahlenfolgen a v , v 1 ', ?/•( lg v) v etc. bonihon, so hat 
E.E.Kummer 110 ) das folgende Ko7ivergcnz-Kriterimn von nbernisehend 
allgemeinem Charakter abgeleitet: konvmjiert, worn irgeml eine 

positive Zahlenfolge ( P v ) m ) existiert, so dass: 

(18) lim l v — lim (p r v - P r , ,)>(>. 

\ fl v+l / 

169) Anc. Exerc. 2 (1827), p. 221 if. — Her Safz i’ll <l«*n ZiiNjinimenhang 
des Integrals mit der Reihe findet sich in geometrisrlmr Komi sriion hoi (Uin 
Mac Laurin (Treatise of fluxions 1742, p. 289.1. — ('W die I'miurmun^ dienes 
Krit. durch JB. Miemann, vgl. Nr. 30. 

170) J. f. Math. 13 (1835), p. 171 If. 

171) Kummer fOgt noch die Nebenbedingung hiir/.u: lim P • a 0, wtilehe 
jedoch in Wahrheit iiberflussig ist, wie JJini in einer Nogleirh zu erwiihnuxulen 
Arbeit zuerst gezeigt hat, 
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Zugleich zeigt K., dass ^Sa v diver giert y wenn: 

(19) lim R v -a v — 0, 172 ) lim X v = 0, lim > 0, 

und weist nach, dass allemal wirklich (unendlich viele) Zahlenfolgen 
(P v ) existieren , welche eins der Kriterien (18) (19) befriedigen; um 
sie aber in jedem Falle bestimmen zu konnen, mfisste man von vorn- 
herein fiber die Konvergenz und Diver gem von orientiert sein. 

25. Die Theorien von Dini, dn Bois-Reymond nnd Pringsheim. 

Erbebliche Verallgemeinerungen der ganzen Lebre von den Konver- 
genzkriterien bringt sodann Dini s umfangreiche, zunachst unmittelbar 
an Rummer's Untersucbung ankniipfende Abbandlung: Suite serie a 
termini positivi 173 ), welche indessen nicbt die verdiente Yerbreitung 
gefunden zu baben scheint. 

Du Bois-Reymond ' s „Neue Theorie der Konvergenz und Divergenz 
von Reihen mit positiven Grliedera“ 174 ) scbeint ganz unabhangig von 
Dini s Arbeit entstanden zu sein. Sind auch seine Untersuchungs- 
metboden und Hauptresultate von denjenigen Dinis nicbt wesentlich ver- 
schieden, so gebt er docli primipiett fiber Dini hinaus durcb die aus- 
gesprocbene Tendenz, der Lebre von der Konvergenz und Divergenz 
„durch strengere Begriindung und durch sachgemasse Verknfipfung ibrer 
Tbeoreme den bis jetzt ihr feblenden Charakter einer mathematiscben 
Tbeorie zu verleihen“ Da mir indessen Du Bois-Reymond dieses Ziel 
keineswegs erreicbt zu haben scbeint 175 ), so babe icb das von ihm 
gestellte Problem von neuem aufgenommen und in folgendem Sinne 
erledigt 176 ): Es werden aus dem vollig einbeitlich durchgeffihrten, 
nacbstliegenden Prinzipe der Reihenvergleicbung Regeln von moglicb- 
ster Allgemeinbeit abgeleitet, welche nicbt nur alle bisber bekannten 
Kriterien als spezielle Falle umfassen 177 ), sondern aucli ihre Tragweite 


172) Hier ist cliese Bedingung tvesentlich. 

173) Pisa 1867 (Tipogr. Nistri). Auch: Ann. delP Univ. Tosc. 9 (1867), 
p. 41—76. 

174) J. f. Math. 76 (1873), p. 61—91. 

175) Ygl. meine krit. Bemerk. Math. Ann. 35 (1890), p. 298. 

176) Math. Ann. 35 (1890), p. 297 — 394. — Nachtrag dazu: Math. Ann, 39 
(1891), p. 125. — Ein Auszug dieser Theorie findet sich: Math. Pap. Congr. Chi- 
cago [1896] 1893, p. 305—329. 

177) Eine Ausnahme bildet das Rummer’ ache Divergenz- Kriterium, weil es 
nicht, wie alle anderen Kriterien von einer, sondern von drei Bedingungen ab- 
hangt. Dasselbe wird aber durch die allgemeineren Div.-Kriterien 2 ter Art voll- 
kommen entbehrlich. Ygl. meine Abh. a. a. 0. p. 365, Fussn. 
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und ibren mebr oder weniger verborgenen Zusammenhang deutlicb 
erkennen lassen. Insbesondere erscheint das in seiner Allgemeinbeit 
bisber vollstandig abseits stebende Konvergenzkriterium meter Art you 
Kummer als ein naturlicbes Glied dieser Theorie und findet sein voll- 
standiges Analogon unter den Kriterien erster Art. 

26. Die Kriterien erster und zweiter Art. Ich bezeichne mit 
dy — DT 1 bezw. c^CI 1 das allgemeine Glied einer als divergent 
bezw. Jconvergent erkannten, mit a v dasjenige einer zu beurteilenden 
Reibe. Dann ergiebt sicb als Hauptform der Kriterien erster und 
zweiter Art: 

I lim D v ■ a v > 0 : Divergem, 

{ lim G v • a v < oo : Konvergenz 178 ). 

lim (IK ■ — Dv+i) < 0 : Divergmz, 

a v+l 

lim (G v ■ — G v +i) > 0: Konvergenz. 

a v+l 

Man kann diesen Kriterien mannigfaltige ande.re. For men geben, 
wenn man niebt a v direkt mit d v , c v , sondern F(a v ) mit F(d r ), F(c v ) 
vergleiebt, unter F eine monotone Funktion verstanden. llierauf be- 
rubt insbesondere die Umformung der Kr iter ienpa are ('JO) in disjunk- 
tive JDoppeTkritenen, bei denen ein einsiger Ausdruck iiber Divergenz 
imd Konvergenz entsebeidet. 

Versagt fiir irgend eine bestimmte Wald von < \ eins jener 
Kriterien in der Weise, dass an Stelle der Zeie.hen das Uleiehheits- 

zeicben auftritt, so ergiebt sicb die MuglieMe.it, icirksamnr Kriterien 
zu erbalten, wenn man statt I) y , G r solche I) r , einf'iihrt, welche 
der Bedingung: D r <D v bezw. C v > C r geniigen, in w.dchem Fall,, 
die Reibe bezw. ,~b~ (J v schwdcher divergent bezw. konvergent 

beissen soli, als bezw. l . m ) Man kann aber solche 

Ivy C v niebt nur in unbegrenzter Anzalil, Kondern idle iihrrhuupt miig- 
lichen mit Hiilfe der folgenden Siitze lier.stellen: 

1st 0 <0 M v -=C lim M r = c\j, so stellt. jeder dm' drei Aus- 

driicke 


178) Die Bezeichnung: <oo bedeutot: nicht 'v, also unter einer rndlichen 

Schranke. Pemer bemerke man, dass lim hier im Simie von lim sleld, ,1. h. es 

brauebt keineswegs ein 6 estimmter Limes von der fraglirhen liesehatl'enlieit zu 
existieren. 

179) Der Begriff der „schwueheren“ Divergenz und Konvergenz lilsst, .sicb 

ft 1 lo’rirviQirim* ■Pooo/vw Tr^.1 _ _ r\ ^ 


( 20 ) 

( 21 ) 


26. Die Kriterien erster und zweiter Art. 
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(22) (a) M r+1 — M v , (b) 


M, 


r-f-1 


AT. 


M„ 


(c) 


Jf, 


U-j-1 


AT 


jar 


•i/+i 


ein ^ dar, und umgekehrt lasst sick jedes d v in der Form (a), (b) 
und im Falle d v < 1 auch in der Form (c) darstellen 18t) ). 

Ferner stellt der Ausdruck: 


K+l ~ M r 

ein c v dar — vice versa. 

Dabei divergieren bezw. konvergieren die betreffenden Reihen um 
so schwacher, je langsamer M v mit v zunimmt 181 ). 



Durcb Einfiihrung von (0 < q < 1) an Stelle von M v erkennt 
man mit Hiilfe der Bezieliung: 


(24) 




M$ +1 • MS 






M v+1 • M* ™ 




jeden dieser Terme als allgemeines Glied einer Jconvergenten Reihe 182 ). 
Sodann liefert die Substitution von lg* M v (x = 1, 2, 3, . . .) und (24), 
wenn man setzt: 


(25) x • lgi x • lgg x • • * lgx x = L*(x), 

mit Hiilfe elementarer infinitarer Relationen die beiden unbegrenzt 

fortsetzbaren Folgen: 


(26) (a) 


K+i ~ K 


(b) 


M r+1- M v 

L x(K+ 1) • 


(q> 0 \ 

\% = 1,2, 3 ,.../ 


L X (M V ) w L,(M V+ 

als allgemeine Glieder von bestandig schivacher divergierenden bezw. 
konvergierenden Reihen. Diese Ausdriicke enthalten fiir % — 0 die 


180) Die Vergleichung der Ausdriicke (22) (b) und (c) mit (a) zeigt unmit- 
telbar, dass es zu jeder divergenten Reihe schwacher divergicrende giebt. Setzt 
man M v — d v , M {) — 0 , also: = d Q -j- d 1 -f- • • * -f- d v = s v , so 


folgt : Mit der Reihe 
3 [1828], p. 81) und 


J5?d v diver giert auch - 


’r-j-l 


(Satz von Abel: J. f. Math. 




(. JDini a. a. 0. p. 8). 


181) Man kann geradezu M v als das Mass der Divcrgenz bezw. Konvergenz 

von bezw. ^ - jy[ V ~ bezeichnen. Ygl. Du Bois-Rcy- 

mond a. a. 0. p. 64. t + i > 

182) Daraus folgt mit Anwendung der unmittelbar zuvor gebrauchtcn Be- 

dy 

zeichnungen, dass Denver giert. Auch dieser Satz findet sich schon 


bei Abel (in der oben erwahnten nachgelassenen Note: 2, p. 198), ausserdem bei 
Dini (a. a. 0. p. 8). 
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entsprechenden Anfangsterme in (22), (24), wenn noch L 0 (x) lg 0 a5=a; 
gesetzt wird. Auch kann man in dem Nenner des Ausdruckes (26b) 
M v+ i ohne weiteres durcb M v ersetzen, wenn man die fiir die Bil- 
dung von Kriterien sick zweckmassig erweisende Beschrankung 
M v+ i ~ M v einfiihrt. 


27. Fortsetzung. Hiernacb ist die Hauptform aller uberhaupt 
moglichen Kriterien erster Art in den beiden Beziehungen enthalten: 

M " ■ a„ > 0 : Divergent:, 


(27) 


lim 


M v+ x - M v 


lim Mv+1 


M.. 


M v+1 - M v 


■ a r < oo : Konvergenz, 


und es stellen die Beziehungen: 


(28) 


lim ' a * > 0: ^Hvergenz, 


■ M. 


lim 




X 


■V+l' 


-X. 


■ a v < oo : Konvergenz 


(M, + i 

V 0 


M. t \ 

Q> o ) 


fur * = 0,1,2,... eine Slala von immer wirlcsamercn Kriterien dar. 
Die spezielle Wahl M v = v liefert alsdann fiir % = 0 das Cauchy ' sche 
Kriterium (17), fiir * = 1,2,... jene Serie, vvelehe zuerst von de 
Morgan 1 * 3 ), spater von Bonnet m ) aufgestellt wurde. 


«7 // JL ' 

Die Kriterien (28) lassen sich aucli (lurch di<? folgendc Skala von 
disjunHiven Kriterien 185 ) ersetzen: 

(a) lim — 


(29) 


X. 


' 0 Divergent, 

0 Konvergenz , 


(b) lim - 


lg «. + . 


■ M.. 






( < 0 Divergent, 

I > 0 Konvergenz . 


(*-- 0 , 1 , 2 ,...). 


Spezialisiert man wiederum M r —v, so liefert (a) das Cauchy' sclie 
Fundam. -Kriterium (I), (b) fiir % = () das Cauchy ' selie Kriterium (Ki), 
fur J£ = l, 2, ... eine zuerst von Bcrtrand m ) abgeleitete Serie. 


183) Diff. and Integr. Calc. (1839;, p. 396. Ik Morgan leit.et, durau.s noch 

eine andere scheinbai- allgemeinere Kriterienfonn all, dcren Trngweite in.Ieosen 
genau dieselbe ist, wie Bertrand und Bonnet (J. de Math. 7, .js ; s ■> 86) 
gezeigt haben. ’ ’ 1 ‘ 

184) J. de Math. 8 (1843), p. 78. 

185) In etwas anderer Form abgeleitet von Uini a. a. U p 14 

186) J. de Math. 7 (1842), p. 37. - Eine element arere' Ableitung giebt 

Paucker . T. f Ma.fli £9 riann — - - h h 


h orv\ 


27. Die Kriterien erster und zweiter Art. 
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Schliesslich gestattet das in (a) enthaltene Konvergenz-Kriiermm 
noch die folgende Yerallgemeinerung: 

(30) lim 1& - a - < 0 : Konvergenz , 187 ) 

wo (P r ) jede beliebige positive Zahlenfolge bedeuten kann und 
= P 0 + P ! + ••• + P-v- 

Dieses allgemeinste Konvergenzkriterium erster Art bildet dann das 
Analogon zum Kummer’schen Konvergenzkriterium zweiter Art . 

Durch Einsetzen des allgemeinen Ausdrucks (23) fur 0,7 1 in das 
Konvergenz- Kriterium zweiter Art (21) ergiebt sich das merkwurdige 
Resultat, dass dasselbe auch auf die Form gebracht werden kann: 


(31) 


lim (D v v ~~ 


P y -}-i) > 0 : Konvergenz . 


Da jede beliebige positive Zablenfolge (P v ) entweder der Gattung 
(D v ) oder der Gattung (0„) angehoren muss ; so findet man durch 
Kombination von (31) mit dem Konvergenz- Kriterium (21) unmittelbar 
das Kummer’ sche Konvergenz-Krit. (18), mit dem Diver genz- Krit. (21) 
das disjunktive Krit. zweiter Art: 


(32) 


lim (D v ■ D v+t ) 

a r+l 


I < 0 : Divergenz , 

1 > 0 : Konvergenz , 


in welches man nur aus (22 a), (26 a): 

l 


(33) D v 




r-f- 1 ' 


-Af 


bezw. D v = 




*,+i— M, 




einzusetzen hat ; um Skalen von immer wirksameren 188 ) Kriterien zu 
erhalten. Fur M v = v resultiert daraus der Reihe nach das Cauchy’ sche 
Fund -Krit. (II), das Baabe’sche 18 ‘ J ) und (abgesehen von einem un- 


welcher bei dieser Gelegenheit mit Recht den Grundgedanken und die beniitzten 
Methoden fur sick reklamiert. 

187) Anders geschrieben : 

lim (P v • a r )* v < i . 

188) Uber den (hier nicht so unmittelbar wie bei den Kriterien erster Art 
ersichtlichen) Charakter der successive zu erzielenden Verschdrfung s. mcinc Ab- 
handl. a. a. 0. p. 364. 

189) Z. f. Phys. u. Math, von Baumgartner u. Ettingshausen 10 (1832), p. 63. 
Wieder entdeckt von JDuhamel, J. de Math. 4 (1839), p. 214. Vgl. auch 6 (1841), 
p. 85. — Das fragliche Kriterium lasst sich auf die Form bringen: 

lim JAiAK 1 ' Divergent, 

Va w _Li / |>1: Konvergenz. 
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wesentlichen IJnterschied in der Form) eine gleiehfalls von Bertrand m ) 

aufgestellte Kriterienfolge. . . , 

° FTeben der Hauptform (32) des disjunkt. Knt. mmter Art habe 
icb als besonders einfacb und von gleicher Tragweite noch die folgende 

hervorgehoben: ^ jfcwpwu, 

(34) limD^+i lg p> v+l a v+l 1 > 0 : Konvergmz. 

Aucb bier erweist es sicb als zulassig, in dem Konv- Krit. die D v 
durcb die Terme einer ganz ieliebigen positiven Zahlenfolge (/,.) zn 
ersetzen, so dass ein Kriterium von gleicher Allgemeinheit wie das 
Kummer’sche resultiert. 


28. Andere Kriterienformen. Die Lebre von den Kriterien erstcr 
und metier Art darf als vollkommen abgeschlossen gel ten. Wenn 
nichtsdestoweniger von Zeit zu Zeit immer wieder „neue“ solche Kri- 
terien auftauchen, so bandelt es sicb dabei entweder um die Wieder- 
entdeckung langst bekannter Kriterien oder um Spezialbildungen von 
untergeordneter Bedeutung. 

Andererseits ergiebt sich die unbegrenzte Moglicbkeit weiterer 


allgemeiner Kriterienbildungen, wenn man statt der a v oder ~ 

irgendwelclie andere, passend gewahlte Verbindungen F(a V} (t r +i 7 . . .) 
mit den entsprechenden der d v bezw. c v yergleicht. Auf diosem Priu- 
zipe beruben die yon mir aufgestellten Kriterien drifter Art (I)ifte- 
renzenkrii) 191 ), sowie die „erweiterten Kriterien zweiter Art u , bid denen 
statt der Quotienten zweier consecutiver diejenigen zweier hdivhig nil- 
fernter Glieder oder auch diejenigen zweier Gliedergruppni in Betraoht 
gezogen werden. Ich gelange auf dem letzteren Wege zu dem fbl- 
genden erweiterten Hauptkriterium zweiter Art: 


(35) 


I u m (*,+>) 

lim ( Jf .+»- af ,)-/ f W 

*=“ ( m x+h - m x) ■ f{ m x+h ) 


>1: Divergent der Iieihe ^f(v), 
<1: Konvergmz ,, ?) 


190) J. de Math. 7, p. 43. Vgl. auch: Bonnet, .1. dc Math, s, p. so und 
Paucker, J. f. Math. 42, p. 143. — Die Gauss when Kriterien lasseu nivh mit 
Hulfe des Baabe’schen und des ersten Bertrand's chen Kriteriums ahlcitcn, wic 
J5. a. a. 0. p. 52 gezeigt hat; iibrigens auch mit Hulfc der Kiunmer Mian Kri- 
tenen (. Kummer a. a. 0. p. 178). — Das analogc gilt fur den el was allgemei- 

neren Pall: -~ = 1 + ^ + ■ • •, nach 0. Schtomilch, 7. f. Math, lo UH<>5), 

p. 74. 

191) A. a. 0. p. 379. 
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29. Tragweite dei? Kriterien erster und zweiter Art. 

wenn M x > m x und M x , m x monoton zunehmende, f{x) eine monoton 
abnehmende Funktion der positiven Veranderlichen x bedeuten. Aus 
demselben ergeben sicb fur h— 1 die yon G. Kotin 192 ) abgeleiteten 
Kriterien, fur lim h = 0 die durch formate Einfacbbeit und grosse 
Tragweite ausgezeichneten Kriterien yon J Ermakoff 123 ): 

lim J > 1 : V iver 9enz, 

^ 1 < 1 : Konvergenz, 

Die letzteren babe icb neuer dings in der Weise verallgemeinert, dass 
f(x) nicbt mebr als monoton yorausgesetzt zu werden braucht 194 ). 

29 . Tragweite der Kriterien erster und zweiter Art. Das An- 
wendungsgebiet irgend eines Kriteriums zweiter Art ist naturgemass 
ein merklich engeres , als dasjenige des entsprecbenden (d. b. mit dem- 
selben D V) C v gebildeten) Kriteriums erster Art m ). Cauchy bat auf 
Grrund des in Nr. 18 . Grl. (9) erwahnten Grrenzwertsatzes den Zusammen- 
hang zwiscben seinen Fundam. - Krit. erster und zweiter Art genauer 
festgestellt. Das betreffende Resultat lasst sicb in folgender Weise ver- 
allgemeinern: Liefert das disjunctive Kriterium ziveiter Art (32) fur 
j)— 1 _ M v j tl — M v eine Entscheidung oder versagt es durcb Auftreten 
des Grenzwertes Null, so gilt das gleiche von dem Kriterium erster 
Art (29 a). Dagegen hann das letztere nocb eine Entscbeidung liefern, 
wenn das erster e durch das Auftreten von Unbest. -Gremen versagt m ). 

Die Grrenzen fur die Tragweite der gewohnlichen Kriterienpaare 
erster Art (20) ergeben sicb aus der Bemerkung, dass dieselben nicbt 
nur versagen, wenn geradezu: 

(A) lim D v • a v = 0 , lim C v • a v — oo , 

sondern auch dann, wenn jene Grenzwerte iiberhaupt nicht existieren 
und gleichzeitig : 

(B) lim j D v a v = 0, lim C v • a v — o o . 


ilf 


e x , vi =1 resultierendo Kriterium : lim ■ 


Das fur 
1 bositzt z. B. diesclbc 


192) Archiv f. Math. 07 (1882), p. 82. 84. 

193) Darboux Bulletin 2 (1871), p. 250; 18 (1883), p. 142. 

c x f(e x ) ^ 

f(x) ' 

Tragweite, wie die ganzc Skala der logarithm! schen Kriterien. 

194) Chicago Papers p. 328. Daselbst auch ein kiirzercr, auf der Theoric 
der bestimmten Integrale beruhender Beweis (Verbesserung des ursprunglicii 
von W. Ermaicoff gegebenen) und genauere Feststellung der Beziehung zwischen 


nnd j j 


f{x ) dx . 


195) Ygl. a. a. 0. p. 308. 


1 T > 'riw,n<ihfl4<m q. 


O -n ‘-i 7 0. 


90 I A 3. Irrationalzahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse. 

Wahlt man, wie bei den in der Praxis ausschliesslich angewen- 
deten Kriterien geschieht, die D V) C v monoton zunehmend 197 ), so er- 
streckt sich ihre Anwendbarkeit offenbar nur auf solche a v , die ent- 
weder geradezu monoton oder dock J7 im wesentlichen monoton ab- 
nehmen, d. h. so, dass die etwaigen Schwankungen innerhalb gewisser 
Grenzen bleiben. 

30. Die Grenzgebiete der Divergenz und Konvergenz. Das 

erste Beispiel einer konvergenten Reihe, fur welche die gewohnliche 
logaritkmische (Bonnet 1 scbe) Skala nach dem Modus von Gl. (A) ver- 
sagt , hat Du Bois-Reymond konstruiert 198 ). Ich habe sodann einen 
etwas allgemeineren Reihentypus von durchsichtigerem Bildungsgesetz 
angegeben, welcher zugleich auch divergente Reihen von der fraglichen 
Beschaffenheit liefert 199 ). Die hierbei beniitzte Methode lasst sich, 
wie Hadamard gezeigt hat 200 ), leicht auf jede beliebige Kriterienskala 
iibertragen. 

Es giebt aber auch unendlich viele monotone a Vj fiir welche eine 
beliebig gewahlte Kriterienskala im Sinne der Gleichimgen (B) voll- 
kommen versagen muss. Die von mir in dieser Richtung angestelltem 
Untersuchungen 201 ) fiihren zu dem folgenden allgemeinen Satze: , 7 Wie 
stark auch konvergieren moge, so giebt es stets monotone di- 
vergente Reihen fiir welche: limC v a v — Q. Wie langsam auch 

m v mit v ins Unendliche wachsen moge, so existieren stets monotone 
konvergente Reihen ^a vp fur welche: lim v • m v * a r = ; dagegen hah 

man stets: lim v • a v = 0 Es giebt also iiberhaupt kein M v von 
beliebig hohem Unendlich , so dass lim M v • a v > 0 eine noticmd'ujr Be- 
dingung fiir die Divergenz Yon J£a v bildet. Andererseits bildeh zwar 
die Beziehung lim v • a v — 0 eine notwendigc 202 ) Bedingung ffir die 


197) Z. B. D v as V , V lg V , ... 

v ■ (lg . . . 

(Bonnet ’ sche Kriterien : s. Nr. 27). 

198) J. f. Math. 76 (1873), p. 88. 

199) A. a. 0. p. 353 ff. 

200) Acta Math. 18 (1894), p. 325. 

201) A. a. 0. p. 347. 356. Math. Ann. 37 (1890), p. GOO. Munch Her •>(> 

(1896), p. 609 ff. ‘ 

t . Dass dieselbe fiir di e Konvergenz stets auch hinreiehr, ist v<m Th. Olivier 
(J. f. Math. 2, 1827, p. 34) behauptet, von Abel (a. a. 0. 3, p. 79. Oeuvres 1, 

p. 399) dnrch den Hinweis auf die Reihe wi.lerlegt worden. Bummer 

Vlfl.f, rln.crAflrA-n rvar/a4~-i- A • . t 


81 . Bedingte und unbedingte Konvergenz. 
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Konvergenz yon ]£a v , dagegen keine 203 ) Beziehung yon der Form: 
lim v • m y • a v — 0 bei beliebig schwachem Unendlich yon lim m v . Mit 
anderen Worten: Es existiert, auch wenn man sich auf die Betrach- 
tung monotoner 204: ) a v beschrankt ; uberhaupt keine Schranke der Diver- 
gent, d. h. keine Zablenfolge (c v ), so dass yon irgend einem bestimm- 
ten v an bestdndig a v >c v sein miisste, wenn ^Sa v divergiert. Und 
es bildet zwar jede Zahlenfolge yon der Form (j^), wo £>0 ; eine 
Schranke der Konvergenz (d. h. es muss yon irgend einem bestimmten 
v an bestdndig a v <.^ sein, wenn ^a v konvergieren soil), dagegen 

keine Zahlenfolge yon der Form wie langsam auch s v mit 

der Null zustreben moge. 

Hiernach beruht die yon Du Bois-Reymond eingefiihrte 205 ) Fik- 
tion einer „Grenze zwischen Konvergenz und Divergent yon vornher- 
ein auf einer falschen Grundanschauung. Aber auch wenn man die- 
selbe in wesentlich engerem Sinne auffasst, namlich als prasumtive 
Grenze zwischen irgend zwei bestimmten diyergenten und konyergenten 

Skalen, wie: — Vx und (x — 1, 2, 3, . . o< 0), erscheint 

sie unhaltbar, wie ich des naheren nachzuweisen yersucht habe 206 ). 

31. Bedingte und unbedingte Konvergenz. Eine Reihe mit 
positiven und negativen Gliedern u v heisst absolut konvergent, wenn 
J£\u v \ konvergiert; dass sie unter dieser Yoraussetzung wirklich auch 
selbst allemal konvergiert , ist, wie schon in Nr. 23 bemerkt wurde, 
yon Cauchy bewiesen worden. Dass es aber auch Jconvergente Reihen 
giebt, fur welche ^ | u v | divergiert , hatte bereits das Beispiel 


a v 1 

reicht, wenn sich nach steigenden Potenzen von — entwiclceln liisst (J. f. 

V|-i * 1 

Math. 13, 1835, p. 178). 

203) Man findet vielfach den falschen Satz (vgl. meine Conv.-Theorie a. a. 0. 
p. 343), dass allgemein: lim D v • a v — 0 eine notioendige Bedingung fiir die Kon- 
vergenz bilde, wahrend fiir D v ^>-v in Wahrheit nur: lim D v • a v = 0 zn sein 
braucht. Diese einzig richtige Formulierung giebt schon Abel in der oben zitier- 
ten nachgelassenen Note: Oeuvres 2, p. 198. 

204) Fiir nicht-monotone a v erscheint die Existenz derartiger Konvergenz- 
und Divergenzschranken a priori ausgeschlossen ; s. meine Conv.-Theorie a. a. 0. 
p. 344. 357. 

205) Miinch. Abh. 12 (1876), p. XV. Math. Ann. 11 (1877), p. 158 ft*. 
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der Leibnirfschen Reihe 207 ): f= 1- - j + f “? + - g elehrt - Auch 

hat Zeito allgemein die Konvergenz jeder Reihe von der Form 
( — 1)* • a v (wo a v ^a v+i >0, lim^-O) erwiesen 208 ). An der- 

artige Reihen, speziell an ^(-l ) v ^ V hat Caudl V die ^ichtige 
Bemerkung geknupft 209 ), dass ihre Konvergenz wesentlich von der An- 
ordnung der Grlieder abhangt, derart ; dass sie bei gewissen TTmord- 
nungen divergent werden. Hicrmit bat er diejenige EigGiiscliaft auf- 
gedeckt, welche man beute als bedingte Konvergenz zu bezeichnen 
pflegt. Lej.-Dirichlet bat hinzugefiigt 210 ), dass bei gewissen XJmordnungen 
die Konvergem zwar erbalten bleibt, die Summe dagegen eine Ver- 
anderung erleidet; und er bat insbesondere scharf hervorgehoben, dass 
eine dbsolut konvergente Reihe stets unbedingt, d. h. unabhiingig yon 
der Anordnung der Grlieder gegen dieselbe Summe konvergiert 211 ). 
Durch Cauchy und Dirichlet war immerhin nur so viel erwiesen wor- 
clen ; dass gewisse nicbt-absolut konvergierende Reihen nur bedingt 
konvergieren; dass dies in Wahrheit bei jeder nicbt-absolut konver- 
gierenden Reibe der Fall sein muss ; lehrte erst ein von liiemann be- 
wiesener Satz 212 ) ; wonach sich zwei beliebige divergent e Iieilien von 
der Form ^a V) — b v ) (flr> 0 ; b v >0, lim a v — lim 6,. — 0} m 
einer Iwnvergenten Reibe mit beliebig vorzusehrei bender Mu nunc ver- 
einigen lassen 218 ). Damit erscheint die vollkomniene Atjuivalenz von 


207) De vera proportione circuli ad quadratum rirnnnsrripf mu, A<*fa. erud. 
Lips. 1682. (Opera, Ed. Dutens 3, p. 140.) Die Reihe iindef wieh .m-lnm hoi 
James Gregory. Vgl. Beiff a. a. 0. p. 45. M. (Unitor 3, p. 72. 

208) Brief a n Joh. Bernoulli 3 1. Jan. 1714. I'Cominerr. epi.4. 2, p. 320.) 

209) B6sum. anal. p. 57. 

210) Berl. Abh. 1837, p. 48. (Ges. W. 1, p. 31 H.) 

211) Ausdriicklich bewiesen wurde dies wohl zum ersfen Male vmi \V. Kcheib- 
ner: Uber unendlicbe Beihen und deren Konvergenz. Grahilaf iom^-hriff, Lpzg. 
1860, p. 11. — Der Ausdruck „mbedingic u Konvergenz diirffe v<m Wrierstntss 
stammen (J. f. Math. 51 [1856], p. 41). — Kinzclne deuf.srhe and fa,f nib* Iran- 
zosischen und englischen Autoren bezeichnen die bedingt knnvi*rg«*iifm Reihen 
als semihonvergent. Dieser Ausdruck ist an sich wenig pa *>•»*« d . «lenn der Zusalz 
„semi“ bezeichnet nicht sowohl einen hesonderen Modus, als vielmehr die par- 
tielle Negation der Konvergenz) und erscheint au cl i sehnn mis dem Gninde wenig 
empfehlenswert, weil er (bezw. der daxnit synonyme hdbkonrminde Reihe, serie 
demi-convergente) nach dem Vorgange von Legendre iKxerr. di* eale. integr. 1, 
p. 267) bereits eine vollig andere Bedeutung erlangt hat. Vgl. Nr. tfs. 

212) Gott. Abh. 13 (1867). (Ges. W. p. 221. ) 

9\ TX tj. ■. . 
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32 . W erfcveranderungen bedingt konvergenter Beihen. 

absoluter und unbedingter, nicht-absoluter und bedingter Reihenkonver- 
genz endgiiltig festgestellt. 

32. Wertveranderungen bedingt konvergenter Beihen. Fur 

die Veranderung, welche die harmonische Reihe 

0 

erleidet, falls man auf je p positive Glieder je q negative folgen lasst, 
wurde von Mart. Ohm (mit Hiilfe der Integralrechnung) der Wert 

1 lg ^ gefunden' 214 ). Eine unmittelbare Verallgemeinerung dieses Re- 
sultates bildet der von Schlomilch bewiesene 215 ) Satz, dass der Reibe 
( — 1 y ■ a v +i bei analoger Umstellung die Wertveranderung 
(lim v • a v ) • \ lg — zukommt. Icb habe in ganz allgemeiner Weise 
untersucht 216 ), welche Wertverandertmgen eine aus den beiden diver- 
genten Bestandteilen ^ a v , zusammengesetzte konvergente 

Reihe erleidet, wenn die relative Haufigkeit der a v und ( — b v ) (mit 
Festhaltung der ursprunglichen Reihenfolge innerhalb der beiden ein- 
zelnen Grruppen (a v ) und (b v )) in beliebig vorgeschriebener Weise ab- 
geandert wird ; und umgekehrt, welche derartige Umordnung erforder- 
lich ist, um eine beliebig vorgeschriebene Wertveranderung zu er- 

zeugen. Die hierzu erforderliche und fur den Fall lim — 1 
vollstandig durchfuhrbare Untersuchung „singulcirer Iieihenreste u von 

der Form: lim a v lehrt, dass die fraglichen Wertveran der ungen 
nicht von dem speziellen Bildungsgesetze der a vy sondern lediglich von 

n-{- (p (n) 

deren Yerhalten fur lim v = oo abhangen: 1st lim 2 a v = a (endlich), 

71 -J— 1 

n -j- (p( n) n -f~ <p ( n) 

so wird auch lim /j a v = a , falls a v (^a v ] dagegen lim a v — 0 

n + 1 w- j- 1 

bezw. = oo ; falls a v -< a v bezw. >- a v . Das zur Erzeugung eines ge- 
wissen Restwertes (incl. 0 und oo) erforderliche <p(n) (d. h. schliess- 
lich das zu einer gewissen Wertveranderung fiihrende Umordnung sgeselz) 


214) De nonnullis seriebus summandis. Antr.-Programm, Berlin 1831). — 
Eine elementare Herleitung bei H. Simon, Die barm. Reihe. Dissert. Halle 188G. 
215") Z. f. Math. 18 (1873V 520 
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hangt dann in genau angebbarerWeise yon der infinitaren Besehaffenheit 
der a v ab. 1st a v >\, so erleidet die Reibensumme die Anderung 0 ,a, 
oo ; je naehdem lim cp(n) ■ a n = 0, a, oo. Das analoge findet im Falle: 
a i\j- statt, mit dem einzigen Unterschiede, dass die Anderung, falls 
lim (f (n) -a n — a, bier den Wert: llg(l + &9) annimmt. 1st endlicb 

a V -<C — , so liefern die beiden Annahmen lim cp (n) • a n = 0 und = a 
Iteine Wertveranderung; im Falle: lim (p (n) • a n == oo resultiert dann 
eine bestimmte endliclie oder unendlich grosse Anderung, je nach der 
besonderen Art des Unendlichwerdens von lim cp(ri) • tin- 217 ) 

Einen etwas allgemeineren Typus von Umordnungen, welcbe die 
Summe einer bedingt konvergierenden Reihe unverdndert lassen ; bat 
K Borel betracbtet 218 ). 

83. Kriterien fiir eventuell nur bedingte Konvergenz. Fiir die 
Feststellung der einfachen, d. b. eventuell nur bedingten Konvergenz 
einer Reibe mit positiven und negativen Gliedern besitzt man keine 
aJlgemeinen Kriterien. Das Mass der Gliederabnahme ist bier fiir die 
Beurteilung der Konvergenz ganz ohne Belang ; wie das Leiimiz' sehe Kri- 
terium fiir alternierende Reihen (Nr. 31) erkennen lasst: — 1 ) v * a v 

konvergiert ; auch wenn die a v beliebig langsam monoton der Null zu- 
streben. Ein in vielen Fallen brauchbares Hiilfsmittel giebt die von 
Abel m ) herriibrende Transformation („partielle Summation^): 

n n — 1 

(37) ^ (u v — U v+1 ) ■ V r + H„ V„ 

0 0 

(wo: F T = % + v t 4 j-tv), 

welcbe fiir lim n = oo den folgenden Konvergenzsatz liefert: „I.st 
J2(u v — m»+i) absolut und uberbaupt konvergent, so konvergiert, 
Jj;u v v v zum mindesten in der vorgeschriebenen Anordnung. Dies gill, 
aueb, wenn innerhalb endlicher Grrenzen oscilliert, sofern nodi 
limM„=0 ist/' Die Anwendung der Abel’ sdien Transformation fiir 
derartige Konvergenzbetracbtungen riihrt von Dkkhlct lmr"- 0 ), der 
obige Satz in etwas speziellerer Fassung von Dedckind 221 ); die h j(*r 

217) Naheres a. a. 0. p. 496 ff 

218) Bull, d. Sc. (2) 14 (1890), p. 97. 

219) J. f. Math. 1 (1826), p. 314. Oeuvres 1, p. 2*22. 

220) Yorl. iiber Zahlentheorie, kerausgeg. von 11. Dedckind t 3. Aufl (1879) 

§ 101 . ‘ ’ h 


33. Kriterien fiir eventuell nur bedingte Konvergenz. 
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gegebene findet sich nebst einigen einfachen Modifikationen bei Du 
Bois-Beymond 222 ). 

Aus diesem Satze folgt z. B. unmittelbar die zuerst yon Malm - 
sten m ) anderweitig bewiesene Konvergenz von - cos vx (excl. 

x = + 2jt7t) und J^a V ‘sinvx, wenn die a v monoton der Null zu- 
streben 224 ), sowie diejenige einiger anderer trigonometrischer Reihen 225 ). 
Auch lasst sich unter gewissen yereinfachenden Voraussetzungen der 
Konvergenzbeweis fiir die Fourier ' sche Reihe auf ihn zuruckfiihren 226 ). 

Die Abel ’ sche Transformation in Verbindung mit der in Nr. 26 


hervorgehobenen Konvergenz der Reihe 2 




H-i ' 


• Jf, 


m v+1 • m 


f ist von mir 


beniitzt worden 227 ), um ein sehr allgemeines Kriterium fiir die Be- 
urteilung der sog. Dirichlet ’ schen Reihen: 'Sky'MF* (k v beliebig, 
q > 0) zu gewinnen. Spezielle Falle desselben sind bereits friiher von 
Dedekind 228 ) und 0. Holder 222 ) auf anderen Wegen gefunden worden. 

Eine niitzliche Yerallgemeinerung des gewohnlichen Konvergenz- 
satzes iiber alternierende Reihen ergiebt sich aus den Weierst/r ass’ schen 
Konvergenzuntersuchungen 230 ). Darnach konvergiert ( — l) v • a v 

noch bedingt, wenn 


Vfl 


-l+7 + i und 0<*^1.*“) 


Die wichtigste Kategorie von Reihen, welche generell nur bedingt 
zu konvergieren brauchen, bilden die Fourier’ schen Reihen 282 ). Die 
allgemeinen Untersuchungen iiber ihre Konvergenz und Divergenz be- 


222) Antr.-Programm, p. 10. 

a . - 

223) Mit der unnotigen Einschriinkung lim = l . Nova acta Upsal. 

12 (1844), p. 255. Ohne jene Einschr. und einfacher: Ilj. Holmgren , J. do Math. 
16 (1851), p. 186. 

224) G. Bjorling (J. de Math. 17 (1852), p. 470) halt flilschlicher Weise die 

Bedingungen: 0, lima v ==0 schon fur ausreichend. 

225) Hu Bois-Beymond a. a. 0. p. 12. 17. 

226) Desgl. p. 13. 

227) Math. Ann. 37 (1886), p. 41. 

228) Yorl. iiber Zahlentheorie, Suppl. 9, § 144. 

229) Math. Ann. 20 (1882), p. 545. 

230) J. f. Math. 51 (1856), p. 29 ; Werke 1, p. 185. 

231) Dies gilt auch fiir Icomplexe a v , falls der reelle Teil von % der ini 

Text angegebenen Bedingung genflgt. — Fur x > 1 konvergiert absolut (am 

einfachsten naeh dem Eaabe' schen Kriterium), fur k 0 divergiert sie. Vgl. auch 

Stolz, Allg. Arithm. 1, p. 268. 
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ruken auf der Darstellung von s„ (lurch ein bestimmtes Integral und 
dessen Discussion fur lim n — oo . 

34. Addition und Multiplikation unendlicher Reihen. Fur die 
Addition bezw. SubtraUion zweier konvergenter Reihen ergiebt sich 
unmittelbar aus der Beziehung: lim a v + lim b v = lim (a v + by') (Nr. 17, 


G-l. (15)) die Regel: 

oo 9° 

( 38 ) yju v ±yjv v = 2j(u v +vy). 

0 o 0 

Fur die Multiplication hat Cauchy den Satz aufgestellt. 


(39) ( Uv ) * ( S Vv ) ^ ^ Wv ( Wv = w ° t?v w ^Wo), 

unter der Voraussetzung, dass absolut konver gieren m \ und 

mit dem ausdriickliclien Hinweise, dass die Formel fur nicht- absolut 
konvergierende Reihen versagen kann 284 ). hat gozeigt, dass die- 

selhe gultig ist, sobald (ausser den selbstverstandlich als Convergent 
vorausgesetzten Reihen J£u V} J£v v ) die Reihe ]£w v uberhaupt Con- 
vergiert m ). Da dieser Konvergenzbeweis (abgesehcn von dem durch 
Cauchy erledigten Falle der absoluten Konvergenz von ^u v , J£v v ) 
jedesmal besonders erbracht werden muss ; so erscheint es koines wcgs 
uberfliissig, dass F. Mertens die Griiltigkeit des MultijdikationstliooromH 
(39) auf den Fall ausgedehnt hat ; dass nur cine der beiden Roilien 
^u V} ]£v v absolut konvergiert 236 ). Der Fall, dass bride Roilien nur 
bedingt konvergieren, ist von mir des naheren betrachtet worden 237 ). 
Besitzt die eine der beiden Reihen, etwa J£u v , die Eigenschaft, dass 
]£\u v -{’U v j r i\ konvergiert, so erscheint die Redingung lim 
als notwendig und Mnreichend fur die Giiltigkeit dor Fornud (39); 
daraus ergeben sich insbesondere einfaclie Kriterion fiir den Fall 


233) Anal, algebr. p. 147. 

234) Ebenda p. 149 — wohl die erste Stelle, an wolchm* das nrsrfiitJnirVor- 
halten absolut nnd nicht-absolut konvergierender Reihen hervorgehohen wird. 

235) J. f. Math. 1 (1826), p. 318. (Oeuvres 1, p. 220. i Ahrl'n Beweis be- 

ruht auf der Betrachtung der Reihen J£v v x v fur lim ;r- 1, also auf 

einem stetigen Grenziibergange. Einen Beweis ohm Beniitzung dieses dm* Funk- 
tionenlehre angehorigen Hiilfsmittels hat E. Cesaro gegeben: Bull. d. Sc. (2; 14 
(1890), p. 114. — Ahnlich Jordan, Cours d’Anal. 1, p. 2H2. 

236) J. f. Math. 79 (1875), p. 182. Anderer Bew< iis von IT V Jensen Nmiv 
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zweier alternierender Reihen mit monotonen Gliedern 238 ). Unter der 
allgemeineren Annahme, dass J£u v absolut konvergent wird, wenn 
man die u v in Gruppen von p v Gliedern (jp v constant oder verander- 
lich, aber endlicb bleibend) zusammenfasst, babe icb eine Mnreichende 
Bedingung angegeben, welche den Cauchy' schen und Mertens’ schen 
Satz als speziellen Fall umfasst. Fiir den Fall p v — 2 bat sodann 
A. Foss 239 ), fiir beliebige constante 240 ) und endlich - verdnderliche 241 ) p v 
F. Cajori die notwendigen und hinreichenden Bedingungen aufgestellt. 

85. Doppelreihen. Die Additionsformel (38) ist zwar ohne wei- 

teres auf eine beliebige endliche Anzabl yon Reiben: 

00 

(f t = 0, 1, ...w), 

0 

aber nicht auf den Fall m = oo iibertragbar, d. h. fiir die Giiltigkeit 
der Beziehung: 

(40) (2 u C = 2 (2 u C 

0 0 0 0 

erscbeint es keineswegs als hinreichend, dass die linke Seite einen be- 
stimmten Sinn hat, also scblechthin Convergiert. Cauchy bat gezeigt, 

co co 

dass Gl. (40) gilt, wenn auch | uj^ | ) konyergiert 242 ) ; das 

o o 

Multiplikationstheorem (39) fiir zwei absolut konyergente Reiben er- 
weist sich als spezieller Fall dieses Satzes 243 ). Zugleich hat Cauchy 
an die Betracbtung eines meifach-unendlichen Schemas von Termen 
Uy l) (wobei etwa der Index y die Zeilen , der Index v die Kolonnen 
charakterisieren mag) den Begriff der Doppelreihe gekniipft. Setzt man 

m n 

u[^ = s% l \ so heisst die aus den Gliedern gebildete 

oo 

CO 

Doppelreihe 2 Convergent und s ibre Summe , wenn in dem 


238) Eine Anwendung auf die Multiplikation zweier trigonometrischcn Reihen 
s. Math. Ann. 26 (1886), p. 157. 

239) Math. Ann. 24 (1884), p. 42. 

240) Am. J. of Math. 15 (1893), p. 339. 

241) 1ST. Y. Bull. (2), 1 (1895), p. 180. — Cajori giebt eine kurze Analyse der 
von mir und Foss gefundenen Resultate: N. Y. Bull. 1 (1892), p. 184. 

242) Anal, algdbr. p. 541. — Eine allgemeinere, fur Potenzreihen geltende 
Form einer hinreichenden Bedingung, die von Weierstrass herriihrt (Werke 2, 
p. 205), ist wesentlich funktionentheoretischer Natur. Vgl. II B 1. 
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Nr 20 dieses Artikels angegebenen Sinne: lim^i —s ist 244 ); (in jedem 

“ m,n=<x> 

anderen Fall© heisst sie divergent und zwar eigentlich divergent, wenn: 
s (™) = oo ibezw. — oo). Auf Grrundlage dieser Definition ist 

die Lebre von den Doppelreiben spaterhin von Stol & ) und neuer- 

dings Ton mir 246 ) ausfuhrlicher bebandelt worden. Stole liebt vor 
allem mit Reeht hervor, dass jene Konvergenzdefinition in keiner 
Weise die Konvergenz irgend einer einzelnen Zeile oder Kolonne in- 
volviere; es braucht nicbt einmal fur irgend einen einzigen bestimm- 
ten Wert ft (bezw. v): lim «?° = 0 (bezw. lim ui' ] = 0) zu sein, with- 

r=oo /<==» 

rend allerdings bei einer konvergenten Doppelreibe stets: lim = 0 

sein muss. Ebensowenig kann aus der Konvergenz der einzelnen 
Zeilen (Kolonnen) und der von ibren Summen gebildeten Reihe, ja 
nicbt einmal aus der Existenz der Grleicbung (40) 247 ) die Konvergenz 
der Doppelreihe gefolgert werden. Dagegen gilt der Satz: „Konver- 
giert ausser der Doppelreihe aucb jede einzelne Zeile (Kolonne), so 
hat man: 

v yj-dl = uf 1 (bezw. = ^7 ' 

o" T o o o 

Man kann die Terme einer Doppelreihe aueh als einfach- unend- 

CO 

liche Reihe ^ }w v ordnen, am bequemsten nach „Di agonal cn“ 7 d. k. 

0 co 

wenn man setzt: w v = + Ui^ -f |- u ( r\ Ist dann u ( f° = s 


244) Dies scheint wenigstens der Sinn der ihrem Wortlaute nach nioht ganz 
klaren Cauchy’ schen Definition (a. a. 0. p. 538). Freilich ist aludann die von 
Cauchy daraus gezogene Folgerung, dass jede Zeile und jede Kolonne eiiu; kon- 
vergente Reihe bilde, unrichtig. Cauchy diirfte dies spiiter selbst bemorkt haben, 
da er in den Resum. anal. p. 56 eine andere Definition zu Grunde l<*gt; dienelbe 
erscheint mir jedoch teils zu eng (da sie in Walirheit nur den Fall der nnbe- 
dingten Konyergenz umfasst), teils zu kompliziert und wenig priignant (wegen 
der grossen Unbestimmtheit des a. a. 0. mit s n bezeichneten Ausdnickn). 

245) Math. Ann. 24 (1884), p. 157 fF. 

246) Munch. Ber. 27 (1897), p. 101 ff. 

CO 00 CO 00 

247) Auch wenn beide konvergieren, brauchen 

0 0 o 0 

sie nicht einander gleieh zu sein. (Vgl. F. Arndt, Arch. f. Math. 11 [ 184K| p ;«» 

Frmgsheim a. a. 0. p. 119.) In diesem Falle ist die betreff.rn.le Doppelreihe 
allemal divergent 
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» 


und 0, so hat man allemal auch w v — s. Sind die uf 

o 

beliebig, aber so beschaffen, dass die einzelnen Zeilen und Kolonnen 
konvergieren oder innerhalb endlicher Grenzen oscillieren, so kann 
]>jw v nur oscillieren oder konvergieren , und im letzteren Falle ist 

CO 

wiederum w v = s. 248 ) 
o 

Konvergiert die Doppelreihe 1 , so konvergiert auch 

stets und heisst dann wiederum absolut konvergent. Zu- 

gleich konvergiert jede Zeile (Kolonne), und es konvergiert die Reihe 
der Zeilen- (Kolonnen-) Summen, desgleichen diejenigen der Diago- 
nalen. Dieses Resultat lasst sich noch folgendermassen verallgemei- 
nern: „Yon den vier Gleichungen 


(41) = 


* 1 * 7?u\ 

__ J 


^ = s. -■ 


0 0 




2 


*w v -- 


zieht jede die drei anderen nach sich, wenn die betreffende Reihe bei 
Yertauschung der u c v ^ mit \u^\ konvergent bleibt“ 249 ). 

Jede absolut konvergente Doppelreihe ist auch unbedingt konver- 
gent — vice versa 250 ). 

Fur die Feststellung der absoluten Konvergenz lassen sich analog 
wie bei den einfachen Reihen mit Hulfe des Prinzipes der Reihen- 
vergleichung allgemeine Kriterien aufstellen. Als wesentlich ist hier- 
bei hervorzuheben, dass fur die Divergent der Doppelreihe 2'#' 
(wo: aty) 0) schon die Divergent einer einzigen Zeile (Kolonne) aus- 
reichty aber Jceineswegs notwendig ist, wahrend umgekehrt fiir die Kon- 
vergenz der Doppelreihe die Konvergenz alter moglichen Zeilen (Ko- 
lonnen) notwendig ist, aber nicht ausreicht. Infolgedessen erscheint es 
zweckmassig, die Konvergenz- und Divergenzk riterien wesentlich von 


248) Munch. Ber. a. a. 0. p. 124. — Sind unter den Zeilen oder Ko- 

lonnen der Tconvergenten Doppelreihe solche, deren Summen nicht endlich bleiben, 
so kann gegen einen von s versckiedenen Wert konvergieren oder eigent - 

lieh divergieren. (A. a. 0. p. 130.) 

249) A. a. 0. p. 133. — In diesem Satze ist der zu Anfang erwahnte 
Cauchy 1 sche als Teil enthalten. 

250) A. a. 0. p. 138. — Beispiele bedingt konvergierender Doppelreihen s. 
Stolz a. a. 0. p. 161. — Die von Eisenstein (J. f. Math. 35 (1847), p. 172 ff.) 
behandelten „ Doppelreihen “ fallen iiherhaupt nicht unter den hier gegebenen 
Konvergenz-Begriff, sie konnen nur in einem erweiterten Sinne bedingt konvergent 
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einander verschieden zu formulieren und auch die erforderlichen Ver- 
gleichsreihen entsprechend verschieden auszuwahlen. Von diesem Gre- 
sichtspunkte ausgehend * hahe ich die folgenden allgemeinen Kriterien 


aufgestellt 251 ) : 

j Konvergenz , wenn: 


(42) 


lim CJu* a ( t L) < oo , 

/i=00 


Divergent, wenn: 


lim C v - a { y ] <oo, lim C u ■ C v ■ a ( f < oo , 

v — cc /u,v — cc 

lim (ft + v) * D /t 4-r^>0. 252 ) 


v jii } V—Ct> 

36, Vielfache Reihen. Die oben fur Doppelreihen aufgestellte 
Konvergenzdefinition lasst sich ohne weiteres auf beliebig-vielfache 
Reihen iibertragen 253 ). Dass eine solche allemal uberhaupt und zwar 
unbedingt konvergiert, wenn die entsprechende Reihe der absoluten 
Betrage konvergiert, ist wiederum schon von Cauchy hervorgehoben 
worden 254 ). Fur einen speziellen Typus von j9-fachen Reihen, nam- 
licb: v 2 2 + f- v vY a ( v i> v 2 > ••• g anze Zahlen) hat Eisen- 


stein die Konvergenz erwiesen ; falls und daraus die Konvergenz 


einer wesentlich allgemeineren Gattung erschlossen 255 ). Behufs Unter- 
suchung der jp-fachen Thetareihen 256 ) hat 1 Riemann dureh einfache 
Umformung des in Nr. 23 erwahnten Cauchy 1 schen Satzes fiber den 


CO oo 

Zusammenhang von und J* f(x)dx ein zur Beurteilung 


em- 


facher, wie beliebig-vielfacher Reihen brauchbares Konvergenzkrite- 
rium gewonnen 257 ). A. Kurwitz hat dasselbe neuerdings mit einem 
durchsichtigeren Beweise versehen, durch ein entsprechendes Divergonz- 
kriterium erganzt und auf jp-fache Reihen von sehr allgerneinom Cha- 
racter angewendet, welche die Eisensteiri schen Reihen und ;)-faehen 
Thetareihen als spezielle Falle enthalten m ). 


251) A. a. 0. p. 146. 150. 

252) Diese Kriterien lassen sich wiederum durch passende Wahl der C , I) 
(ygl. Nr. 26) heliebig verscharfen. — Einige Kriterien von geringerer Tragweite, 
darunter auch ein solches 2 te * Art, welches dem Cauchy '* chon Fundamental- 
krifcerium entspricht, hat 0. Biermann angegeben: Monatsh. f Math u Plivs 
8 (1896), p. 121 if. 

253) Erne engere Definition wiederum bei Cauchy, Uesum. anal. i>. 56. •— 
Vgl. Nr. 35, Pussn. 9. 

254) Par. C. R. 19 (1844), p. 1434. 

255) J. f. Math. 35 (1847), p. 157 ff. 

256) Vgl. II B 7. 

257) Ges. W. (1876), p. 452. 

OtO\ A .... . . ^ 


37. Transformation von Reihen. 


101 


37. Transformation von Reihen. Wie wenig sich auch die 
Analysten des vorigen Jahrhunderts um die Frage nach der Konver- 
genz der Reihen kummerten, so haben sie sich doch vielfach xnit der 
Transformation konvergierender Reihen in schneller konvergierende 
beschaftigt 259 ). Als arithmetisch-elementare hierher gehorige Methoden 
sind diejenigenvo nj. Stirling 260 ) und Euler 261 ) zu nennen. Beide beruhen 
im Grunde auf dem gleichen Prinzipe, namlich auf der Umwandelung der 
einzelnen Reihenglieder in unendliche Reihen und der Summation des 
aus jenen Reihen als Zeilen zu bildenden zweifach-unendlichen Schemas 
nach Kolonnen. Euler gelangt so zu der Transformationsformel: 

PC 

(43) '^fja v x v = a 0 + a x - -j- A + (- +••• 

+ A * a i (r=y + + • • • 

(wo: A a ± =a 2 — A 2 %=Aa 2 — A a l7 u. s. f.) ; welche fur x — — 1 
die zur Berechnung gewisser numerischer Reihen nutzliche Form an- 
nimmt: 

00 

(44) J^(— 1 )’’ • <*» = «o — | «i + 

_|_(_l).+i._L_ A , ai + .... 

Die bei Euler selbstverstandlich fehlende Aio^cr^e^-Untersuchung 
ist spater von J, V. Poncelet durch Aufstellung des die Entwickelungen 
(43) ; (44) vervollstandigenden Bestgliedes nachgeholt worden 262 ). 

Die Anwendbarkeit der Euler* schen Transformation ist eine ver- 
haltnismassig beschrankte. Grossere Allgemeinheit besitzt eine von 
Kummer herruhrende Methode 263 ), welche zugleich gestattet, durch 


259) Pber die sog. Transformation von divergenten Reihen in Iconvergente 
vgi. Nr. 40 Fussn. 6. 

260) Methodus differentials sive tractatus de summatione et interpolatione 
serierum infinitarum. Lond. 1730, p. 6. — Naheres fiber Stirling's Methode s. 
Klugel 5, Art. ,,Umformung der Reihen 11 , p. 350 ff. — Ein Beispiel derselben 
giebt auch Bertrand , Calc. diff. p. 260. 

261) Instit. calc, different. 1755, p. 281. 

262) J. f. Math. 13 (1835), p. 1 ff. — Die bemerkenswertesten, iibrigens auch 
schon von Euler (a. a. 0. p. 294) angefuhrten, von Boncclet gcnauer disku- 
tierten (a. a. 0. p. 17 — 20) Beispiele fur die Anwendung der Formel (44) sind: 


Iff 2 





7t 

1 




i 

27+1 


1 .1 1 • 2 • • • v 

2 2 jZj 3 • 5 • ■ • ( 27 + 1 )' ‘ 
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iterierte Anwendung die KonvergM der betreffenden Reihe unmer 
weiter zu verstdrken. Dieselbe bezieht sich zunachst auf Reihen nut 
lauter positives, Gliedem und kniipft unmittelbar an den beim Kummer- 
schen Konvergenzkriterium (Nr. U, (18)) auftretenden Ausdruck an: 


(45) 


P v ■ — — 

a i/ + l 


aus welchem ja fftr: lim X v = A > 0 die Konvergem ran £a v resul- 
tierte. Aus (45) folgt namlich: 

(46) /V a v = j (-P 0 «o — .2 (■*■ 1/ ' a '*' ’ 


wobei die recbts auftretende Reihe' wegen lim (A — h—i) — 0 wesent- 
licb starker konvergiert, als ^a v . m ) Leclert hat in einei von A. Ca- 
talan publizierten 265 ) Mitteilung gezeigt, dass die Formel (46) eben- 
falls auf Reihen mit positiven und negativen Gliedern, insbesondere 
auch nur bedingt konvergierende anwendbar ist 206 ) und hat noch eine 
zweite, der obigen verwandte Transformationsformel angegeben. 

In neuester Zeit hat sich A. Markoff mehrfaeh mit Reihentrans- 
formation beschaftigt 267 ) und ist zu einer allgemeinen Transformations- 
formel gelangt 268 ), welche, wiederum auf der Umformung der gegebe- 
nen Reihe in eine meifach-unendliche beruhend, eine erhebliche Ver- 


allgemeinerung der von Stirling und Euler entwickelten Methoden 
darstellt und diese letzteren als spezielle Falle umfasst. 


38. Euler-Mac Laurin’sche Summenformel. Halbkonvergente 
Reihen. Yon durchgreifenderer Bedeutung als die genannten rein 
elementaren Transforma tionen ist die als Euler-Mac Laurinsche Smn- 
menformel bekannte Beziehung: 


264) Bei Kwnmer werden die P v noch der Beschr&nkung untorworfen, dass 
lim P n a n = 0; dieselbe ist indessen unnotig, vgl. Nr. 24, Fuhhii. 1. 

265) M&n. Belg. conr. et sav. 6tr. 33 (1865). — Vgl. au<*h: (i. Darhoux, 
Bullet, d. Sc. (2), 1 (1877), p. 356. 

266) Durch dreimalige Anwendung der Formed (46) auf die liberaiis langsam. 

^ l 1 

konYergierende Leibniz’ sche Reihe — = 2 

+ 24 y, t-jy~ l .. . 

4 3 (4v 2 — l) 2 (4v 2 — 9) 1 

eine Reihe, welche so stark konvergiert, dass die Summation von nur vicr Olie- 
dern schon n auf 4 Dezimalstellen richtig liefert. 

267) S. z. B. Par. C. R. 109 (1889), p. 934. 

268) P^tersb. Mdm. (7), 37 (1890). Auch: Differenzenrechnung, d outsell von 





38. Euler Mac Laurin’sche Summenformel. Halbkonvergente Reihen. 103 


(47) 


p ~ — 1 a-j-ph 

h-^}f(a-\-vh)=- f, f(x)dx — | {f(a+pK)—f{a)\ 


1 


2 v — 1 


■h 2 


(2v)\ 


ir*-K*+p*)-r*-K*) } +R*.+i 


(wo Btn+i ein Restglied bedeutet, dem man verschiedene Formen 
geben kann). Dieselbe gehort indessen nacli Form und Herleitung 
der Integralrechnung an 269 ) und findet bier nur Erwahnung, weil sich 
daran die Entstebung des allgemeinen Begriffs der sogenannten Halb- 
Iconvergens yon Reihen kniipft. Wenn in der fur jedes n geltenden 
Grl. (47): lim J? 2 w+i = 0 wird, so geht die rechte Seite fur limw = oo 


in eine Jconvergente Reihenentwickelung liber, deren Summe genau mit 
dem Werte der linken Seite iibereinstimmt. Dies ist aber in der 
Regel nicht der Fall. Dagegen besitzt die Eigenschaft, mit 

wachsenden Werten yon n mnachst abzunehmen und fur einen ge- 
wissen Wert n — N einen verhaltnismdssig sehr Jcleinen Minimalwert 


n 


zu erlangen, so 


dass also die Reihe bei wachsendem n<,N den 


Wert der linken Seite mit wachsender, fur n = N mit relativ grosser , 
bei weiterer Vergrosserung von n nur zu verringernder Annaherung 
darstellt. Solche Reihen heissen dann nach dem Vorgange yon Le- 
gendre 27 °) halblwnvergent. Halbkonvergente Reihenentwickelungen sind 
also divergente Reihen von der Beschaffenheit, dass die Summe einer 
passenden endlichen Anzahl yon Gliedern einen gegebenen arithme- 
tischen Ausdruck mit verhaltnismdssig grosser (aber immerhin durch 
den Charakter der Reihe defmitiv begrenzter , nicht, wie bei einer Icon- 
vergenten Reihe mit beliebig grosser) Annaherung darstellt 271 ). Die fur 
die Analysis wichtigsten halbkonvergenten Reihen entspr ingen der 
Formel (47), z. B. die als Stirling 1 soke, Formel 272 ) bekannte Darstel- 


269) Naheres daruber s. II A 2 u. 3; auch IE. 

270) Vgl. Nr. 31, Fussn. 5. Die Erscheinung der Halbkonvergenz wurde 
zuerst von Euler bemerkt; s. JReiff }). 100. 

271) Fiir wirkliche numerische Berechnung erweist sich diese nur „verhdlt- 
nismdssig“ grosse Annaherung haufig wertvoller, als die theoretisch zwar „bcliebig“ 
gross zu machende, in der Praxis aber im Verbal tnis zu der aufzuwendenden 
Rechnung oft geringe Annaherung, welche durch Summation eines Jconvergenten s n 
erzielt wird. 

272) Dieselbe wurde schon vor Auffindung der allgemeinen Formel (47), 

a. ns WP.lp.hp.r sip. frir -f = 1 cr m liA.wm'crA.Vif. im •wASAnf.lip.lipn vnn Ri.rv7o.mn <,vn<-ra_ 
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p — 1 

lung von ^rlg(x + vh). Einen andern Typus, der sich umnittel- 
o 

bar durch fortgesetzte partielle Integration ergiebt, hat Laplace ge- 
legentlich der angenaherten Darstellung des fur die Wahrscheinlich- 

X 

keitsrechnung fundamentalen Integrals J*e~~ x,1 'dx hervorgehoben 273 ) 

o 

und auch darauf hingewiesen, dass die gewohnliche Taylor’ sche Form el 
moglicherweise zu halbkonvergenten Entwickelungen fiihren kann 27 ' 1 ). 
Cauchy hat in ganz elementarer Weise gezeigt 275 ), dass gewisse diver- 
gente Potenzreihen allemal zu den halbkonvergenten gehoren, und einige 
auf Grund dieser Bemerkung ohne weiteres als halbkonvergmt charak- 
terisierte Entwickelungen abgeleitet, welche sonst durch die Formel 
(47) oder andere transscendente Hiilfsmittel gewonnen zu werden 
pflegen 276 ). 

Gewisse halbkonvergente Reihen (z. B. die oben erwahnte Stir- 
ling 3 sche) haben die Eigenschaft, dass die Annaherung zwischen der 
darmstellenden Function F(x) und der Summc S n (x) einer endliehen 
Gliederzahl mit wachsendem x in dem Grade zunimmt, dass 

lim x n • ( F(x, ) — S n (x)) = 0. 

X = cc 

Man sagt alsdann, S n (x ) liefere eine asymptotische Darstellung v<m 
F(x). H. Poincare bezeichnet deshalb solche Reihen sclileehtliin a Ls 
asymptotische und hat verschiedene allgemeine Typen dieser Art un- 


p 

teils den speziellen Fall: lg v, teils aber auch den nllijnnrhiirni (sun Stir- 

l 

ling noch keineswegs behandelten): lgr(* + l), weleher fur .r p in den nlbgen 
Spezialfall tibergeht. — Vgl. auch II A 3. 

273) Theorie anal, des probab. Liyre I, Art. - 27 . (Oeuvres 7, j (M . j 
Derselben Methode entspringt die von Ch. Hermite angcgrboiie ’imlbli.mver- 

X 

gente Entwickelung von J $(x) ■ e™ ■ d x (Tor. Atti U |ih 79|, j.. 107,, desgl. 

CO 

die von Edm. Laguerre zum Ansgangspnnkte einer konvergenfe,, Kejfenhmel,. 
entwickelung beniitzte von f~dx (Bull. S. M. ,1. F, T. 7 [lh7!.|. ,, 72 . 

274) A. a. 0. Art. 44, p. 179. 

275) Par. C. R. 17 (1843), p. 372. 
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gegeben 277 ) 278 ). Auch bat er gezeigt, dass man auf dieselben gewisse 
Rechnungsoperationen (z. B. Multiplikation, Integration, dagegen nicht 
Differentiation) ganz wie bei Tconvergenten Reihen anwenden kann 277 ). 

39. Divergente Reihen. Dass eine divergente Reibe nicht nacb 
Art einer Tconvergenten eine hestimmte Zahl vorstellt, folgt scbon un- 
mittelbar aus ibrer Definition. Nicbtsdestoweniger bleibt zunachst 
die Frage offen, ob es zweckmassig nnd ohne Widerspriiche durch- 
fuhrbar erscheint, einer divergenten Reibe eine 'hestimmte Zahl als 
Summe zumordnen , und ob (bezw. in wieweit) eine Yerwendung dir 
vergenter Reiben als formates Darstellungs- und Beweismittel fur zu- 
lassig gelten kann. In der Periode bis zu Cauchy und Abel ist diese 
Frage von der ubergrossen Mehrzabl der bedeutendsten Matbematiker 
fast riickbaltslos bejabt worden 279 ). Namentlicb bat Euler in einer 
grossen Reibe von Arbeiten divergente Reiben prinzipiell als vollig 
gleicbberechtigt mit Tconvergenten benutzt. Als Summe einer divergenten 
Reihe betracbtet er den endlichen Zahlenwert des arithmetischen Aus - 
druckes, durcb dessen Entwickelung die Reibe entstanden ist 280 ). Also: 
Bestebt fur irgend welcbe Werte von x die konvergente Entwickelung: 

CO 

® F(x) = E r f*( x )> 

so setzt er auch: w 0 

(II) 2/;(«)==-F(«), 

0 

277) Acta math. 8 (1886), p. 295 ff. 

278) M<3th. nouvelles de la m^canique celeste 2 (Paris 1893), p. 2. 

279) Gegen die Beniitzung divergenter Reihen erklarten sich: Pierre Varignon 
(. Reiff p. 68), Nic. Bernoulli (ibid. p. 121) und mit vollkommener Klarheit Jean Le- 
rond d’Alembert (p. 135) : „Pour moi j’avoue que tous les raisonnements fond^s sur 
les series qui ne sont pas convergentes . . . me paraitront tr6s suspects, meme 
quand les rdsultats s’accorderaient ayec des vtSritds connues d’ailleurs u (Opusc.math. 
5, 1768, p. 183). — Am scharfsten hat sich wohl Abel in ahnlichem Sinne aus- 
gesprochen: „Les series divergentes sont en g<Sn6ral quelque chose de bien fatal, 
et c’est une honte qu’on ose j fonder aucune demonstration 11 (Brief an Holmboe 
vom 16. Januar 1826; Oeuvres 2, p. 256). Doch will er allenfalls divergente 
Reihen als symbolische Ausdruclce zur abgekiirzten Darstellung mancher Satze 
gelten lassen. (In der gleichfalls von 1826 stammenden Abhandlung iiber die 
binomische Reihe: Oeuvres 1, p. 220.) — Cauchy versteht in dem Fussn. 275 
citierten Aufsatze unter der „legitimen Anwendung divergenter Reihen u lediglich 
die Beniitzung als halbkonvergent erkannter Reihen zur angenaherten Berechnung. 
In einer anderen Arbeit (Par. C. R. 20, 1845, p. 329) handelt es sich urn diver- 
gente Doppelreihen , die immerhin in bestimmten Anordnungen noch Izonvergieren, 
also um einen besonderen Fall von bedingter Konvergenz (ahnlich wie bei den 
Eisensteiri* schen Reihen, Nr. 35, Fussn. 250). 

280) Inst. calc. diff. Pars II, Cap. I, 9 (p. 289). 
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wenn ISfJa) divergiert und F(cc) eine bestimmte Zahl yorstellt. Dass 
diese Definition in der yon Euler ausgesprochenen Allgemeinheit auf 
unlosbare Widerspriiche fuhrt und somit in dieser Form unhaltbar 
ist ; steht heute ausser Zweifel; weiss man doch, dass Grl. (II) selbst 
dann nicht allemal aus Grl. (I) zu folgen braucht, wenn f v (a) Icon- 
vergiert — namlich dann nicht, wenn ^er Nahe der Stelle 

x = a ungleichmassig m ) konyergiert, oder wenn 2£f v (x) in verschie - 
denen Teilen des Konvergenzgebietes verschiedene arithmetisclie Aus- 
driicke zur Summe hat. Und zwar kann diese Eventualitat, die man 
zuerst an dem yerhaltnismassig Jcomplmerten (und in diesem Falle 
wesentlich ayf reelle x beschrankten) Typus der Fourier’ schen Iieihen m ) 
beobachtet hat, schon eintreten, wenn die f v (x) rationale Funldionen 
allereinfachster Art bedeuten 283 ). 

Wenn nun aber J£f v (x) fur x = a divergiert , so liegt zunachst 
iiberhaupt kein stichhaltiger Grand yor, gerade den Wert F(a) als 
Summe der Reihe fur jenen einzelnen Wert x — a anzusehen. Derm 

GO 

es giebt mendlich viele Entwickelungen: $(a?) = (x) ; fur welche 

o 

( y v (oi)—f v (tt ) wird ; wahrend die $(a) unter sich und von F(a) duroh- 

CP 

aus verschieden sein konnen; der Reihe ^ f v (cc) wiirden dann also 

o 

in Wahrheit unendlich viele verschiedene Summon zukommen. I ki spirt: 
Euler folgert aus der fur \x \ < 1 geltenden Beziehung: 

QO <•/ 

f ) v * °° v j intern er x = 1 setzt: ( — I )‘ - ^ ) 

o o “ 


281) Vgl. II A 1. 

282) Vgl. II A 8. 

283) Beispiele soldier Eeihen sind zuerst von L. Seidel (J. i'. Mat li. 7:1 | ikti j t 

S. 297) und E. Schroeder (Z. f. Math. 22 [1877], p. 184) angegebon warden. (In- 
abhangig von diesen heiden hat Weierstrass die grosse Tragweit.e der fniglirhen 
Erscheinung fiir die Funktionentheorie fcstgestellt: Burl. Her. imho, p. 72k ; 

1881, p. 228 (Werke 2, p. 210. 231). Vgl. audi meine Note: Math Ann 22 
(1883), p. 109. 

284) Novi Comment. Petrop. 5 (ad ann. 1754. 1755), p. 206. — Die < ileiehung: 

??(—»)’ -4 ( bezw - die da mit gleichwertige: 'Sl-(—i ) v .. 1 ' \ wal . 

(> ' m 2 m 1 

■L 0 

schon von Jac. Bernoulli als ein „paradoxon non inelegans“ auf die gleiehe Art 
abgeleitet worden (Pos. de ser. inf. P. in (1696); Opera 2, p. 751) nnd hatte 
zu emer umfangreichen Diskussion (Eeiff p. 65-70) gefiihrt, in deren Verlauf 
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Man hat aber andererseits fur | x | < 1 (wenn [A] die grosste in X 
enthaltene ganze Zahl bedeutet): 


J? (-!)•. M 


(48) 


1 — 1 + X — X-j-X^ — + • 


= 0 , 


00 

l y-x v +(~~ 1 ' )V =x — i+# 3 — # 2 -f-# 5 — 


u. s. f. 


l-f- a? 


Da jede dieser Reihen fur x = 1 gleichfalls die Form 2(-iy 

0 

annimmt, so konnte man nach Euler der letzteren Reihe eben so gut 
die Summe 0 oder — ~ (oder auch unendlich yiele andere Summen- 
werte) beilegen 285 ). Wenn also Euler an jene angeblich zu Recht 

CP 

bestehende Gleichung: — l) v — ~ die unzweideutige Bemerkung 

o 

kmipft 286 ): man konne, wenn man durch irgendwelche RecJmung auf die 
Reihe ( — l) v gefuhrt werde ; dieselbe ohne weiteres durch die 


Zahl — ersetzen 


so enthalt dieselbe eine yprinzijpiell irrUimliche , 

durch keinerlei analytische Hiilfsmittel irgendwie annehmbar zu ma- 

te 

chende Behauptung, wahrend allerdings der Gleichung ( — l) v = ^- 


CP 

insbesondere Leibniz fur die Richtigkeit der Gleichung 2 - (-!)' = ¥ bedin- 

0 

gungslos eintrat und deren wahre Natur mit Hulfe der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung metaphysisch zu erklaren suchte: der Wert — erscheine als das arith- 

n 

metische Mittel aus den fur 2 ( — l) v mit vollkommen gleicher Wahrscheinlichlceit 

0 oo 

rcsultierenden Sunimenwerten 1 und 0. Die Reihe ( — l) r wird seitdem ge- 

o 

wohnlich (auch von Euler) schlechthin als die Leibniz 3 sche bezeichnet (neben 

oo 

der Nr. 31 erw&hnten Reihe: ~ ( — l) v ■ -- — — -)■ 

285) Der umgekehrte, schon von Nic. Bernoulli ( Beiff p. 122) gemachte 
Einwurf, dass man fiir ein und dieselbe Zahl vcrschiedene divergente Entwicke- 
lungen linden konne, entbehrt offenbar der notigen Beweiskraft. 

286) L. c., p. 211. — Noch Fourier (Thdorie analyt. de la chaleur 1822) 
bedient sich ohne Bedenken dieser Substitution (Oeuvres 2, p. 206). 
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als einer durch eine gam bestimmte Bechnung abgeleiteten cum grano 
salis eine ganz yerniinftige analytische Bedeutung beigelegt werden 

CO 

kann, namlich: lim (— l) v • % v = j * m ) 

x~l o 

40. Divergente Potenzreihen. Auch wenn man die Euler’ sdie 
Definition der divergenten Reihensummen nicht im Sinne der eben 
citierten Bemerkung 288 ), sondern in dem offenbar yorteilhafteren 28 J ) 
Sinne auffasst, dass statt eimelner numerischer Werte a allemal ein 
msammenhangendes Divergenzgebiet yon Werten x in Be track t kommt, 
so liefert dieselbe kein brauchbares Resultat, falls man nicht die f v (x) 
sehr wesentlichen Einschrankungen unterwirft; andernfalls kann ja, wie 

ao 

oben bemerkt, in verschiedmen Teilen des Konvergenz- Ge- 

0 

bietes ganz verschiedene F(x) vorstellen ; sodass hieraus eine bcstinwite 

CO 

Definition Yon fur das Divergem-Qebiet nicht entnommen 

o 

werden kann. Als passendste Spezialisierung der f v (x) erweist sick 
aber die Anna hm e: f v (x) = a v x v , und thatsachlich hat Euler seine 
obige viel m allgemeine Definition fast ausschliesslich in diesem 


287) Die von Leibniz hervorgehobene Eigentiimlichkeit, dass hierbei gorade 

n 


das arithmetische Mittel aus den Summen s n 


zum Vorse.hein kommt, 


o 

habenRaa&e (J. f. Math. 15 [1836], p. 355) und Jeppe Prchn (ibid. 41 [ JB51 1, p. h) in 
freilich unzulanglicher Weise zu yerallgemeinern gesucht. Mint* prilcisc Kassung 
und Begriindung hat diese Verallgemeinerung erst durch G. Frohcnitts (ibid, so 

n 


[1880], p. 262) erhalten, namlich: „Ist 



so hat man: 


r "ST 7 v r + i 

lim >r ax — Inn , 

re = l «■■/ % — oo n 

falls der letztere Grenzwert existiert .“ Dieser Sate bildet das Anfungsglird cini'r 
ganzen Kette ahnlicher Satze: 0. Holder , Math. Ann. 20 |1H82|, p. 5 ,'i'i ft. 

288) Damach wiirde sehon jeder einzelnen numerischm divcrgcnlcii Iv’i-iln* 
eine eindeutig bestimmte Summe zukommen. 

289) Hierbei treten namlich an die Stelle der blossen Zahhn f t,,) gmsolz- 
massig gebildete analytische Ausclmclce f v {x'), so dass also auch boi ’numrrisrhrr 
G-leichheit Ton f v (x') und cp v (x) fiir irgend einen bestimmtcn Wert « die 

Reihen J£X(a), ]£cp v (a) immer noeh als merldich verschiedeu olmrakf.-risii-rt 

erschemen und ihnen ohne direkten Widerspruch auch vemdiinfrnr Summon" 
zugeordnet werden kSnnten. 
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sehr speziellen Sinne gebraucht 290 ): und wenn fast alle Endresultate, 
bei denen ibm rein formale, nacb heutigen Begriffen an sich un- 
zulassige Operationen mit divergenten Reihen als Durchgangspunkt 
gedient haben, sich als richtig erweisen, so ruhrt das einfach davon 
her, dass diese Operationen (sog. Summation, Transformation, Inte- 
gration) infolge der gam besonderen Qualitaten der „Potenzreihen“ 
J£a v x v sich durch Grenzubergdnge 291 ) oder durch das Prinzip der 
analytischen Fortsetmng 392 ) a posteriori rechtfertigen lassen. 

Hieraus ergiebt sich aber die Berechtigung, die am Anfang von 
Nr. 39 angedeutete Frage nunmehr in folgender Weise spezieller zu 
formulieren: In wieweit kann eine Potenzreihe J£a v x v auch dort, wo 
sie divergiert , zur Definition einer bestimmten von x abhangigen Zahl 
(,,Funktion“) F(x) dienen? Und diirfen gewisse zunachst nur fur Jeon - 
vergente Reihen definierte Bechnungsoperationen auf solche rein formate 
Aquivalenzen: Fix) — J£a v x v (welche nur im Falle der Konvergen z 
von 'Sa v x v den Sinn wirklicher Gleichungen annehmen) ohne Wider- 
spruch angewendet werden? 

H. Fade und F. Borel haben neuerdings in ganz verschiedener 
Weise versucht, diese Fragen zu beantworten. Der erstere 293 ) stiitzt 
sich auf die Bemerkung, dass einer Potenzreihe nach einem genau de- 
finierten Gesetze unendlich viele, aus rationalen Funktionen zusammen- 
gesetzte unendliche Kettenbruche zugeordnet werden konnen, von denen 
jeder einzelne umgekehrt auch die Gesamtheit aller iibrigen und die 
Koefficienten der urspriinglichen Potenzreihe vollstandig bestimmt . Sind 
unter diesen Kettenbriichen solche, welche gleichzeitig mit J£a v x v 
Jconvergieren , so stimmt ihr Grenzwert mit der Summe ^a v x v iiber- 
ein. Es kann aber auch solche geben, welche honvergieren , wo die 


290) Dies erkllirt sich ganz naturgemass aus dem Umstande, dass man zu 
jener Zeit unter „Reihenentwic!celungen“ schlechthin zunachst immer nur Potenz- 
reihen verstand. Andererseits war man gerade deshalh auch sehr geneigt, jeder 
anderen Reihe ohne weiteres die Eigenschaften einer Potenzreihe beizulegen. 

291) Ygl. Eussn. 287. — Gewisse, aus Umformungen der divergenten har- 
monischen Reihe von E. abgeleitete Resultate lassen sich einfacher mit Hulfe 

des Grenzuberganges : lim ^ TX" rechtfertigen. 

Q = 0^mJ v ^ 

292) Dies gilt insbesondere bezuglich der Transformation und Summation 
diver genter Reihen mit Hulfe der in Nr. 37 erwahnten Fuler’schen Methode, da 
die rechte Seite der Gl. (48) dort, wo sie uberhaupt konvergiert, bezw. falls sie 
sich auf eine endliche Gliederzahl reduziert, die „analylische Fortsetzung“ (II B 1) 
von ^■a„ l x v liefert. Ygl. Math. Ann. 50 (1898), p. 458. — Par. C. R. 126 (1898), 
p. 632. 

293) Acta math. 18 (1894), p. 97. 
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dwergiertn; “ eren l6 “ en JT., ' ^ f ? 

dim/Mte M,., also g.™em» M n ab Z¥»<»» ^ &* 

*, JWfc to. Auf dran'i to Mn.hon laa.t s,ch 

dann „ige„, tes die Kegela der Addit.on und MBlhpl.kal.on auch 
far divergence Pofcenareihen giiltig bleiben J ). . 

Den Ausgangspunkt der BoreCe&en Unteianctang-*) b.Id.t e.ne 
direkte Terallgemeinerung dee Grma^riffs mit Hulfe der aie.cl.nng: 


(49) 


W n 

lim er~‘ '5}s„-l 7 = 1™ s «> 

1 .. -*■» ri ' 71 = 00 


#= -f-QO 


deren Richtigkeit zimaclist fur den Fall erweisbar 1st, dass Hms, 


fals endlich oder unendlich) existiert. Sind nun aber lim s n und lim s n 

verschieden, so tom immerhin der in Gl. (49) Z«nfe stehendo G reins- 
ert msfew und alsdann zur Definition einer Vcrallgemmimmg von 

lims„ („limite generalised l ) dienen, in Zeichen etwa: 

. 

(50) lim gen s„ = lim 1 ‘ ■ s n ■ * , ■ 

' ' #=4-00 A 


294) Dies gilt sogar, -wenn J£a v x v lestdndig divergiert. Auf die I-lxistenz 
soldier Kettenbruchentwuckelungea ist man durch diejenige des AundrunkB 

OO 

eX *'f e ~~ X * ‘ dx aufmerksam geworden, welcher anderersoits eine bestundig di- 
vergence Potenzreilie liefert. Die gewohnlich P S. Laplace zugesehriebene • Meean. 
cfl. 2, Liyre X. Oeuvres 4, p. 254) formate Umwandelung <H<‘sr*r letzferen in 
jenen Jconvergenten Kettenbruch findet sich iibrigena (abgesehen von einem un- 
wesentlichen Unterschiede in der Bezeichnung) nchon volfatilndig bei Kuhn I)e 
ser. diverg. a. a. 0. p. 236 (nebst einer konvergcnt.cn Ket.tcnbrurhenf wickelung 
des neuerdings von Laguerre — vgl. Nr. 88, Fussn. 273 — behambdien Integra Is 
« 

/ e~ x 

dx). Und wahrend Laplace mit der an sich ungcrerhttertigten forma Ini 

* 

Umwandelung der divergenten Potenzreilie in den konrergrnten Keffenbruch .sich 
begnugt, lehrt JEuler (a. a. 0. p. 232 ff.) sclion diejenige Method**, welrhe 
spaterhin von K. G.J. Jacobi (J. f. Math. 12 [1834], p. 3*16; zur Legitimierung der 
Laplace’ schen Entwickelung angegeben wurde: <li<* Integration finer Ihfleren- 
zialgleichung , welche durch das betreffende bestimmte Integral und aueli win 
formal durch die divergente Potenzreilie) befriedigt wird, mit liiilte < • i n . * . un- 
endlichen Kettenbruches. 

295) Im ubrigen ist diese Theorie noch in vielor Bezielnmg unvollhtamlig. 
Yerschiedene lehrreiche Erganzungen kann man den Abhandlungen von T. J. 
Stieltjes (Ann. Toul. 8 [1894], p. 1—122, 9 [1895 j, p. 1 -47; entnehmen. 

296) J. de Math. 4, 12 (1896), p. 103. Vgl. auch: Par. < \ H. 122 p. 73. 

805. Auch diese Theorie bedarf noch der Vervollstiindigung und zum Tril nogar 
der Berichtigung. 
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Ill 


n 

Substituiert man speziell: s n = s n (x) — a v x v 7 so wird fiber all da, 

o 

00 QO 

a v x v Jconvergiert , lim gen s n (x) — ^J'a v x v 3 und die Umkeh- 
o o 

rung dieser Beziebung bietet dann wiederum die Moglichkeit , 

o 

dort zu definieren, wo die Reihe ( [uneigentlich ) divergiert. Die logisclie 
Zweckmassigkeit dieser an sich zunachst ziemlicb willkurlich erscbei- 
nenden Definition ergiebt sicb dann aus der Thatsache, dass (unter 
gewissen nocb erforderlicben Einschrankungen) lim gen s n (x) wirklicb 

QO 

die analytische Fortsetzung f(x) von ^}a v x v liefert. Wie Grl. (50) 

o 

zeigt, kann in diesem Falle lim gen s n (x) fur irgend eine Diyergenz- 
stelle x sogar dann zur numerischen Berechnung yon f(x) dienen, 
wenn nur der numerische Wert der einzelnen s n {x) (n — 0, 1, 2, . ..), 
d. li. schliesslicb der numerische Wert der einzelnen Beihenglieder } 
nicht deren analytisches Bildungsgesetz bekannt ist. 

[In diesem Artikel wurde wesentlicb nur die allgemeine Tbeorie 
der Reiben mit constanten Gliedern bebandelt. Uber spezielle Reihen 
dieser Art, sowie FunMional-Reihen sind insbesondere zu yergleichen: 
Arithmetische Beihen (ID 3, I E). — Becurrente Beihen (I E und Ent- 
wickelung rationaler Funktionen in Potenzreiben). — Harmonische und 
Dirichlet’ sche Beihen (IC3). — Gleichmassig und ungleichmassig Icon - 
vergente Beihen (II A 1). — Fotenzreihen (II B 1). — Hypergeometrische 
Beihen (II B 1). — Fourier’ sche Beihen (II A 8). — Summation von 
Beihen (II A 2, 3,4).] 

IV. Unendlicbe Produkte, Kettenbriicbe und Determinanten. 

41. Unendliche Produkte. Historisch.es. Auch die Einfiibrung 
unendlicher Produkte knfipft sich unmittelbar an das fur die gesamte 
Grenzwertlehre als grundlegend erkannte Quadratur- Problem, speziell 
an die Quadratur des Kreises. Schon Vieta stellte das Verhaltnis des 
Quadrates mit der Diagonale 2 zur Flache des umschriebenen Kreises, 
also die Zahl — , durch das unendliche Produkt dar 297 ): 

7C 7 ' 

CM) yiy±+±y*Yi+±VT+TVi-- 

297) Francisci Yietae opera math. Ed. Schooten, Lugd. Bat. 1646, p. 400. 

— Konv.-Beweis von Rudio, Ztschr. f. Math. 56 (1891), Hist. Abt. p. 139. — 
Verallgemeinerungen dieser Formel hei Euler , Opusc. analyt. 1 (1785), p. 346 

— und L. Seidel , J. f. Math. 73 (1871), p. 273 ff. 
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Und kurze Zeit darauf gab Wallis die nacb ihm benannte Formel 333 ): 

.... * 1 3_8__i.jL.-L.... 

(52) 2 2*24466 

Durch ein Problem der Wdhrscheinlichkeitsrechnung 3 ") wurde 

Dan. Bernoulli auf das folgende unendliche Produkt geffihrt 300 ): 


(53) y / a + l-Va"+2-> / a"4- 4 - + 8 •••• 

Die prinzipielle Wiehtigkeit dieses Darstellungsmittels hat indessen 
erst Euler genfigend erkannt und dasselbe vielfach mit gliinzendem 
Erfolge verwertet. Das von ihm behufs Interpolation 301 ) von n\ auf- 
gestellte unendliche Produkt 303 ): 

pi— 2 1 ‘“ W • 3 W S 1 " - 03 ■ 4 W 

(5 4 ) 1 -f- CO 2+ 0 3 -f- 00 ’ 


in Verbindung mit der gleichfalls zuerst von ihm gegebenen Dar- 
stellung der trigonometriscTien FunMionen durch unendliche I roduktc ®®®)j 
darf geradezu als fundamental fur die Theorie der eindcutigen analy- 
tischen Funktionm m ) gelten. Kaum minder wichtig fur dies analy- 
tische Zahlentheorie m ) erweist sich die gleichfalls von ilnn herruhrendo 
Produktdarstellung 306 ) : 


(55) 




(wo (p v ) die Reihe der Primzahlen), und eine Anzahl andmu- (s. 01. 

(64) — (66)). 

Allgemeine Regeln fiber die Konvergenz und Dirrrgms unend- 


298) Arithm. infin. (1659): Opera 1, p. 468. Naheres dumber bei Re iff 
p. 6 ff. 

299) Ygl. I D 1. 

300) De mensura sortis. Comment. Petrop. T. V (ad aim. 1 7:$o. ;m p. ihh. 
— Konv.-Beweis in der von mir besorgten deutsclum Au.sgabe (Leipzig i him; • 
p. 53 7 Fuss. 12. 

301) Ygl ID 3. 

302) Brief an Chr. F. Goldbach 13. Oct. 1729 (Cormsp. mufli. <d phv.-i., ml. 
P. H. Fuss, Petersb. 1843, p. 3). Inst. calc. diff. P. II. Cap. XVII, p. s:m. 

303) Introd. 1, Cap. 19, p. 120. 

304) Ygl. II B 1. — Das obige Produkt stimuli gnurn ubmvin mif dmn- 
jenigen von Gauss (Werke 3, p. 146) fur ©•//(« l, //.«,, welches 
Weierstrass (Werke 2, p. 91) ausdrucklich als Vorbild der yon ihm ersonneiicn 
Produkte von Primfunlctionen zitiert. Jenes ersto typisrhr Rnspirl mimr .sohdien 
Produktdarstellung findet sicb also in Wahrhuit sdion bei KuUr 

305) Ygl. I C 3. 

306) Introd. 1, Cap. XY, p. 225. 



42* Konvergenz nnd Divergenz unendlicher Produkte. 


113 


liclier Produkte 307 ) hat zuerst Cauchy angegeben 308 ); dieselben beruhen 
auf der Beziehung: 


oo w 

lg (1 + O =^lg (1 + «,) 


und der Entwickelung von lg (1 + u v ) in eine Potenzreibe. Weier- 
strass hat gezeigt 309 ), dass man die Fundamentalsatze iiber die Kon- 
vergenz und Divergenz unendlicher Produkte auch ganz direkt, ohm 
Benutzung dieses transcendenten Hulfsmittels herleiten kann. Mit 
Festhaltung dieses Grrundgedankens habe ich spaterhin eine zusammen- 
hangende elementare Theorie der unendlichen Produkte entwickelt 310 ). 

n 

4:2* Konvergenz und Divergenz. Setzt man: n (1 -f- U v ) = Tin f 

co 0 

so heisst das unendliche Produkt: FT (1 + ^r) , wo durchweg 

o 

[ 1 + u v | > a > 0 angenommen wird ; Convergent und U der Wert 
desselben, weimlim U n = U endlich und von Null verschieden ist. In 
jedem anderen Falle heisst das Produkt divergent , insbesondere also 
auch dann, wenn lim U n = 0. Der Ausschluss der Produkte mit dem 
Grenzwerte 0 aus der Klasse der als Convergent zu bezeichnenden er- 
weist sich als unbedingt notwendig, wenn ein Iconvergentes Produkt 
die fundamentale Eigenschaft eines endlichen Produktes behalten soll ; 
nicht zu verschwinden, so lange Cein einzelner Faktor verschwindet 311 ). 
Die zwei fur die Konvergenz von /7(i + u v ) hiernach notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen, namlich: 


(56) 


\U Q \>g>0, \U n+(j — Un\<s (p = 0,1,2,...), 


lassen sich vollstandig durch die folgende eimige ersetzen: 


(57) 


U 


« + <? 


u 


<e (<? = 0,1,2,.. 

n ~\~Q 


welche aussagt, dass das „Restprodulct“: FI (1 + %) bei passender 


g. --j— i 


Wahl von n und fiir jedes q der 1 beliebig nahe kommen muss, also 
den bis dahin erzielten Produktwert U n nicht mehr wesentlich andert. 


307) Ein spezielles Kriterium fiir die Beurfceilung unendlicher Produkte, 
welches im wesentlichen dem Reihenkriterium von Gauss (Nr. 22) entspricht, 
hat, wie G. Enestrom (Jahrh. Fortschr. d. Math. 11 [1879], p. 38) bemerkte, schon 
Stirling (Method, diff. 1730, p. 37) angegeben. 

308) Anal. alg6br. Note 9, p. 561. 

309) J. f. Math. 51 (1856), p. 18 ff. — Werke 1, p. 173 ff. 

310) Math. Ann. 33 (1889), p. 119. Ygl. auch 42 (1893), p. 183. 

311) Vgl. meine Bemerk. a. a. 0., p. 125 Fussn., p. 140 Fussn. 

Encyklop. 4, math. Wissensck. I. 8 
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Mit dem Produkte HQ- + 1^1) konvergiert aucli allemal das 

Produkt ]J( 1 + ^) und teisst dann alS0M konyer S ent 5 dasselbe 
konvergiert in diesem Falle unabkangig Yon der Anordnung dei Fak- 
toren, also unbedingt Umgekekrt lasst sick aber aucli zeigen, dass 
ein unbedingt konvergentes Produkt auck absolut konyergieien muss 31- ), 
Als notwendig und Jiinreicliend fur die absolute und unbedingte Aon- 
vergenz yon JI (1 -p u r ) erweist sick die Aonvergews dei Reike 

2\ u v\- m ) 

1st 'Sitv nur bedingt konvergent, so konvergiert II (Q ~f~ w»<) odor 
divergiert nach Full, je nachdem ^u v konvergiert oder dmrgicrt m ). 
Im ersteren Fall konvergiert JJ( 1 + u v ) nur bedingt , liisst sick in 

zwei Produkte von der Form HQ -p a>v), m -p b v ) (ft > 0 ; b v > 0 ) 
zSrf alien f yon denen das erste nack -poo ; das zwe ^ e ^ach G diver- 
giert, und die sick wiederum ganz nack Analogie des in Nr. 31 er- 
waknten Riemann’ scken Reikensatzes zu konvargenten Produkten von 
beliebig vormschreibendem Werte vereinigen lassen. Die von mir be- 
zuglieli der Wertveranderungen bedingt konvergenter lleihen gefun- 
denen Eesultate lassen sick auck auf solclie Produkte u])ertragen :iliV ). 

43. Umformung von unendlichen Produkten in Reihen. Ver- 
moge der Identitat: 

n 

(58) s n = s 0 -p ( s v — s v — j ) 

i 

lasst sick jeder Grenzwert s = lim s H durck din unondliclio llrihr: 

CO 

(59) s = s 0 + (s,. — v- . ) 


312) A. a. 0., p. 135 ff. 

313) Man kann also aus tier etwa amlenveitig erkamden Kuni-ei^en-/. oiler 
Divergenz yoe JJ(1 + |m„|) aueh diejenige von^Vjtf,; iT.-rhli.-.- -o-n. V^l. HV/ir- 
strass, Werke 1, p. 175. 

314) Die vorangehenclen Site geltcn audi fur !.v»i ph\rc u y , 

dieser Fassung nur fur resile. (Yon Cauchy mil, Hiilfe der logarithm. hvihe !„•- 
wiesen: a. a. 0. p. 563; rein elementar von mir.- a. a. (). p. i;,u, einl'.tdier: .14 
p. 413.) Eine Verallgemeinerung ties Sites fur annplrxe u y hal.e i, }, M ;i f Ii! 
Ann. 22 (1883), p. 480 angegeben. — Audi wenn dianjin-t , lassen sidi 

noch bestimmte Aussagen fiber versckiedenartigex Verliallen <l.--s 1 v, duties 
m+ «,•) machen, welches selbst in diesem Falle nodi kottn-rijimn kaim 
(a. a. 0. 38, p. 152 ft). 

315) Math. Ann. 22, p. 481. 
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darstellen 316 ). Die Anwendung dieser Methode auf U n 

giebt die fiir jedes konvergente (oder auch nach 0 bezw. + oo diver- 
gierende ) Produkt gultige Reihendarstellung : 

CO OO 

(60) JJ (1 + Mr) = 1 + + 2* ZF v -x • W„ . 

o ]L 

Konvergiert das Produkt und somit aucb ^u v absolut, so gestattet 
diese Reihe jede beliebige Anordnmg m ), insbesondere die folgende: 

oo 

(61) JvJ (1 + u v ) = 1 + u x + U x UX + 2! u x u^c H , 

wobei die Summen 2, 2 , 2 , • • • ftber aUe moglichen Kombina- 

tionen der u„ zur 1+ 2 teu , 3+ . . . IClasse zu erstrecken sind. 1st 
also u v = a v x, 2\<^v \ konyergent, so hat man fiir jedes endliche rr: 318 ) 

co oo 

(62) _fj (1 + a v x) = 1+2 A ' x " (A =2 a,, A =2 a* ax, etc.) 

0 1 

und allgen) einer: 


31G) Vermoge der (lediglich an die Beschrankung : |s v |>a>0 gebunde- 
nen) analogen Identitiit: ~ 



liisst sich an cli jeder Grenzwert 5 = lim s n durch das unendliche Produkt: 


(59 a) 


darstellen. 1st also sjicziell: s 



0 


(GO a) ^7' u v — % (l + ~~ — ) ■ 

0 0 ' r — 1 

Hieraus ergiebt sicli z. B. der Nr. 2G ? Pussn. 2 crwahnte M^Mie Satz, dass 

gleichzeitig mit der Reihe 2*, (wo U v > 0) stets auch — •— diver gicrt. 

Im librigen ist aber die Transformation (60 a) von wesentlich geringerer Bedeu- 
tung als die umgekehrte (60). Beispiele fiir ilire Anwendung giebt Stern, Journ. 
f. Math. (1834), p. 353. 

317) Vgl. z. B. die Euler ' sche Formel (55). 

318) Ein solches Produkt stellt dann nach Weicrstrass 3 Bezeichnung eine 
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CO 00 

( 63 ) fl (1 + 2 ^ 1 + 

0 1 

QO CO 

so lange 2-2' |*M^| konvergiert. 
o 1 

Bei geeigneter Spezialisierung der a* 4 * lassen sich die unend- 
lichen Reihen, welche zunachst zur Darstellung der A sich ergeben, 
mit Hfllfe Ton Rekursionsformeln summieren. Sehon Euler . fand 
durch die Substitutionen a v = q v+1 , tip = q_ fl(v+l) (|?|< 1 ) die Be- 
ziehungen 319 ): 

co “ 4»(»+« 

( 64 ) J*[ (1 + f x ) = 1 + (1 _ 4) ... (l-g 1 )" * ’ 

(65) a - r®)- 1 = 1 + 2 d-a 2 . ( i-7)' ' ? 

und aus der ersten derselben fur a = — 1 und durch Entwickelung 
nach Potenzen von # die folgende 32 °) : 


(66) JJ (1 - = i + J>(- 1 ) r • (?*’ <Sr J) + r r(8v+,) ) . 


Durch Jacobi’s Untersuehungen ist der enge Zusammenliang dioser 
yon Euler fur gahlentheoretische m ) Zwecke aufgestellten Fornicln und 
ahnlicher auf analoge Weise zu gewinnender mit der Thenrio der 
elliptisehen Funktionen m ) festgestellt worden. Derwelbo lieruht auf 
dem Umstande, dass die zur Darstellung der elliptisehen Kunktionen 


sranze transcendente Funktion mit den Nullstellen x -- — <lar. Pber <li<> 

Weierstrass’scheVercillgemeineruiig dieser Formal (Nr. 41, Fushh. 404 j fur d<*n Kali, 
dass \ a v | divergiert, vgl. II B 1. 

319) Introd. T. I, Cap. XYI: De partitione numororum, p. ‘259. 203. 

320) L. c. p. 270. Dort zunachst nur durch Induktion gofundmi, bald dnr- 
auf yon E. analytisch bewiesen; Petrop. Novi Comment. 5 (ad aim. 1754. 55), 
p. 75. — Einfacherer Beweis von Legendre: Theorie des nombr«\s (1H30;, T. 2, 
p. 128. — Jacobi ist mehrmals auf diese Fonnel zuriickgekommen und hat huhh»t 
zwei elementaren Beweisen (J. f. Math. 21 [1840], p. 13; 32 (1K40J, p. 104 ^ 
Werke 6, p. 281. 303), deren zweiter eine Modifikation den Euhr'ac hen int, 
noch drei weitere mit Hiilfe der elliptisehen Funktionm geguben (Fundam. 
nova, § 62. 63 u. 64—66 = Werke 1, p. 228 ff.; 2, p. 153 J. f. Math. 30 
[1848], p. 75). 

321) liber die zahlentheoretische Verwertung der Formcln (04/ bis (00) 
vgl. 1 0 3, 
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dienlichen Jacobi 1 schen Thetafunktionen 322 ) sicli aus Produkten von der 
Form: 

CO oo 

(67) JJ(1 ±q v -x ±1 ), JJ(l±q**+ 1 -x± l ) 

1 1 


zusammensetzeii lassen 323 ). Yon den weiteren in dem genannten Zu- 
sammenhange von Jacobi abgeleiteten Reihendarstellungen unendlicher 
Produkte will icli als besonders merkwdrdig noch die folgenden her- 
Yorheben 324 ): 



(70) jfJ (i - <f) 3 = 1 + (- 1)’ ■ ■ (2v + 1) ■ • q ^ +1) . 


44. Faktoriellen und Fakultaten. Cauchy hat Produkte you 
der Form 77(i + a v x), bei welchen die a v wie in (67) eine geome- 
metrische Progression bilden, als geometrische Faktoriellen bezeiehnet 325 ) 
und eine allgemeine elementare Theorie derselben entwickelt 326 ). Die- 
selbe liefert insbesondere Transformation en in unendliche Reihen, 
welche die Fuler’schen Formeln und die Entwickelungen der ellipti- 
schen Funktionen als spezielle Falle umfassen. 

Als arithmetische Faktoriellen hatte man nach Cauchy solche 
JJ[ (1 + a v x) oder etwas allgemeiner JI(u 4~ zu bezeichnen, bei 
denen die a v eine arithmetische Progression bilden und die sonst zu- 
meist numerische und analytische Fakultaten oder auch Faktoriellen 
schleclithin genannt werden 327 ). Setzt man etwa a v = a-\-vb und 
schreibt wiederum u statt u-\-a, x statt bx, so folgt, dass man 
JJ(u + a v x) stets auf die Form JJ{u -\-vx) bringen kann. Da nun 
solche unendliche Produkte offenbar stets divergieren mils sen, so han- 
delt es sich hierbei zunachst um endliche Produkte you der Form: 


322) Vgl. II B 6 a, 7. 

323) Jacobi , Fundamenta, § 64 (Werke 1, p. 232). Vgl. auck Gauss' Nach* 
lass (Werke 3, p. 434). — Ch. Biehler, J. f. Math. 88 (1880), p. 186. 

324) Fundam. § 66 (Werke 1, p. 237). Die Formel (69) auch bei Gauss , 
Werke 2, p. 20. 

325) Par. C. R. 17 (1843), p. 641. 

326) Par. C. R. 17, p. 523. 640. 693. 921. 1159. 

327) Die Terminologie ist sehr schwankend. 
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IAS. 


»aK*» W » — “- 1 — . 


ft., ” nd “ *~ ****** fta “ 

’ o i- qj-piie der naturlichen Zahl n 

Fall, dass eine leliehige Za produkte ( zur Darstellung von 

tritt; diese fiihrt aof g 6 ™- Vdkultaten bezeiebnet zuwerden pflegen. 

7 ei f e als aW S* is f zuers t vo nFuler™), in speziellerer 
Das fragile Problem ist zuer Die ergte a^f^Uehe 

Form von Vandermonde ) e o*eliefert 330 ) ; an welclie 

Tbeorie der FakultaUn ^ ^^Crelle^), Ohm m ) und Ottinger m ) 
sieb weitere Arbeiten von Bessel ), C reUe b J ^ /bmafc 

anscbliessen. Web*** bat 

Bebandlnngs-weise gegrun e en we sentlich auf funlctioneniheore- 

fiibren 335 ), und bat ® me ° ’ d analijUschen Fahdtiiten ent- 

r“'bezeicbnete, fur jedes endlicbe (reelle oder complete) * kou- 

verffierende Produkt: 

A/ M* /l _ 5A 
(71) F° ( M ) = u 11 \v + l) ’ V v > 


aurucfcgefnhU, welch.s aid. * Menfcch mit dom Ugc,«MA 

l.i oac\ ,1 ,1 Ykt»nn 


r<«) 


oder dem Gauss ’ schen 


erweist 336 ) und dcssen priiizipielle 


— ■■ II(u — i) 

Bedeutung vor allem darin besteht, dass es den Ausgangspunk fiir 
die Nr. 11, 12, Fussn. 304. 318 erwalmten Untersucliungen gcbildet bat. 

15 AUgemeine formale Eigenscbaften der Kottcnbrueho. A Is 
w-gliedrigen Kettenbrudi™) bezeicbnet man einen Ausdrurk von dm- 
Form: 


328) Inst. ealc. cliff. 2, p. 832. Vgl. Nr. 41, Formel (54 j. 

329) Vgl. Nr. 10, Fussn. 70. V. behandelt nur den I 1 all: I'",— 1, und 

bezeichnet die f als Potenien zweiter Ordnrng. 

330) Analyse des refractions astronomiques et terrestre.s, ( Imp. Ill, .\i. >•>- 

bis 203. — Gergome, Ann. 3 (1812), p. 1. 

331) KOnigsb. Arehiv f. Naturw. u. Math. 1K12. Abli. 2, !••»•»». 

332) Theorie der analyt. Facultaten, Berlin 182-1. .1. i. Math. 7 MH-11 , p. 


333) J. f. Math. 39 (1850), p. 23. 

331) Ibid. 33 (1846), p. 1 (hier eine ubersichtliche Zusannnenstellung der 
bis dahin gebrauchten verschiedenen Definitionen und Bczei<dmnng.s\vrisen<. p. 117. 
226. 329; 35 (1847), p. 13; 38 (1849), p. 162. 210; 44 (1852;, p. 20. M7. 

335) J. f. Math. 51 (1856), p. Iff. Der kritische Toil aufdiihrhelu'r in dem 
Wiederabdruck dieser Abh.: Werke 1, p. 153 tf. 

336) Vgl. II A 3. 

337) tfber die altere Geschichte der Kettenbriiche vgl. uusser der im Kin- 
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( 72 ) 




d. li. eigentlich: b 0 + — 


\ ± 


h±‘ 




'•± 


•n — 1 


i • 


7 I » 

& a -l±5- 
n 

Derselbe soil hier stets in der gedrangteren Form 338 ): 

a nj 

& 


(73) \±$±$±-±“- 

geschrieben oder durcli das Symbol: 


( 74 ) 


, \ V 

h] ± r 


*n — 1 


-i±i 


bezeicbnet werclen 339 ). Die a v , b v stellen dabei ganz beliebige Zalilen 


gange zitierten Schrift von S. Gunther deren erweiterte italienische Bearbeitung: 
Boncompagni, Bulletino di Bibl. 7 (1874), p. 213. Ibid. p. 451: Ant Favctro, 
Notizie storiche sulle frazioni continue. Auch: Klugel, T. 3, p. 88. M. Cantor , 
a. a. 0. 2, p. 631. 694; 3, p. 92. 669. — Zusammenhangende Theorien der all- 
gemeinen Kettenbriiche baben ausser 2 Euler (Petrop. Comment. 9 [1737], p. 98; 11 
[1739], p. 22. Introductio 1, p. 295) noch F. A. Mobius (J. f. Math. 6 [1830], 
p. 216. Werke 4, p. 505) und sehr ausftihrlich M. A. Stern (J. f. Math. 10 [1833], 
p. 1. 154. 241. 364; 11 [1834], p. 33. 142. 277. 311) entwickelt. Lagrange (Add. 
aux Elements d’Algebre d’Euler: Oeuvres 7, p. 8) und Legendre (Thdorie des 
nombres [1830], 1, p. 17) kaben nur aus ganzen Zahlen zusammengesetzte , ins- 
besondere sog. regelmdssige Kettenbriiche behandelt. Im ubrigen vgl. die citier- 
ten Lehrbiicher von Stern , Sclildmilch >, Hattendorff und Stolz ; auch: J. A. Serret, 
Cours d’Algebre superieure (Paris 1885), I, p. 7. 


338) Diese Schreibweise scheint mir charakteristischer, als die zumeist ver- 

breitete : & 0 i i T* i * • * i T ~ » we l c ^ e nacli Baltzer s Angabe (El. der Math. 
^1 ^2 % 

1, p. 189, Pussn.) von J. H. T. Muller (Allg. Arithm., Halle 1838) herriihrt (vgl. 
ubrigens Nr. 0, Fussn. 52). 

r& Ml ; + I den 


339) Allgemein bezeichne ich also durch das Symbol 


Kottenbruch b + r 






■±16. 


. Dabei schreibe ich statt 


kurzer : 




+ 1 

, so dass also 


m -j- 1 


l_ r- 


m-f- 1 


; J) JL 

711 » 


+ - 


711 -f- 1 

a 

: ~b. 


in 1 


nt - f 1 


Stern bedient sich a. a. 0. des allzu undeutlichen Symboles: F (b 0 , b n ) oder auch 
des wenig ubersichtlichen: F(b 0 + a 1 : b t + a s : b 2 + •• •). E. Heine (Handb. der 

—l— — j— a* • • • — a 


Kugelf. 1 [1878], p. 261) schreibt dafur: 




1st durckwcg 


: 1, so pflegt man den betreffenden Kettenbruch nach Dirichlet (Werke 2, 
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vor, nur wird man naturgemass die j ci v j 0 voraussetzen, walirend 
von den l v beliebig viele, mit einziger Ausnahme 84 °) von lj n , auch =0 
sein konnen; im iibrigen unterliegen die letzteren noch gewissen Be- 
schr ank ungen, sofem der Kettenbrucli iiberhaupt einen bestimmten 
Sinn liaben, d. h. eine bestimmte Zdhl vorstellen soil. 

Man nennt a 0 das Anfangsglied, + r- das G-lied oder den 

v ien Teilbruch 4- a v bezw. b v den v ten TeiMhler bezw. Tcilnenner des 

— r a vi x 

Kettenbruches. Verwandelt man den Kettenbrucli & 0 ; y 8U ) du rch 
successiyes Fortschaffen der Teilnenner in einen gewohnlichen Bruch 
~ und zwar rein formed (d. h. insbesondere ohne Anwendung von 

' D -A 

EeduUionen , falls im Laufe der Rechnung infolge besondcrcr Beschaf- 
fenheit der a v , b v reduMible Briiche auftreten sollten 8 '* 2 ;), so ergiebt 
sich zunachst: 

x A = i 0 E 0 =l 

4-h'4>+<h 

und sodann (durch vollstandige Induktion) fur v 2 die Rekursions- 
formel M3 ): 

(7ob) A. v = by • A. v —i *-j- d v • j 4. v —2 } E p == b v • JB r — x -j- ct *> . 

A 

Fallt hierbei B v von Null verschieden aus ; so lieisst ^ der v ie Nahc- 
rungsbruch und im Falle v=n der Wert des Kettenbruches: 

(76) y.-J, + f fl + ! il + - + 4- 


p. 141) mit (b 0 , . . . b n ) zu bezeichnen, wiihrend dieses namlirlie Symbol bei 

Mobius a. a. 0. den Kettenbrucli r-^-1 — ! T } I bedeutef 

| 6 » | & X I*. 

340) Indessen darf immerhin lim^ = 0 werden, wen n man die b a Is Kunk- 
tionen einer Veranderlichen auffasst; in diesem Falle goht der Keffenbrurh (7:t, 

in den folgenden fiber: & 0 ±rf^±- •• ± rg l ~— ■ (Nur auf dim: Art kr.nnon 

z. B. diejenigen Schlusse legalisiert werden, die Mobius — Werke, .j, p. - a \7 — 
zieht, indent er einfach b n — 0 setzt.) 

341) Es ist keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn irh von jetzt ah 
nur a v statt + a v schreibe, da ja die a v an sicli beliebigeH Yorzeirhen besilzen 
durfen. 

342) tiber diese Moglichkeit vgl. Stern a. a. 0. 2, p. 13. 

343) Bern Sinne naeh sckon bei Wallis, Aritlim. infinif. p. HU ( Opera 1, 
p. 475). — Verallgemeinerung der Bekursionsfonnel (75 b) bei Stub: a a O * 

p. 268. ' ~ ‘ " 
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Aus (75) ergiebt sicli die fur die gesamte Lehre von den Ketten- 
briichen fundamentale Relation 844 ): 


(77) 


v — 1 


B„ 


B 


(- w 


a, • a 9 


B„, 


, • B„, 


(1 ^ v ^ n ) 


und in ahnlicher Weise die allgemeinere: 


(78) 


A 

B.. 


= (-!)" 


a t • a, 


' • %+i ' B p+l,v 


A- A 


wenn noch gesetzt wird: 


(79) 


a x -(- 


1 


“ * I 7? 


(fi£v — 1 ), 
(fc ^ v). 


Vermdge der Identitat lasst sicli jeder Kettenbrucb 

K n durcb unendlicli viele ilim vollig dquivdlente (d. b. durchweg gleich - 
wertige Naherungsbruche liefernde) ersetzen, namlich: 


( 80 ) K n = l o+^l + 


C 1 C 2 ^2 j 

I C 2 


+ *•* + 


e b 

n n 


Durch passende Wahl der c v kann man allemal erzielen, dass sich 
ergiebt : 

(81) K n = & 0 + y^l + if I + ’ • • ‘ + [pf- 1 ’ 

wo die a v oder die ($ v beliebig vorgeschriebene Zahlen sind (mit angemesse' 
nem Ausschluss von 0). Wahlt man durcbweg 845 ) cc v = -\-l 9 so mag 
der resultierende Kettenbruch als die Haujotform ue ) von K n bezeiclinet 
werden. Fiir a v = — 1 kommt diejenige Form zum Vorschein, deren 
reciproken Wert Mobius als Normalform benutzt hat und die von 
Seidel 847 ) die reduzierte Form 848 ) von K n genannt worden ist. 


46. Rekursorische und independente Berechnung der Nahe- 
rungsbruche. Die Rekursionsformeln (75) 349 ) liefern zugleicb auch 
die Hiilfsmittel zur independenten Berechnung der A v , B v . 


344) Euler, Petr. Comment. 9, p. 104. 

345) Ibid. p. 10S. 

346) Heine (a. a. 0. p. 264) gebraucbt diesen Ausdruck, falls die (3 v na- 
tiirliche Zahlen sind. 

347) Munch. Abh. 2. EL 7 (1855), p. 267. 

348) Hiervon wohl zu unterscheiden ist der Ausdruck „reduzierter Kettcn- 
bruch“ , mit welchem man nach Stern (a. a. 0. p. 4) den Wert des betr. Ketten- 

A 

bruchs, also den Naherungsbruch ~ zu bezeichnen pflegt. 

B n 

349) Bei dem entsprechenden Rekursionsverfahren wird mit dem Einrichten 
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Euler hat fiir den Fall, class K v auf die Hauptform gebracht ist, 
einen eigenen AlgoritJmus zur Darstellung der A r , B v ersonnen 350 ), 
der sich zwar zur Herleitung gewisser Kettenbruchrelationen als sehr 
niitzlieh erweist, dagegen fiir die A v , JB„ im Grunde genommen nur 
eine synibolische, zur effektiven Berecbnung nicht geniigend durch- 
sicbtige 351 ) Darstellung liefert, namlich: 

( 82 ) T v = 

wobei das Symbol (b m , b m +u ■■■ br) durch die Rekursionsfoimel de- 
finiert ist: 

(83) (b m , b m + 1 , = by ■ (b rn , b m + 1 , ■ ■■ b v ~ i) + (bm, b m +i, ••• &*-s). 

Mit diesen Eider’schen Symbolen im wesentlichen identisch er- 

weisen sich trotz der zunachst ganzlich verschiedenen Definition die 
von Mobius 353 ) eingefiihrten Symbole [b a ,\, ... b v ] — abgesehen 
davon, dass sich dieselben auf Ketteubriiche von der Form: 

(84) K n = \ 


l | 

\h 


pH (g enauer gesagt: 1 -,, = ^ 


beziehen. Setzt man namlich fiir 

l I l 


(85) 


v — 


lb 


} m + 1 


“in- f-2 


ib. 


(also: K^ V = K V , K,. iV = l{) 

und definiert nach Mobius das fragliche Symbol durch die Gleiehung: 
(86) [b 0 , l,, ... b v ~\ = Kq, ,, ■ Ki, v ■ K% K r , , 

so lasst sich zeigen, dass diese Ausdriicke game rationale Funktionen 
ihrer Elemente sind, und man erkennt im ubrigen unmittelbur, dass 

Ay 




in voller Analogic mit der Euler ’ schen Formed (82). 

A, 

>h 


(lurch 


der Briiche von vorn begonnen. Man fmdet y- aus: 

Substitution von b x + y~ an Stelle von u. s. f. Stent hat a. a. O. j». r> auch 


K A + A t 


ein mit dem Bruche 


A' 


K a n- 1 + a n 


beginnendes und riidi carts laulcmhbs 


B n K 

Rekursionsverfahren entwickelt. (Vgl. auch Stolz a. a. O. p. 206.) 

350) Petrop. Novi Comment. 9 (1764). Vgl. auch Gauss, Di.mpiis. ariihm. 
Art. 27 (Werke 1, p. 20). Diriclilet-Dedclcind, Vorl. fiber Zahlcnf h«*ori«* § 2.>. 

351) D. h. etwa nach Art einer Determinante. — Eine bnuiehbare Rege] 
zur Berechnung der Euler’schen Symbole hat iibrigens V. Schlctjcl angegeben- 
Z. f. Math. 22 (1877), p. 402. 

352) Werke 4, p. 511. 
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Da die A v , B v durcli je ein System linear er Gleichungen (und 
zwar ; abgeseben von den beiden Anfangsgleicbungen (75 a) durcb das 
ndmliche System) definiert sind ; so ergiebt sicb als nacbstliegendes 
Darstelbingsmittel 353 ) der Quotient zweier Determinanten, der sicb aber 
wegen der besonderen Form jener Grleiebungen auf eine eimige De- 
terminants reduciren lasst. Fur den Fall a v = -f- 1 bezw. a v — — 1 
wurde dies von Sylvester und Spottiswoode zuerst bervorgeboben 354 ) 
Die allgemeine Auflosung der in Frage kommenden relmrrenten drei- 
gliedrigen Linearsysteme mit Hulfe von Determinanten wurde aus 
anderweitiger Yeranlassung von Painvin 355 ) gegeben und zuerst von 
S. Gunther 356 ) fur. die Darstellung der A v , B v prinzipiell verwertet 357 ). 
Unabbangig davon und ungefahr gleichzeitig wurde die Determinanten- 
darstellung der A v , B v von G. Bauer 858 ) angegeben und aucb von 
K. Hattendorff 359 ) in sebr einfacher Weise abgeleitet. 

Wahrend hiernach das Problem ; die Nalierungsbriicbe eines vor- 
gelegten Kettenbruches zu berechnen, auf die Auflosung eines rekur- 
renten dreigliedrigen Linearsystems fiihrt, so kann umgekebrt jedes 
solche System zur Definition eines bestimmten Kettenbruches dienen. 
Diese scbon von Euler 360 ) gemacbte Bemerkung ist von G. Bauer 881 ), 
Heine 362 ) und Scheibncr 363 ) mit Yorteil zur Herleitung von Ketten- 
brucbrelationen benlitzt worden. Durcli entsprecbende Betrachtung 


353) Icb ubergebe bier die auf k ombinat or i s cben Betrachtungen berubenden 
Berecbnungsmetboden von Hindenburg , Eytelwein , Stern (a. a. 0. p. 5) und an- 
deren; naberes daruber (nebst zablreicben einscblagigen litterarischen Notizenj 
in S. Gunther'’ a Habilitationsscbrift: „Darstellung der Naherungswerte von Ketten- 
briichen in independenter Form 14 . Erlangen 1872. 

354) Pbilos. Mag. (4) 5 (1853), p. 453; 6 (1853), p. 297. — J. f. Matb. 51 
(1856), p. 374. 

355) J. de Matb. (2) 3 (1858), p. 41. 

356) Hieran wire! durcb die Bemerkung Heine's (Kugelf. 1, p. 262, Fussn.), 
dass ihm der Zusammenbang ties gelegentlicli (J. f. Math. 56 [1859], p. 80) von 
ibm bentitzten Painvin 3 seben Resultates mit der Kettenbruch- Tbeorie keineswegs 
entgangen sei, nichts geandert. 

357) In der oben citierten Scbrift, cleren zweiter Teil eine Anzabl versebie- 
denartiger Anwendungen jener ,,Kettenbruchdeterminanten“ (Continuanten), vgl. 
IA2 Nr. SI, entbalt. 

358) Miincb. Abb., 2. Kl., 11 (1872), Abt. II, p. 103. 

359) Einl. in die Lebre von den Determinanten. Hannover 1872, p. 20. 
Aucb: Algebr. Anal. p. 264. 

360) Acta Petrop. 1779, 1, p. 3. 

361) J. f. Matb. 56 (1859), p. 105. 

362) Ibid. 57 (1860), p. 235. 

363) Leipz. Ber. 1864, p. 44. Vgl. auch: JBaltzer , El. der Matb. 1, p. 189. 
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analoger viergliedriger Systeme gelangte Jacobi m J zu einer Verallge- 
meinerung des Kettenbruchalgorithmus, die sick auch auf beliebig- 
vielgliedrige Systeme ausdehnen lasst 865 ). 

Sckliesslick sei kier nock auf den Zusammenkang solcker rekur- 
renter Systeme mit der Tkeorie der Differensengleichungen 366 ) hinge- 
wiesen. Insbesondere geniigen die A v , S v , also auch die Euler scken 
und MdUus’schen Symbole einer linearen Differenzengleickung zweiter 
Ordnung 367 ). 


47. Naherungsbrucheigenschaften besonderer Kettenbriiebe. 

Die bisker betrackteten Eigensckaften der Kettenbruche sind rein for- 
mdler Natur; sie bestehen vollig unabhangig von der besonderen Natur 
der O/y, by (unter denen man sick also statt beliebiger reeller Zahlcn 
eventuell auck complexe Zahlen bezw. beliebige Funlctionen denken 
kann). Eigensehaften anderer Art kommen zum Vorschein, wenn man 
die a v , by spezialisiert. Insbesondere tritt der eigentiimlicke Charakter 
der Naberungsbruche, welchem dieselben ihren Namen verdanken, erst 
hervor, wenn die a, v unter sick, desgl. die b v unter sich (abgesehen 
von dem allemal irrelevanten b 0 ) gleichbemchnet sind. Nimmt man 
durckweg b v > 0 (was vermoge Gl. (80) keine Beschriinkung der All- 
gemeinkeit bedeutet), so bleiben folgende zwei Moglichkeiten : 

I. a r > 0 . Aus Gl. (75), (77), (78) folgt dann unmittelbar, dass 


hv—i 


B, 


*2v— 1 


die A V} B v mit v monoton mnehmen , die 
A 

~~ eine abnehmende Folge bilden, so dass also: 
(87) P^ < P±± < K x <P±?< A ‘ Jv 


eine mnehmmde ; die 




2r+l 


2r-f-2 




(!<}/< “ - 1 ) , m ) 


II a„<0 — wobei es wegen der Formulierung des fblgenden 


364) J. f. Math. 69 (1868), p. 29. Werke 6, p. 385. (Aus ,/.\s Nadilasso 
you Heine berausgegeben.) Ygl. JS. Furstenau, Wiesbaden (iymn.~ Progr. 1874. 
— Die fragliche Untersucbung ist neuerdings von W. Fr. Meyer urheblich ver- 
einfaebt und vervollstandigt worden: Konigsb. Ber. 1898, p. 1 . Ziiridior Verb. 
(1898), p. 168. 

365) S. die Scblussbem. einer anderen, der eben eitierten unmittulbar vor- 
angebenden Abb. von Jacobi : a. a. 0. p. 28, bezw. 384. 

366) Ygl. IE. 

367) Heine, Kugelf. 1, p. 261. 

368) Eine geometrisebe Deutung dieser Relation s. Schtihnilch , Alg<*br. Anal, 
p. 268. Weitere Ausfilbrung dieses Gedankens bei Licblein, Z. f. Math. 12 /18H7), 
p. 189; F. Klein, Gott. Nachr. 1895, p. 257. Andere gcomutrisohu Darstellung 
bei M. Koppe, Math. Ann. 29 (1887), p. 187. (Weiterbildung wner von Pohmt, 
<1. de Matb. 10 [1845], p. 50 berrubrenden Metboded 
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zweckmassig erscheint, a 1 > 0, & 0 J>0 anzunehmen 369 ). Genugen so- 
dann die b v noch der Bedingung: 

(88) k^KI + 1 (v'^1), 

J. 

so sind die und alle j~ positiv und mit v monoton mnehmend. 

Definiert man ferner als v ten Nebennaherungsbruch m ) den Wert des 
Kettenbruch.es : 


(89) £ — *. + £! + - + 




0 - 


so hat man stets -*~>j8r n , und es bilden die ■=£■ eine im allgemeinen 

1) V 

monoton abnehmende (nur an Stellen, wo gerade b v = \a v \-\-l, kon- 
stante ) Folge, so dass also statt Ungl. (87) hier die folgende erscheint: 


(90) 


\ ^- A+i 




b: 


v _j_X 



(!<><£» — 1). 


Charakteristische Beziehungen von -ahnlicher Einfachheit finden 
bei den Naherungsbr lichen sonstiger allgemeiner Kettenbruchtypen 
nicht statt. Dagegen ergeben sich noch spezifisch arithmetische Eigen- 
schaften 871 ), wenn die a v , b v game Zahlen sind 372 ), namentlich wenn 
noch durchweg a v = + 1 . 

Dem Typus I gehoren die fur a v — 1 und positiy ganzzahlige b v 
resultierenden regelmassigen (auch: einfachen oder gewohnlichen) Ketten- 
briiche an, deren spezielle Naherungsbrucheigenschaften den eigent- 
lichen Anstoss zur Ausbildung der Lehre von den Kettenbriichen ge- 


369) Der Fall < 0., 5 0 beliebig, ist obne weiteres auf den im Text be- 
bandelten zuriickzufiihren. 

370) Stern, von clem diese fur die Beurteilung analoger unendlicher Ketten- 

A’ v 

brucbe niitzliche Bemerkung berriilirt , bezeiclmei die ~=rr als mittelbare Ndhe - 

rungsbruche (a. a. 0. p. 168). Der Ausdruck Nebennaherungsbriiche wircl sonst 
gewOhnlicb in etwas weiterem Sinne gebraucbt, namlich fiir alle Brucbe, welcbe 
A 

aus “ entsteben, wenn man den letzten Teilnenner b v durcb b v — 7c(Ic-= 1,2,..., 

V 

soweit als b v — h > 0) ersetzt. Dieselben spielen namentlicb bei gewissen arith- 
metiscben Betrachtungen liber regehndssige Kettenbriicbe eine Kolle und werden 
von Stern (a. a. O. p. 18) als eingeschaltete Naherungsbruche bezeicbnet. (Bei 
Lagrange , Oeuvres 2, p. 567: fractions secondaires; 7 ? p. 29: fractions interme- 
diaires.) Ygl. aucb Stern , Algebr. Anal. p. 292. 305. 

371) Ygl. I Cl. 

372) Sind die a v , b v beliebige rationale Zablen, so kann man den Kettenbr. 
mit Hulfe von Gl. (80) stets in einen aquivalenten ganzzahligen transformieren. 



rsErss 

einfach charaktensierte Kettenb y , e ? rat i on ale (bezw. irrationale) Zalil 
bezeiclmet Wen mbgen > .J dureh einen begrenzten (bezw. 
A lasst sicb aitf erne emmge vv ^ ) redusiert-regelmassi- 

vnUpmzt fortsetabaren) «*»<*!/» r _ a + ± , 

r s “i“ i 

a 1 nil mal dem Intervalle (0, 1) Oder 

wickelung, je naehdem man ^ 

(0 —1) entnimmt 376 )- .. 

Divergenz unendlicLer Kettenbrucbe. 
48. Konvergenz nnd Di 8 unb egrenzten Zahlenfolgen 

AUgemeines Diwgonzlmtenum^Aus z ^ ^ „unendlichen“ (d. b. 

w< «-■*= 


h o + \i [ + \K 


^+- 


oder: 


fy)j 


'r-U 


( 91 ) 

Daniel SctmenUr tar aagenaierten P .t 11 g ^ ^ lTnffl (87) dai-geet elite 
•beuutzt (Geometna practica • j rre duktil)ilitdt bei lluygniH (I)eHcnptio 

Charakter der Mherungsbruche und ihre ^ seincm Nubian* 1GU» 

automati planetarii - Datrerung unbestunmt, eist 

TCr6 “ne besondere Benennung scheint sicb bisher nicht. -geburgert «, 

baben. i ointmi boirrcnzton rcijcl Ditissttji h 



i zu nebmen ist. 

376) Eine andere Art der Entwickelung, bei Webber ± dels dem Inter- 

TaUe (_I, + i) entnommen wird, also eine Bolche „n«ch nM» ( !an:cn “ , 

hat fur einen besonderen Fall C. MinmgmuU (CiOtt. Naehr. l*‘b p K.o, mid 
allgemein A. Hurwits untersuelit (Acta math. 12 I. <**'•> I > !’■ ’• K ' ‘ 1 

Hurwitt, Math. Ann. 39 (1891), p. 281; 44 (1894 s, p. 4-9. , , 

377) Als erstes Beispiel eines unendlichen Kettenbruclu* rivr i.-in ' 

der von Cataldi gegebenen Entwickelung von yuadratwur/.eln (*. • r. . > < ie 

ziehung: ± = [l , fci)!]" , welchc Lord Ihvundrr (um K,V..,, auf unbo- 
kannte Weise aus der Wallis’ schen Formel abgeleitct hat,^ (Kinfachder Bcwew 
von Euler durch Transform, der Leibniz' schen Reilie ftlr -*• : <>l"i«e. amil.vt. 
p. 449. Im ubrigen vgl. G, Bccuev , Miincb. Abb. 01. II 11 [ X h < — J, p. H8) v i 
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bezeichnet werden mag. Nennt man wiederum K n — ~ den Wert 

des betr. n-gliedrigen Kettenbruches, so beisst der unendliche Ketten- 
bruch Convergent und K sein Wert ; wenn lim K n = K] dagegen eigent- 
lich oder uneigentlich divergent (im letzteren Falle aucli oscillierend), 
wenn das entsprechende von der Zablenfolge (K v ) gilt 378 ). Mit Hiilfe 
von Grl. (77) bat man: 


n n 

(92) K n = K 0 + - Kr-i) = (- 1) 1 ' -1 • 

l r— -1 V 


und daber: 

(93) [ 6 , + 


n 


falls die betreffende Reihe konvergiert, wabrend andererseits die Diver- 
genz dieser Reihe stets diejenige des Kettenbrucbes nacb sich zieht. 
Im Gegensatz zu unendlicben Deihen oder Produkten konnen kon- 
vergente Kettenbruche lediglich durch Weglassung einer endlichen An - 
zahl von Anfangsgliedern aucli divergent werden und umgekehrt Icb 
nenne Kettenbruche., deren Yerhalten durch solcbe Weglassungen nicht 
alteriert wird ; unbedingt konvergent bezw. divergent. Darnach ist 
jeder eigentlich divergente Kettenbrucb nur bedingt divergent; beginnt 
man ihn erst mit dem Gliede so muss er gegen den Wert — a t 
konvergieren . 

Die Beziehung (92) bezw. (93) liefert ein einfaches und sehr - 
allgemeines Divergenz- Kriterium. Ist namlich der Kettenbruch in der 


Hauptform vorgelegt, etwa: 


r i T 

_ ff ° 5 A ; 


so lautet die gleichgeltende 


Reihe: g 0 -f~ /*}( — l) 1 "” 1 * (Qv— i * wenn Q v den Kenner des 

j. 

v t<m Niilierungsbruches bezeiclinet. Da aber offenbar 


n 


\Qn\< J’J (1 + | Qv |), 

1 

so folgt ; dass jene Reilie und somit aucli der Kettenbruch allemal di- 


378) Der Begriff der Konvergenz und Divergenz von Kettenbriiehen sebeint 
erst von Seidel („Unters. nber die Konv. und Div. der Kettenbr.“, Habil.-Schr., 
Milnchen 1846) hinlanglich prazisiert worden zu sein. Stern (a. a. 0. 10, p. 364) 
rechnet die innerhalb endl. Grenzen oscillierenden Kettenbr. zu den Iconvergenten 
und bat diese Anscbauung erst spater modifiziert (a. a. 0. 37 [1848], p. 255). 

379) Mit angemessener Abanderung, wenn einzelne versebwinden sollten, 

380) Diese Beziehung sebon bei Euler, Petrop. Comm. 9, p. 104. 
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vergiert, wenn 2HA konvergiert™). Andererseits lasst sich der nr- 
spriinglich betraehtete Kettenbruch mit Hiilfe von Gi (80) stets auf 
die obige Hauptform hringen, wobei sich ergiebt: % — b 0 , q l — -J. 
und fvir v ^ 2, g ^ 1 : 

(94) q v = c v • b v 


H • «S • " Hu— 1 . 

Ciu — - . — ’ Cjft+i 




0>\ ' CLa ' * ' Ctn 




a \ * a S " ‘ a 2u—t r 

^“7 | a 5t * a 4 

* ‘ a 2 ft 

h 2/u + l 

— • U2(.i 

’ 2j 1 H ■ a > ■ ■ 

* a 2[t— 1 

a 2fi + l 


und somit divergiert der Kettenbruch, falls die beiden Reihen: 

(95) 

Jwnvergieren, Dio UntersuclLung der letzteren k&nn dunn ni.it It ulfe 

der Kriterien zweiter Art auf diejenige des Quotienten j -Z±Ljl-. 
zuriickgefuhrt werden. 

49. Kettenbriiche mit positiven Gliedern. Ein Kettenbruch 

r Ct — j co 

jr (wo: <iv > 0, a v > 0 ? 


mit lauter 


G-liedern: 


“_1T 

Jvjl 


b v > 0) kann vermoge der besonderen Eigenschaften seiner Niiherungs- 
bruche (s. Ungl. (87)) nur konvergieren (in welcliem Falle stets: 

—1 <1, f~l <— ), oder innerhalb endlicher Grenzen oscillterm . 

Jvji ’ LKji V’ 

'Die soeben angegebene Hnreichende Divergent Bedingung enveist sich 
hier zugleich als notwendig ; d. h. der Kettenbruch konrergiert und 
zwar stets unbedingt, wenn ^q v bezw. mindedens eino der beiden 
Reihen (95) divergiert m ). Da aber die Divergent von feststelit, 
wenn Qv+i divergiert (jedoch nicht umgekehrt!), so liedert die 

Divergent von bezw. diejenige von ^ vino merk- 

a r+i 

lich einfachere Mnreiciiende (aber nicht notwmdigr) Bedingung fur die 

b (i 

Konvergenz des Kettenbruches 383 ). Bleibt dabei J iihcr 7 also r unlvr 


381) Fur positive q v bei Seidel a. a. 0.; fur bdiebigo f/ t b»*i Slab: a. a. 0. 
p. ‘279. 

382) Zuerst von Seidel (a. a. 0.) bewieson; imabhiingig uimh v<m Stern, 
J. f. Math. 37 (1848), p. 269. 

383) Schlomilch (Algebr. Anal. p. 290) giebt din von ihm auigrfundmm allzu 
>0 — mit dem unrichtigen Zusatzi*, das.s man 


o o . i 

enge Bedingung: lim — 


Kb, 


"v+l 


im Falle: lim = 0 uber die Beschaftenheit de.s Kntfnnbrunhn.H nichfs 


“V+l 


aussagen kOnne. Andere Lehrbucher geben fur diesen Fall din glnidifalls 
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einer endlichen Grenze, so geniigt sclion die Divergent der noch ein- 
facheren Reihe b v . Daraus folgt insbesondere, dass jeder gam - 

t CL “1 oo 

y\ ; falls 0<a v <,b v , insbesondere also jeder 

regelmassige Jconvergiert Sein Wert ist stets irrational m ) und < 1 . 
Tiber den mit Hiilfe der Naherungsbruche zu erzielenden Grad der 
Annaherung 384:a ) geben die Formeln (77), (78), (87) Anfscbluss. 

Ist dagegen a v >b v nnd der Kettenbrucb Convergent (was mit 
Hiilfe der oben angegebenen Regeln in unendlich vielen Fallen wirk- 
licb festgestellt werden kann), so kann sein Wert auch rational sein 385 ), 
und man besitzt keine allgemeinen Kriterien, um seine etwaige Irra - 
tionalitdt zu beurteilen. Schon Euler hat bemerkt 386 ), dass der Ketten- 

[ m _L V ~Y*> 

Y i pY Ji 9 we l c ^ er liac h dem gesagten irrational ausfallt fur 

m — 0 und m— l, 387 ) einen rationalen Wert besitzt, wenn die ganze 
Zahl ist. Analoges Yerhalten zeigt der allgemeinere Ketten- 

bruch , dessen Wert nur fur m<,n irrational , dagegen fur 

+ l rational ist 388 ). 


50. Konvergente Kettenbriicbe mit G-liedern beliebigen Vor- 
zeichens. Ein Kettenbruch, dessen Teilzahler und Teilnenner beliebige 
Yorzeichen besitzen, kann mit Hiilfe von Gl. (80) stets auf die Form 


gebracht werden: £ 0 & 0 -f* 


, wo: b v = + 1 , a v > 0, & r > 0. Ein 


Kettenbruch dieser letzteren Art ist unbedingt Convergent , wenn durch- 
weg oder zum mindesten fur v^>n: 

(96) b v ^a v + 1 . (Ygl. Ungl. (88)). 389 ) 


notig eingeengte Erganzungsbedingung : — V t 7 divergent (her- 

a v+l~T°v t) v+l 

riihrend von F. Arndt , Disqu. de fractionibus continuis, Snndiae 1845). 

384) Nach Legendre; vgl. Nr. 9, Fussn. 59; Nr. 50, Fussn. 391. 

384a) Vgl. Kopjpe a. a. 0. p. 199. Uurwitz, Math. Ann. 39 (1891), p. 279. 

385) Einen besonderen Fall dieser Art s. Fussn. 390. 

386) Opusc. anal. 1, p. 85. ^ 

387) Er hat fur m = 0 bezw. m = 1 die Werte: - — 1 bezw. e — 2. 

e — 2 

388) Euler a. a. 0. p. 103. Stern a. a. 0. 11, p. 43 ff. Ygl. auch 18, p. 74. 
G. Bauer , Munch. Abh. 11 2 , p. 109. 

389) In dieser allgemeinen Form (auch fur complexe s r , wo ] £ v | = 1) habe 
ich den Satz neuerdings bewiesen: Miinch. Ber. 28 (1898), p. 312 (daselbst aucli 
einige weitere Kriterienformen p. 319 ff.). — Fur den besonderen Fall: s v a v = — 1 
(die „reduzierte u Form der Kettenbruche) findet er sich bei Seidel , Munch. Abh. 
2. Kl., 7 2 (1855), p. 582; fur den etwas allgemeineren: s v = ~~ 1, a v > 0 — 
bei Stern, Algebr. Anal. p. 301. 

Encyldop. d. math. Wissensch. I, 9 
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Dabei ist stets: 0 < h - [—]”<!, ausser wenn durehweg: 

s v = — l und ^a ± a 2 ■■■ a v divergiert, in welehem Falle der Wert 1 
resultiert 390 ). Sind die a V) X ganze Zahlen, so ist der Wert dieses 
Kettenbruch.es irrational 391 ), sofern nicht die eben genannten Spezial- 
bedingungen fur v ^ 1 bezw. v'^/n bestehen^ in welehem Falle er 
= 1, hezw. ein rationaler achter Bruch ist. In der durch Ungl. (96) 
eharakterisierten Klasse Iconvergenter Kettenbruche sind insbesondere 
die redmiert-regelmassigen (Nr. 47) und die von A. ffio wits betrach- 
teten Kettenbruchentwickelungen 392 ) nach „ndchstgelegenen Gansen“ 
enthalten. Der Konvergenzgrad der ersteren kann mit Hinzuziehung 
der Nebennaherungsbr&che (Ungl. (90)) genauer beurteilt werden. 

Im ubrigen ist die Konvergenzbedingung (96) weit davon ent- 
femt. eine notwendige zu sein. Seidel hat gezeigt, dass es unter den 
J r l *1°° 

Kettenbriichen von der Form — — (welche nur fur q v > 2 als 

_ %vjl ~~~ 

reduziert-regelmassig zu gelten liaben) sowohl Iconvcrgcntc, als divergcntc 
giebt, falls q v < 2, lim q v =%] m ) ja es giebt sogar Iconvm/ente , fiir welche 
lira q v <2, z. B. = ]/2. 394 ) Allgemeine Kriterien zur Beurteilung von 
Kettenbriichen, welche nicht der Bedingung (9G) geniigen (abgesehen 
von solchen mit lauter positiven Gliedern) scheinen bisher nicht ent- 
deckt worden zu sein. 

51. Periodische Kettenbriiche. Bestimmtere Aussagen lassen 
sich noch beziiglich der speziellen Klassu der periodisehen Ketten- 

briiehe machen. Der Kettenbruch | y - 1 heisst rein prriodisah mit 


LU 




Uf 

der m-gliedrigen Periode y 7 wenn fiir jedes l und fiir a- 


7 "r 

«,.+ K 


wenn 


390) Man hat also in diesem Falle: 

00 

X a i cl z * " a v “ s - Analog ist fiir « y 7 l : 


r 1 * diigfgrn 1 — , 

i .S' 


a 

v 

(l 1 


1 (Stem 


Journ. f. Math. 11, p. 41). 

391) Schon in dieser Allgemeinheit von Legendre <a. a. O.) aungesproehen, 
aber nur insoweit bewiesen, als der Kettenbruch ohne wcitcrcn aln /convergent 
angesehen wird. Vgl. JPnngsheim 3 Munch, Bar. 28 (lH'JH), p. 

392) Nr. 47, Fussn. 376. 

393) A. a. 0., p. 585 ff. Der fragliche Kettenbruch ist z. B. divergent fur 

% 2 — “ » Convergent fiir q v = 2 ( Q > o). 

v v l • C 

394) A. a. 0. p. 595. 
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(97) — Q/(t j 

(mit der selbstverstandlichen Nebenbedingung, dass die Periode 


b, 


V 

V — * i 


bruch "7“ (n > 1) periodisch , so heisst 


gemischt- periodisch. 


nicht schon in mehrere kleinere Perioden zerfallt). 1st nur der Ketten- 

A-u 

Fur die Konyergenzuntersuchung geniigt die Betracbtung eines 

rein-periodischen Kettenbruch.es. Palls nun der Kettenbruch ~ 

V a i\ m . L ’ / -* 1 

mit der Periode |j~J iiberhaupt Iconvergiert , so bestimmt sich sein 

„/4 - j— • , /4 ^ 

Wert # aus der Beziehung: x = , — ^r— , also, wenn |j5 m __i|>0 ; 


aus der quadratischen Gleichung : 

(98) • x 2 + (5 m — = 0 , 

aus deren Natur dann umgekehrt die Konvergenz oder Divergent des 
Kettenbruches erschlossen werden kann, soweit dieselbe nicht schon 
aus den fruher angegebenen Kriterien hervorgeht. Als notwendige 
Bedingung fur die Konvergenz des Kettenbruches ergiebt sich bei 
reellen a v , b v ohne weiteres die Realitat der Wurzeln x x , x 2 von Gl. (98). 
Dieselbe ist auch hinreichend (und zwar hat man x = x^), wenn ent- 
weder x x — x 2 oder x x , x 2 yerschieden und zugleich: 

| Rm “I” R>n — 1 | | Rm Xj 2 JB r n — 1 | ; J A v *^2 I ^ ^ 

(v — 0 } 1, . . . (m — 2 ), A 0 = 0 , B 0 = 1 ). 

In jedem anderen Falle divergiert der Kettenbruch; dies gilt insbe- 
sondere auch, wenn B m ~i = 0. 895 ) Sind bei yerschiedenen x l? x 2 
die obigen Konvergenz- Bedingungen in soweit erfiillt, dass nur fiir 
einen oder mehrere bestimmte Werte v = p: A n — x 2 JB n = 0 ; so oscil - 
liert der Kettenbruch in der Weise ; dass: lim K m x-\- P — x 2J im ubrigen 
aber lim K v = x x wird 396 ). ZsssC0 

r = oo 


Unter den periodischen Kettenbriichen nehmen wiederum die 
regelmdssigen , deren Konvergenz nach Nr. 49 a priori feststeht, eine 
bevorzugte Stellung ein 397 ). Im Gegensatz zu der (im wesentlichen 


395) Die vorstehenden Bedingungen riiliren von Stolz her (Innsbr. Ber. 188 G, 
p. 1. Allg. Arithm. 2, p. 302). Dieselben gelten auch fiir complexe a v , (in 
welchem Falle natiirlich die Realitat von x u x 2 als notwendige Konvergenzbe- 
dingung wegfallt). Ein weiteres Diver genz - Kriterium giebt Stolz: Innsbr. Ber. 
1887/88, p. 1. Ygl. auch: Mansion , Mathesis 6 (1886), p. 80. 

396) T. N. Thiele, Tidskr. (4) 3 (1881), p. 70. 

397) Eine etwas allgemeinere Gattung, bei welcher an Stelle des Zahlers 1 
immer eine beliebige konstante ganze Zahl steht, ist von JE. de Jonquieres aus- 
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schon bei Cataldi vorbandenen) Euler ’ scben Entwickeluiigsform 333 ): 
( 99 ) + + wo: = 0 , 
hat Lagrange die regelmdssige Entwickelung 399 ): 

(100) x ~b 0 + j^ + $ + $ + -‘; ™ W-WiS-h^o, 

und (wegen der zuweilen damit verbundenen Abkurzung der Recb- 


als 


einzig 


nung 400 ) allenfaUs eine solcbe Ton der Form: 5 0 ; it i 

wertrolle bingestellt 401 ). Von ibm riibrt der Fundamentalsatz, dass 
sick jede reelle Wurzel einer quadratiscben Gleichung mit reellen 
ganzzahligen Koefficienten durcb einen allemal per iodise! ion r eg clyniis si- 
gen Kettenbrucb darsteUen lasst 402 ). Den einfaclien Zusammenhang 
zwiseben den Entwickelungen der leiden verschiedencn Wurseln bat 
Galois zuerst festgestellt 403 ); die eine Periode ist genau die inverse 
der anderen 404 ). 


fubrlicb betraebtet worden: Par. C. R. 96 (1883), p. 668. 694. 832. 1020. 1129. 1210. 
1297. 1351. 1420. 1490. 1571. 1721. Insbesondere werden die Periodongosetze 
solcber allgemeinerer Kettenbrucbentwickelungen fiir bcKtiinmt klafwifizierte qua- 
dratische Irrationalitaten untersuebt und der Gang der Naherungabriiohe mit 
demjenigen der entspreebenden regehnassigen Entwickelungen vergliehen. 

398) Introductio P. I, p. 315. Der Kettenbrucb wird nur dann regelmiissig, 
wenn gerade a = 1. — Petrop. Novi comment. 11 (1765) giebt Euler die Knt- 
wickelung von ~\/g (g eine beliebige naturliebe Zabl) in einen re gel mass igv.n Ket- 
tenbrucb. — Die tlbertragung der eingliedrig-periodischen Euler y w\wi\ Kntwieke- 
lungsform (99) auf den Fall einer beliebigen quadratiscben Gleiclmng mit ganz- 
zahligen Koefficienten und reellen Wnrzeln findet sicb (anonym): Gorgonne Ann. 
14 (1823), p. 329. 

399) Oeuvres 2, p. 594. 

400) Ibid. p. 622. 

401) In denZusatzen zu Euler's Algebra sagt or geradezu foigendes (Oeuvres 
7, p. 8): „Nous ne considerons ici que les fractions continues oil h*x numeraieury 
sont egaux a l’unit^ . . . car celles-ei sont, a proprenient purler, les .scales <pii 
soient d’un grand usage dans TAnaly.se, leu entires He taut presque que tie pure 
curiosite. “ 

402) Oeuvres 2, p. 609. — Einfacbere Rewc ii.se geben: M. (' futrves , Darboux 
(2) 1 (1877), p. 41, Hermite , ibid. 9 (1885), p. 11, W. Vettmumi, Z. 1. Math. 32 (1KH7), 
p. 210). — Eine zusammenhangende Darstellung der Lehre von den regehnassigen 
Kettenbrucheneniwickelungen quadratiseber Irrafionalitaten: Street, (Jours d’Al- 
gebre, Paris 1885, 1, Cbap. II. 

403) Gergonne Ann. 19 (1828), p. 294. Vgl. au.-h Jfmnitr, Vrltmunn :i. a. O. 
— Der entsprechende Satz fur reduekri-ngdmamtjc Knhvirbrlung.-n bei Mobius, 
Werke 4, p. 526. 

404) Eine ahnlicbe Art des Zusammenlianges ergiebt sieli aurh bei der 
Mimvitz’schen Entwickelung nacb nachsten Ganzeii: Ada, math. 12, p. 399. 
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52. Transformation imendlicher Xettenbriiche. Neben cler in 
Nr. 45 erwabnten Transformation eines Kettenbrucbes in einen aqui- 
vdlenten , bei welcher der Wert sdmtliclier Naherungsbruche ungedndert 
bleibt, giebt es noch unendlich yiele andere 405 ), bei denen dies nur 
teilweise zutrifft; letzteres ist eo ipso allemal dann der Fall, wenn der 
transformierte Kettenbrucb eine grossere oder geringere Gfliederzahl 
entbalt, als der urspriinglicbe. Es liegt auf der Hand, dass bei Trans- 
formationen der gedachten Art ein honvergenter Kettenbrucb sebr wobl 
divergent werden kann und unigelcehrt 406 ) (analog wie bei entsprecben- 
den Umformungen unendlicher Reiben 407 )). Immerbin konnen die- 
selben mit der notigen Yorsicbt bisweilen zur Verwandlung honver- 
genter Kettenbrxicbe in schneller konyergierende 408 ) und sogar zur wirk- 
lichen Wertbestimmung m ) (. „Reduktion cc , „Darstellung in geschlossener 
Formf c } baufig aucb — nicbt recbt passend — als „SuMmation“ be- 
zeichnet) oder zur Ableitung yon Relationen zwiscben den Werten 
verschiedener konvergenter Kettenbruche dienlicb sein 410 ). 


53. Umformung einer unendlichen Reihe in einen aquivalen- 
ten Kettenbrucb.. Die Umkebrung der Grleicbung (93) liefert die 

oo 

Verwandlung einer unendlichen Reihe ^ (-=— l) r ~ 1 - c v in einen aqui- 


valenten Kettenbrucb 




; dabei stimmt nicbt nur der Wert des un- 


endlichen Kettenbruches mit der Summe der Reihe , sondern auch der 


405) J Euler, Comment. Petrop. 9, p. 127; Opusc. analyt. 1, p. 101. Stern 
a. a. 0. 10, p. 157. Seidel a. a. 0. p. 567. Mobius a. a. 0. p. 518. 0. Heiler - 

mann , Z. f. Math. 5 (1860), p. 362. — Die Transformation des Kettenbruches 

fit. 


AJt 


wo b v > \ a v \ + 1, in einen positiv-gliedrigen bei Heine, Kugelf. 1, p. 265; 


diejenige eines regelmassigen in einen solchen nach ndchsten Gcmzen bei Hurwitz, 
Zurich. Naturf. Ges. 41 (1896), p. 62. 

406) Vgl. Seidel a. a. 0. p. 569. 


407) Ist z. B. ^c v konvergent und a v = c v + (— 1)*, so diver giert 2*» 

wahrend + a 2 V ) konvergiert. 

408) Vgl. Mobius a. a. 0. 

409) Stern a. a. 0. 11, p. 43. 

410) Dahin gehort z. B. die schon von Wallis (Arithm. inf. Prop. 191: 

4 

Opera 1, p. 470) behufs Ableitung des Brouncker ' schen Kettenbruches fur — 
(Nr. 48, Pussn. 377) aufgestellte, aber nicht ausreichend bewiesene Formel: 



(2v — iy 
2 (a — 1) 



1, 


2v — 1 
2 (a + 1) 



und deren Verallgemeinerungen; vgl. G. Bauer a. a. 0. p. 113. 
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K . , . . 

Wert jedes einzelnen Naherungslruches g- mit demjemgen der ent- 

n 

sprechenden ParticilsuMMe ( — l) v * G v iiberein ; so dass also durch 

i 

die Konvergem der JReihe aucli diejenige des Kettenbruches you vorn- 
herein gesichert ist. Die zur Bestimmung der a v , b v lediglich erfor- 
derliche Auflosung der Gleichungen: 

[■?! = J? ■ Cr 1; 2 > 3 > • • •) 

gestattet entweder die a v oder die b v yollig willhiirlich anzunehmen 
(mit angemessenem Ausschluss von 0 — cf. Gl. (80), (81)). Liisst man 
etwa die b v beliebig, so ergiebt sich ; wie schon Euler gef unden hat 411 ): 

[ ai = c A, " — Ciixbi 

( 101 ) 




und fur v > 3 : a v = 


C V — 2 * C V ' K—l ‘ by 


( C v—2 C v~l) ( € v—X C y) 

Werden die b v speziell so gewahlt, dass die Bruche in den Teilzah- 

lern wegfallen, d. h. setzt man: \ = 1 und fiir v > 2: b v — c v —i c v , 

so ergiebt sich die Euler 3 soke Hauptformel 412 ): 

d02) J?(- 1)- •*-*+ +..., 

aus der unmittelbar noch die folgenden beiden resultieren 41 "): 


(103) jj(-l )— £ 


jPi£ | _i Pi<h*xy _ | , 

\hy ' 

i Vv—iV r ql .. i •''?/ 

’ t ’ |JP,— 1 <lvU — Pr'l, r'- + 

■IV / x\ v Pl x\ , ,r V 


(104) 5>(— l>-i — ' - ^ ■ /fV = 4. | , 

I ^ 

Die letzteren 413 ) liefern insbesonderc fur ?/ = l bczw. . 1 : -= 1 ,li„ E n t. 
wickelung von steigenden bezw. fallenden l J otenzrci/wn in aqaivalcntc 

411) Introductio 1, p. 302. 

412) L. c. p. 303, 309, 310. 

413) Dieselben enthalten u. a. alle jene Spezial.-nUvi.knlmigon, u-flrlm Euler 
ohne auf diese allgememen Formeln zu rckurrierwi, in ciniT rig, -nun Arbuif. iilmr 

Eeih6n “ KettCnbrfiche um!J tiuHllieh alif'nluitfl hat (Opus.. 
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Ketbenbruche , deren Teilzahler und Teilnenner durchweg game lineare 
Funktionen von x bezw. y sind. 


54. Anderweitige Kettenbruchentwickelungen unendlicher 
Reihen. Bei der eben betrachteten, auf der fur jedes n geforderten 
A 

Beziehung: s n — ^ = 0 berukenden Kettenbrucktransformation der 


Reike s — lim s n , ersckeint der resultierende Kettenbruck nur in sowekf 
willkurlich, als er nack Massgabe von Gl. (80) auck durck jeden ihm 
dquivalenten ersetzt werden kann. Daneben sind aber noch unendlickr 
viele andere Kettenbruchentwickelungen denkbar, bei denen lediglich 



Setzt man namlick: 


(105) s = b 0 + 


h + -, 

1 1 r 3 ’ 


■ r n = b n +ftl, 

r n+l 


so kann man offenbar bei willkiirlicker Annahme der a V) b v die r vy 
insbesondere sckliesslich r n + 1 passend bestimmen und erkalt auf diese 
Weise 414 ): 


(106) 




H 1 - nr' + 


a n+l \ 

| Vf-1 


Bei unbegrenzter Fortsetzung dieses Yerfahrens ergiebt sich eine 


Kettenbruchentwickelung von der Form s = 


o? 


w 


sobald der 


letztere Kettenbruch Jwnvergiert und ausserdem lim ^ = 0 


wird 415 ). Ersckeint kierdurck die Willkiirlickkeit bezuglich der Aus- 
wakl der a Vy b v von vornkerein erkeblick eingeschrankt, so ergeben 
sich weitere Einschrankungen aus der Bemerkung, dass Kettenbruch- 
entwickelungen mit ausgepragten aritkmetischen oder analytischen 
Eigenschaften auf dem gedachten Wege offenbar nur zu stande kom- 

Ay 

men werden, wenn die Art der successive!! Annciherung der an 


414) Dabei konnte offenbar s jede beliebige Zahl oder Funlction bedeuten, 
d. h. man kann jedes beliebige s durch einen Kettenbruch darstellen, dessen 
erste n Glieder willkurlich vorgeschrieben sind. 

415) Die blosse Komergenz des Kettenbruches wtirde zur Erschliessung der 


f a v1 

Beziehung s — I b Q ; ~ nicbt geniigen (ahnlich wie bei der Taylor ’ scken Reihe). 
Dagegen involviert umgekehrt die zweite Bedingung (die sich folgendermassen 

— 0) offenbar die Kon - 


schreiben lasst: lim 
vergenz des Kettenbruches. 



_ fM 

l r n + A + a n + l B n-l 
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den Grenzwert s in irgend weleher gesetzmassigen Weise genauer 
prazisiert wird. Ixn iibrigen ist die angedeutet.e Methode bister ledig- 
licb zur Ableitung gewisser spegieller Kettenbruchtypen fur Potenz- 
rtihen oder Quotienten zweier Potenzreihen yerwertet worden 416 ). 


55. Kettenbriiche fiir Potenzreiben und P otenzreibenquotien- 
-ten. Lambert 417 ) hat das durch Grl. (105) charakterisierte Entwicke- 
lungsyerfahren (d. h. ein successes Diyisionsverfahren nach Art der 
Euklidischen Methode zur Aufsuchung des grossten Gremeinteilers) auf 

s 

den Quotienten tang % — j' 





,2»+l 


+ 1 )! 


s '=^}{—iy 

0 



in der Weise angewendet, dass er setzt: b 0 = 0, = 1, im iibrigen: 

a v = — 1, by — (2v — 1) • so dass sich ergiebt: 


l 1“_ l r x* -j* 

(2v — l) -af 1 Ji * ’ L 2?-T|i 


(107) tang x — - 
und analog 418 ): 


Als eine fiir die damalige Zeit ausserordentlieh bemerkenswerte 
Leistung ist hervorzuheben, dass Lambert sicli keineswegs iriit der 
formden Ableitung der obigen Entwickelungen begniigt hat, somlern 
durch eine zwar etwas umstandliche, aber durchaus strenge XJnter- 


416) Ein brauchbares allgemcincs Prinzip fiir die gentium*. Priizisierung der 
unendlich vielen einer Potenzreihe znzuordnenden Kettcubruchentwickelun^un hat 
B. Bade angegeben (Sur la representation approchde d’une function par des frac- 
tions rationelles. These de Doctorat. Paris 181)2). Vgl. Nr. 40. 

417) Hist. Acad, de Berlin, Ann£e 1761 (1768), p. 268. 

418) A. a. 0. p. 307. — Der Kettenbruch (108) firnlet sich im wesentlichen 
aucb bei Euler und zwar scbon in der Kettenbruchabhandlung v <m 1737 (Pefrop. 
Comment. 9, p. 132); spaterhin (z. B. Opusc. anal. 2, p. 216) aucli der Kette.n- 
bruch (107). Euler gewinnt aber die fraglichen Beziehungen nicht durch Ent- 
wicMung jener Quotienten in Kettenbruche, sondern gerade umgekehrt durch 
BeduMon einer bestimmten Klasse von Kettenbriichen mil Iliilfe eines hit egra- 
tionsverfahrens (vgl. Nr. 9 und Munch. Sitzber. 1898, p. 327 j. Die arithmef isriien 
Eigenschaften jener Klasse von Kettenbriichen (bei denen niimlirh die Teilnenner 
arithmetische Beihen bilden) sind neuerdings von A . Jfuncitz unfersueht, worden 
Zurich Naturf. Ges. 41 (1896), p. 34. — Audi Lagrange lint die l.amhrrl\ then 
Kettenbruche und eimge iihnliche durch Integration von Diflercntialgloiciiungon 
ahgeleitet, Berl. M&n. 1776, p. 236 (Oeuvres 4, p. 320;. 
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suchung you lim ~ wirklich deren GultigJceit beweist 419 ). Bei Le- 

gendre 420 ) ; welcber das Lambert scbe Divisions -Y erfahr en durcb ein 
kurzeres rekursorisches ersetzt, findet sick yon einem derartigen Be- 
weise keine Spur; aucb nicbt einmal bei Gauss 421 ), der die Legendre's che 

Metbode auf Quotienten Yon der Form: • — — und abn- 

liche ubertragen bat; dabei bezeiehnet das Symbol F die sog. hyper- 
geometrische JReihe: 


(109) 


F(u, 0, y, %) = 1 + X -j- 


*(« + !) •?({? + !) . 
1 • 2 • y (/ + 1) * 


Durcb die Annabme /3 = 0 ergiebt sicb sodann, wegen F(a y 0, x) = 1, 
fur die Reibe: 

(110) = \ + + x'+- 

eine Kettenbrucbentwickelung Yon der Form 422 ): 


(in) i- 


wo: 


_ (a + v) (y + v — a) 
a2v+1 ~ (y + 2 v —t)(y+2v) ’ 




y ’ a * y(y + i) J 
{■» + jO (y + » — «) 

(y 4 * 2 v ) (y + 2 v 4- 1 ) 


Ein allgemeiner Konvergenz- und Giiltigkeitsbeweis dieser Ent- 
wickelungen ist durcb Heine's XJntersuchungen uber das Bildungs- 
gesetz der betreffenden Naherungsbruche 423 ) Yorbereitet und Yon 


419) Vgl. Munch. Ber. 28 (1898), p. 331. Auf dem Lambert schen Divisions- 
verfahren beruhen auch die Kettenbruchentwickelungen von Bret (Gergonne Ann. 
9 [1818], p. 45) und Gergonne (ibid. p. 263). Letzterer behandelt die der Gauss- 
schen B.eihe (110) verwandte Stainville 1 sche (ibid. p. 229): 

t («, y) - ■ + { • . + ■»'+••• 


und gewinnt u. a. vermOge der Relation: /“(a, y) * /((3, y) = f(u + (3, y) verschie- 
dene merkwurdige Beziehungen fur Produkte, Potenzen und Quotienten von 
Kettenbriichen. 

420) lilldm. de G6om. Note IV. 

421) Disquis. gen. circa seriem inf. 1812 (Werke 3, p. 134). 

422) Dieselbe enthalt die Kettenbruchentwickelungen fiir ( l-\-x ) 7W , lg(l+^), 

e x u. a. als spezielle Falle, wahrend der allgemeiner e Pall if, - — 4 — 

* . JF(a, (J, y,a?) 

u. a. die Lambert schen Kettenbriiche liefert. 


423) J. f. Math. 34 (1847), p. 301; 57 (1860), p. 231. Heine dehnt zugleich 
die Untersuchung auf die von ihm eingefiihrte (a. a. 0. 32 [1846], p. 210) ver- 
allgemeinerte hyper geometrische Beihe aus: 


(«, P, y^ a, *= i 


(g«-l)(/-l) x (g a -l)(g g+ 1 -l)(/-l)(/ + 1 -l) ,, , 

(2-1) (2 y ~ 1) (2 ~ 1) (2* - 1) (2 y ~ l) (2 y+ 1 - 1) 
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W. Thome durcli direkte Bestimmung von lim ~ wirklicli geliefert 

worden 424 ). Die Skizze ernes anderen durchaus funktionentheoretischen 
Beweises hat sich in Biemannh Nachlasse vorgefunden 425 ). Elemen- 
tare Beweise fur Tbesondere Falle geben Stern 426 ) und (besser) Schlo- 
milch m ) in ihren Lehrbiichern. 

Die allgemeinere Aufgabe, eine beliebige Potenzreihe ^ c v x\ 

0 

deren reziproken Wert oder den Quotienten zweier solcher Potenz- 
reihen in einen Kettenbruch von der Form: 6 0 ; y| (wo 1) 0J lj v von 

x unabhangig) zu entwickeln, ist von Stern m ) und mit besserem Er- 

folge von 0 . Hdlermann m ) behandelt worden. Letzterer giebt auch 

00 00 

fur den Quotienten von ^}c v x~~ v , ^}d v x~ v eine Darstellung 


von 


r a 

der Form: h 0 ; — - 480 ) Beide Arten von Entwickelungen 

sind (ahnlich wie die regelmassige einer Irrationalzahl) nur auf eine 
einzige Weise moglich. Ihren allgemeinen Charakter und gegenseitigen 
Zusammenhang hat Heine genauer festgestellt 431 ). 

(NB. Ini vorstehenden wurden fast ausschliesslich solchc Arbeiten 


welche fiir lim q = 1 in die Gauss ' sche iibergeht. — Vgl. auch: Kugelf. 1, p. 280. 
J \ Thomae, J. f. Math. 70 (1869), p. 278. 

424) Fur den besonderen Fall (110), (111): J. f. Math. 66 (1866), p. 322 ; fin- 
den allgemeineren des Reihenquotienten : ibid. 67 (1867), p. 200. Die Ketten- 
bruche konvergieren fur alle x mit Ausschluss des reellen Intcrvallo.s (l,oo) und 
stellen die durch die Reihen definierte Funktion bezw. deren analytische Fort- 
setzung dar. 

425) Werke p. 400. Der auf complexer Integration beruhonde Heweis i«t 
vom Bearbeiter dieses Fragments H. A. Schwarz einigermassen ergiinzt worden. 

426) Algebr. Anal. p. 467. 

427) Algebr. Anal. p. 321. Vgl. auch Stolz 2, p. 310. 

428) A. a. 0. 10, p. 245. 

429) Ibid. 33 (1846), p. 174. Stern giebt nur eine Jiclcwrsionsformd , ITeiln- 
mann dagegen eine independente Darstellung der b r . Beide haben auch das um- 


r- oo v 

gekeirte Problem (Umformung von S 0 ; ~ j in c t ,x r ) lmhundoH : a,, a. 0 

18 (1838), p. 69; 46 (1853), p. 88. <> 

00 

430) Der Fall einer einzigen Reihe c v x~ v hoi Herm . Hauled, Z. f. 

Math. 7 (1862), p. 338; und T. J. Stieltjes, Toul. Ann. 3 <1889) »>. 1 . 

431) Kugelf. 1, p. 268. 



56. Beziehungen zwischen unendlichen Fettenbrucben und Predukten. 139 


beriicksichtigt, welche im wesentlichen mit formalen Methoden ope- 
rieren. Die weitere Ausbildung der Beziehungen zwischen Reihen 
und Kettenbriichen, sowie der entsprecbenden Konvergenzbetrachtungen 
gehort, wie scbon gelegentlicb der GWss’schen Reibe hervortrat, der 
Funktionentheorie an.) 


56. Beziehungen zwischen unendlichen Kettenbriichen und 
Produkten. Die Verwandelung eines unendlicben Produktes in einen 
aquivalenten Kettenbruch — und umgekehrt — kann entweder mit- 
telst Durcbganges durcb die entsprecbende Beihe oder aucb direkt 
bewerkstelligt werden. Beide Methoden sind yon Stern diskutiert 
worden 432 ). Setzt man: 


( 112 ) 

so ergiebt sich: 




(its) f-i, 


Pi 


gi 

PiPi—4 ift J 


S+2 = (*V-1 %-l)(Py+l ~ gv+l) ‘ Py% ( v > 2 ) ; 




PvPv + 1 - ff^+1 


OQ. 

und hieraus die Entwickelung von nf v in einen konvergenten 
Kettenbruch, falls das Produkt selbst konvergiert. Da 

(USf-ilf* 

so besitzt diese Gattung von Kettenbriichen die merkwiirdige Eigen- 
schaft, dass deren m te Potenz wiederum als Kettenbruch yon der glei- 
chen Form dargestellt werden kann 433 ). 

Umgekehrt ergiebt sich aus der Identitat: 

( 114 > 

n 1 1 

die konvergente Produktentwickelung: 


•A' + l * 


r-f-1 


(115) 


r a *T_ 

L&Ji a-b v+1 ’ 


432) A. a. 0. 10, p. 266. Algebr. Anal. p. 321. 

433) Man kennt keinen allgemeinen Satz uber die Darstellung yon Ketten- 
bruchsummen , -produkten oder -potenzen. Uber einige besondere Falle vgl. 
Nr. 52, Fussn. 410; Nr. 55, Fussn. 419. 
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falls dor botroffond© Esttsubmch 'kovivergiert. IMit Hulf© di©s©r Form©! 
findet Stern u. a. aus Kettenbrucbentwickelungen fur e, eigen- 

tiimliche Produktdarstellungen (nack Art der Wallis’ schm Formel)«*). 
57. Aufsteigende Kettenbriiche. Setzt man: 

<h+ r i. v _ a s +r» 


(116) 


ZW 


r n - 2 = • 


-i + r »— i 


<K 

b„ 


so entsteht durch Elimination der r v ein sog. n - gliedriger aufsteigen- 
der Kettenbruch: 


« i- 


°s+ ' 




( a v \ * 1 

(117) ^-{4-5 

Da andererseits, wie unmittelbar erkannt wird: 

< 118 ) f^} 1 = ¥ + ^ + -, '+Pr^ 

so kann man einen solchen aufsteigenden Kettenbruch yon vornherein 
durch dieses einfache Aggregat bezw. ; im Falle lim n — oo ? durch 
die betreffende unendliche Reihe ersetzen 435 ). Von bedeutenderen 
Mathematikern haben sich nur Lambert 436 ) und Lagrange™ 1 ) gelegent- 
lich mit dieser Gattung yon Ausdriicken beschaftigt. Letzterer hat 
insbesondere auf deren Zusammenhang mit den gewohnlichcn Kotten- 
bruchen aufinerksam gemacht, wobei es ihm (wie auch den npateren 
Bearbeitern dieser Theorie) entgangen zu sein schcint, dass dieser 
Zusammenhang schon yollstandig durch die Euler 1 Forme! (104) 
festgestellt erscheint. Die letztere (welche ja auch gilt ? wenn man n 
statt oo setzt) liefert unmittelbar die Beziehung: 


/m*_ «.i 

a s &i 

J 

i 

Cvl 

! 

<s* 

1 

"n S «A-1 j 

UJi~|6i 

| a \ &2 ~h a 2 




434) Vgl. auch Nr. 44, Fussn. 316. 

436) Darnach konnen umgekehrt die cndlichen odor unendlichen systema- 
tischen Brtiehe, die Potenzreihen fur e a , cos a, sin a, fernrr die in Nr. ]() (ir _ 
wahnten Keihendarstellungen der rationalen und irrationalen Zahlcn auch als 
aufsteigende Kettenbriiche betrachtet werden. 

436) Beytrage zum Gebr. der Math. Teil II, Berlin 1770, p. 104. 

437) Zur Losung der Aufgabe: einen gegehenen Bruch mit moglicliKter 
Annaherung durch einen solchen mit vorgeschriebenem Zaliler oder Neimer dar- 
zustellen (J. Polyt. Cah. 5 [1798], p. 93. Oeuvres 7, p. 291). 
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aus welcher sich mit Leichtigkeit alle weiteren Eigenscliaften der auf- 
steigenden Kettenbriiche und ibrer Naherungsbriiche ergeben 438 ). 


58. Unendliche Determinanten: Historisches. Das Problem, 
ein System yon unendlich vielen Lineargleicbungen mit unendlich vielen 
ITnbekannten aufzulosen 439 ) und die bekannte Auflosungsmethode fur 
ein begrenztes System dieser Art mit Hiilfe yon Determinanten baben 
naturgemass auf die Betrachtung „unendlicher“ Determinanten gefuhrt. 
Der Versuch, diese L5snngsform endlicher Linearsysteme anf unendr 
liche zu iibertragen, ist wohl zuerst yon Th. Kotteritzsch gemacbt wor- 
den 440 ). Das Wesen seiner Metbode besteht darin, dass er ein beliebig 
yorgelegtes Linearsystem yon der Form: 


( 120 ) 

in ein anderes: 
( 121 ) 


aft x fC = y fl (y = 1 , 2, 3, ... in inf.) 




(v = 1, 2, 3, . . .) 


transformiert, wo b^ = 0, so lange: g<.v (d. b. wo alle Koefficienten 
links yon der Hanptdiagonale yerscbwinden). Dieses letztere, dessen 

oo 

Determinant© sich anf den einfachen Ausdruck H b ^ reduziert, 

i 

kann (unter geeigneten, a.a.O. ganz unzureicliend erorterten Konvergenz- 
bedingungen) nnmittelbar aufgelost werden; und aus dem Umstande, 
dass diese Losungen aucb dem urspriinglichen Systeme (120) ge- 
niigen miissen, lassen sich bestimmte Scblusse auf den Wert (welcher 


438) Im ubrigen ygl. S. Gunther , Verm. Unters. zur Gesch. der math. Wis- 
senschaften. Leipzig 1876. (Kap. II. Die Lehre von den anfsteig. Kettenbriichen 
in ihrer geschichtl. Entw. p. 93 ff.) 

439) Dieses Problem kommt, allgemein zn reden, uberall da znm Vorschein, 
wo es sich urn Reihenentwickelungen nach der Methode der unbestimmten Koeffi- 
cienten handelt. Dabei wird es in dem vorliegenden Zusammenhange so aufge- 
fasst, dass die fiir ein System von n Gleichungen geltende Losung durch einen 
(allemal noch speziell zu legitimierenden) Grenzubergang auf den Fall n — oo 
iibertragen wird. Ein erstes Beispiel dieser Art liefert die Bestimmung der 
Fourier' 1 schen Reihenkoefficienten auf dem von Lagrange vorgezeichneten (Oeuvres 
1, p. 80), aber (trotz der scheinbar widersprechenden Stelle 1. c. p. 553 — vgl. 
Riemanri s Bemerkungen, Werke p. 219) nicht bis zum Grenzubergange dureh- 
gefuhrten Wege (s. Riemann-Hattendorff \ Part. Diff.-Gleichungen § 22). Ein an- 
deres einfaches Beispiel ahnlicher Art (Reihenentwickelung der elliptischen Funk- 
tionen) giebt P. Appell: Bullet. Soe. Math. d. Fr. 13 (1885), p. 13. Vgl. auch 
die sich unmittelbar daran anschliessende Note von Poincare. 

440) Z. f. Math. 15 (1870), p. 1—15. 229—268. 
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-fr* gefanden wird) und die Eigenschaffcen der aus den ge- 

bildeten unendlichen Determinante und ilirer Unterdeterminanten 
Ziehen. Obschon die fraglichen Arbeiten an mancherlei Unzulang- 
lichkeiten und sogar wirklicben ITnrichtigkeiten leiden, so haben sie 
schwerlich die vollige Nichtbeachtung verdient, die ihnen von alien 
spateren Bearbeitern dieses Gegenstandes zu teil geworden ist. Ge- 
wohnlich wird die Einfuhrung der unendlicben Determinanten dem 
amerikanischen Astronomen G. W. Hill zugeschrieben, der dieselben 
in einer Arbeit fiber Mondbewegung 441 ) rein formal (d. h. obne genii- 
gende analytische Begrundung und die notige Konvergenzuntersuchung, 
aber mit grossem praktiscben Erfolge) dazu benutzt hat, eine lineare 
Differentialgleichung dureh Auflosung eines unendlichen Linearsystems 
zu integrieren. Die fragliche Liicke ist iibrigens bald darauf durch 
Poincare ausgeffllt worden 442 ). Letzterer giebt insbesondere den 
Konvergenzbeweis fur die in Betracht kommende Klasse unendlicher 
Determinanten, welche dadurch eharakterisiert ist, dass die Glieder a( r) 
der Hauptdiagonale (mit eventuellem Ausschlusse einer endlichen An- 
zahl) durchweg den Wert 1 haben, wahrend die Gesamtheit der iibri- 
gen Glieder (mit eventuellem Ausschlusse einer endlichen Anzahl von 
Zeilen oder Kolonnen) eine absolut konvergente Doppelreihe bilden. 
Dieser namlichen Klasse von Determinanten hat sieh sodann aucli Edge 
von Koch zur Koefficientendarstellung der Integrale linearer Differen- 
tialgleichungen bedient 448 ) und ist im weiteren Verlaufe dieser Unter- 
suchungen auf die Betrachtung einer etwas allgemeinerai, von ihm 
als Normalform bezeiehneten Klasse niiher eingegangen 411 ); an die 

Stelle der Bedingung a ^ — 1 tritt hier die absolute Konvergenz von 
+» 

n* Ausser der Entwickelung ilirer Haupteigcmschaften giebt er 
00 

auch Anwendungen auf unendliche homogene Linearsysteme und 
lineare Differentialgleichungen ur> ). Scliliesslieli hat T. ( Vizmnif/a UG ) 

441) Acta math. 8 (1886), p. 26. (rm weseni lichen, Abdruck einer Monogr. 
Cambridge Mass. [U. S. A.], 1877). 

442) Bullet. S. M. d. F. 14 (1886), p. 87. 

443) Acta math. 15 (1891), p. 56. 

444) Ibid. 16 (1892—93), p. 219. 

445) Anwendungen auf nickt-homogone Linearsyntcnm ibid. 18 p. 377; 

desgl. auf Kettenbriiche (im Anschlusse an die Nr. 4(i erwiLlinte Didenninanten- 
darstellung der A r , B r ) C. Ii. 120 (1805), p. 144. ~ Einige Kemerkungm fiber 
eme etwas allgemeinere Form konvergenter Determinanten ncl.st, Anwemlungen 
auf die Konvergenzbestimmung gewisser Potenzreihun giebt G. Vic, inti Ann <li 
Mat. (2), 21 (1893), p. 27. 



59. Haupteigenschaffcen unendlicher Determinanten. 


143 


in einer umfangreiclien Arbeit eine zusammenbangende Tbeorie der 
nnendlicben Determinanten entwickelt, die ausser den Koch ! schen Re- 
sultaten noch mannigfaehe Erganzungen nnd Yerallgemeinerungen 
entbalt. Insbesondere wird hier der yon Koch anfangs ausscbliesslich 
betracbtete Typns (den ieh Nr. 59 als „vierseitig - nnendlicben^ be- 
zeicbne) auf einen etwas einfacberen („zweiseitig-unendlieben“) ? iibri- 
gens spaterbin gleicbfalls von Koch ma> ) untersucbten zuruckgefubrt. 

59. Haupteigenschaften unendlicher Determinanten. Es sei 

eine zweifacb-unendlielie Zablenfolge (a^J) ^ } = — oo 1- oo vorgelegt 

und in Form eines vierseitig nnbegrenzten Schemas angeordnet, der- 
art, dass der obere Index eine bestimmte Zeile, der untere eine be- 
stimmte Kolonne cbarakterisiert. Bildet man sodann die Determinante 
(m -f- n + l) ten Grades: 


( 122 ) D m > n = 


(d. b. diejenige, deren Hauptdiagonale aus den Termen aft yon v — — m 
his v = n besteht), so heisst die vierseitig-unendliche U1 ) Determinante 
der (aft) Convergent und D ibr Wert, wenn (im Sinne yon Nr. 20) 
lim D m ,n = D (d. h. endlicb oder Null) ist 448 ) ; in Zeichen: 

7 / 4 = 00 , 74 = 00 

446) Ann. di Mat. (2), 26 (1897), p. 143. Ygl. auch: E. H. Roberts , Ann. 
of Math. 10 (1896), p. 35. 

446 a) Stockh. Acad. Bih. 22, No. 4, 1896. 

447) Das Beiwort „vierseitig u wurde in Rucksicht auf das folgende von mir 
hinzugefugt. 

448) Diese yon Cazzaniga (a. a. 0. p. 146) gegebene Konvergenz definition 
erscheint mir konsequenter und zweckmassiger, als die urspriinglich von Poincare 
eingefuhrte (a. a. 0. p. 85) und auch von Koch acceptierte, wonach die Deter- 
minante sclion Convergent genannt wird, wenn nur lim D n = D . Man pflegt 

_j_cc w = co 

ja auch eine Reihe von der Form J a v erst Convergent zu nennen, wenn 

n — oo -j-n 

lim Vr a v — s , nicht aber, wenn nur : lim yv — s. In der That wird 

7 / 4 = 00,74 = 00 71 — 00 ““ 

— m — n 

auf diese Weise (ganz analog wie bei einer unendlichen Reihe der genannten 
Art) die Unabhangigkeit der Konvergenz und des Grenzwertes von der Wahl des 
Anfangsgliedes (vgl. Cazzaniga a. a. 0. p. 151) erzielt, und es treten iiberhaupt 
erst die notigen Analogien mit den endlichen Determinanten hervor. Im ubrigen 
genugen die von Poincare betrachteten, sowie die Koch' schen Normal determi- 
nanten eo ipso dieser engeren Definition (vgl. Koch > Acta math. 16, p. 221). 


a { ~ m) • 

a — 774 

• «r m) • 

■ • <r m) 

fl <°> ■ 

.. «g ,) 


Oj — m 

'<& ' ! 

■ ■ ’ 




i+74 

y) 
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(123) = D. 

Eine solclie honvergeute unendliche Determinante besitzt dann ganz 
ahnliche Fundamentaleigenschaften, wie eine enrfliche; insbesondere: 

Sie bleibt ungeandert, wenn man mit Festhaltung der Hauptdia- 
gonale die Zeilen zu Kolonnen macht. 

Bei Vertauschung zweier Zeilen oder Kolonnen geht lediglich 
D in — D iiber 449 ), bleibt also ungeandert, wenn man gleicbzeitig 
zwei Zeilen nnd zwei Kolonnen vertauscht. Infolge dessen lasst sich 
die vierseitig- unendlicbe Determinante durch successives Transponieren 
der Zeilen nnd Kolonnen in eine gweiseitig- unendlicbe verwandeln, 
z, B. in eine solclie mit der Hauptdiagonale: - ^ 

wenn man jede Zeile und Kolonne mit negativem Index unter bezw. 
hinter die entsprechende mit positivem Index setzt 450 ). TJmgekehrt 
Iran n eine zweiseitig- unendlicbe Determinante von der Form 451 ): 


(124) D — lim D n = f '<$ , 

W — 00 L Jl 


wo: 


Dn 




Jl 


(M, V) 9 


in eine konvergente vierseitig - unendlicbe transformiert werden, falls 
sie selbst unbedingt , d. h. in dem Sinne konvergiert, dass ihre Kon- 
vergenz durcb Vertauschung von Zeilen oder von Kolonnen nicht 
alteriert wird 452 ). Es geniigt also, fiir alles weitere lediglich Deter- 
minanten dieser letzteren Form in Betracht zu ziehen. Multipliziert 
man alle Grlieder einer Zeile oder Kolonne mit einem Faktor so 
geht D in p • D fiber. Allgemeiner findet man : 


[ CO 00 03 

pa • a y] ( r } = FI FI Pc '^D, 

Jl 11 

falls das betreffende Produkt absolut konvergiert 45 ®). 

Als Mnreichende Bedingung fur die unbedingte Konvergenz ergiebt 

00 00 -fj 

sich die absolute Konvergenz von 22 4l } (p ^ v) und ii oi’V") 


449) Man hat also, gerade wie bei endliclien Determinantcn, JJ = o, wenn 
zwei Zeilen oder Kolonnen einander gleicli sind. 

450) Cazzaniga a. a. 0. p. 153, Nr. 5. 

451) Dieser etwas einfachere Typus bildet den Ausgangspunkt, der Pohi- 
care’schen Betrachtungen; a. a. 0. p. 83. 

452) Koch bezeichnet diese Eigenschaft als absolute Konvergenz (Acta math 
16, p. 229). Spater (Stockh. Acad. Bih. 22) definiert er die unbcdinyte Konver- 
genz m etwas anderer Weise und giebt sowohl die notwendigcn und hhmdchen- 
den, als auch lediglich Mnreichende Bedingungen dafiir an. 

453) Cazsaniga a. a. 0. p. 155, Nr. 7. 
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die Determinante heisst alsdann (nach dem Vorgange von Koch) eine 
normale. Eine Normal- Determinante bleibt Convergent, wenn man die 
Glieder einer endlichen Anzabl von Zeilen bezw. Kolonnen durch be- 
liebige endlich bleibende Zahlen ersetzt 454 ). Bezeichnet man als TJnter- 
determinonte r i6T Ordnnng diejenige Determinante, welche entsteht, 
wenn man samtliche Glieder von r willktirlich gewahlten Zeilen und 
ebensoviel Kolonnen durch 0, nur das der p terL Zeile und p ten Kolonne 
(9 = 1, 2, . . . r) gemeinsame Glied jedesmal durch 1 ersetzt, so folgt 
unmitt elbar, dass jede Unter determinante einer Normcddeterminante wie- 
derum eine normale ist. Ibr Wert stimmt, abgeseben von dem in 
jedem Falle bestimmbaren Vorzeichen, mit dem Werte derjenigen 
Determinante uberein, welcbe aus der ursprunglichen durcb blosse 
Weglassung der betreffenden Zeilen und Kolonnen entstebt. Bezeich- 
net man mit die Unterdeterminante erster Ordnung, welcbe durcb 
die angegebene Modifikation der v ten Zeile und g tea Kolonne entstebt, 
so bat man: 

(126) D = 2 4r> • a« = j? • «W 

1 1 

(v = 1, 2, 3, . . . bezw. g — 1, 2, 3, . . .). 455 ) 

Diese Entwickelung, wie auch verschiedene andere Formen er- 
geben sicb aus der unmittelbar GL (124) entspringenden Beziebung: 

CO 

(127) D = A + ^ (A+i - D r ) • 

1 

Alle betreffenden Entwickelungen sind absolut konvergent. Der 
Wert einer Normaldeterminante wird nicht geandert, wenn man 

die Glieder «M der n tm Zeile durch c i a'" ,,) ersetzt (dabei 

darf die Summation auch iiber unendlich viele ganze Zahlen n v — 
excl. n v = n — erstreckt werden, sofern nur die | c v | unter einer end- 
lichen Zabl bleiben). Das , Produld zweier Kormaldeterminanten lasst 
sich wiederum durch eine Normal - Determinante darstellen, namlich: 


(128) 



Die in alien diesen Satzen bervortretende Analogic mit der Lebre von 
den endlichen Determinanten erstreckt sich mutatis mutandis auch auf 


454) Diese Hauptsatze (nur mit der unwesentlichen Einschriinlmng oty = 1) 
schon bei Poincare. 

co 00 

455) Dagegen: 2^ ?’-»■ 2 APaV-0. 

1 1 

Encyklop. d, math. Wigsenach. I. 10 
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die Beziehung von [a^J zu der sog. reeiprohm Determinate 450 ): 

K’T- 41 ') 

Yon honvergenten Determinanten, welche nicht der Normalform 
angehoren oder durch Abanderung einer endlichen Anzahl von Zeilen 
(Eolonnen) in dieselbe iibergefiihrt werden konnen, hat Koch eine 
dazu in naher Beziehung stehende etwas allgemeinere Elasse hervor- 
gehoben 458 ), Casmniga eine andere mit dem speziellen Grenzwerte 0 
genauer untersucht 459 ). 

456) Bei Baltzer (Determinanten § 6) als: Determinante des adjungierten 
Systems bezeichnet. 

457) Naheres: Cazzaniga p. 187. 

458) A. a. 0. p.,235. Ygl. auch Cazzaniga p. 200. Die fraglichen Deter- 

minantexi sind von der Form wo (bei geeigneter Wabl der Zahlen x /( ) fiir 

[L^V. 22 5 ^ . off und JJ als absolut konvergent vorausgesetzt wer- 
den. Vivanti bezeichnet a. a. 0. diese Elasse von Determinanten als „normaloidc (C . 

459) A. a. 0. p. 205. Auf diesen namlichen Typus, weleher mit gewissen 
Untersuchungen von S. JPincherle (Ann. di Mat. (2), 12 [1884], p. 29) im Zusam- 
menhange steht, bezieht sich eine neuere Arbeit desselben Yerfassers: Ann. di 
Mat. (3), 1 (1898), p. 84. 


ITachtrage. 

Zu p. 74 , Fussn. 134. Weitere Yerallgemeinerungen des fraglichen Grenz- 
wertsatzes s. •/. L. W. Jensen, Par. C. R. 106 (1888), p. 838. 1520; Hlolz, Math. 
Ann. 33 (1889), p. 237; E. Schimpf \ Bochum, Gymn.-Progr. 1845, p. 6. 

Zu p. 79, Nr. 21. Eine geniigende Definition der Keihenkonvergenz hat 
schon J. Fourier in einer Abhandlung von 1811 (also vor Bolzano mid Cauchy) 
gegeben: s. Par. Mem. 1819—20 [24], p. 326 (auch in die Theories analytique 
de la chaleur ubergegangen : Oeuvres 1, p. 156. 221). Freilich reohnet Fourier 
mit divergenten (ib. p. 149) und oscillierenden (p. 206. 234) Reihen ohne Skrupel. 

Zu p. 105, Fussn. 277. Uber asymptotische Darstellung von Integralen 
linearer Diff.-Gleichungen durch halbkonvergente Reihen vgl. A. Kueser, Math. 
Ann. 49 (1897), p. 389. 

Zu p. 141 , Fussn. 440. Ygl. Furstenau a. a. 0. p. 67. Gunther, Determ. 
Cap. IY, § 6. 



I A 4. THEORIE DER GEMEIXEN TINT) HOHEREN 
COMPLEXES GROSSED. 
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E. STUDY 

IN GREIPSWALD. 


Inhaltstlbersicht. 

1. Imaginare Grossen im 17. und 18. Jabrbundert. 

2. Bechnen mit Grossenpaaren. 

3. Gemeine complexe Grossen. 

4. Absoluter Betrag, Amplitude, Logaritbmus. 

5. Darstellung der complexen Grossen durch Punkte einer Ebene. 

6. Darstellung gewisser Transformationsgruppen mit Hiilfe gewobnlicher com- 

plexer Grossen. 

7. Allgemeiner Begriff eines Systems complexer Grossen. 

8* Typen, Gestalten, Reducibilit&t. 

9* Systeme mit zwei, drei und vier Einbeiten. 

10. Specielle Systeme mit n 2 Einbeiten. Bilineare Formen. 

11. Specielle Systeme mit commutativer Multiplikation. 

12. Complexe Grossen und Transformationsgruppen. 

13. Klassifikation der Systeme complexer Grossen. 

14. Ansatze zu einer Funktionentbeorie und Zablentbeorie der Systeme hoberer 

complexer Grossen. 


V orbemerkung. 

Die Theorie der gemeinen complexen Grossen bildet die Grand- 
lage mehrerer der wichtigsten Zweige der Analysis, namentlich der 
Algebra und der Funktionentbeorie. Sie wird daber in alien Lebr- 
buchern dieser Discipline^ wie auch in den besseren Lehrbiicbern der 
Infinitesimalrecbnung abgebandelt. Wegen der grossen Zabl dieser 
Werke mussen wir auf eine Zusammenstellung ihrer Titel Yer- 
zichten. In der Darstellung der Theorie selbst beschranken wir uns 
auf die ersten Elemente, und Yerweisen wegen weiterer Entwicke- 
lungen auf die Abschnitte I B und II B der Encyclopadie, ferner 
wegen specieller geometrischer und anderer Anwendungen auf die 
Artikel III A 7, III B 3 und III D 5, endlich auf die Bande IY 
und V. — 

In der Theorie der Systeme Yon sogenannten hoheren complexen 
Grossen bleiben die eigentlich geometrischen und physikalischen An- 
wendungen im Geiste von W. B. Hamilton und seinen Nacbfolgern eben- 

10 * 
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falls ausgeschlossen, da fur die einen ein besonderer Artikel (III B 3) 
in Aussicht genommen ist, die anderen aber ebenfalls in den Banden IV 
und V zur Spracbe kommen werden. Hier werden nur die allgemei- 
nen Satze dargelegt, auf denen diese Anwendungen im letzten Grunde 
beruhen. Von Lekrbucblitteratur dieses nocb ziemlich neuen Zweiges 
der Algebra und Gruppentheorie wird daher nur zu nennen sein: 

KHankel, Tbeorie der complexen Zahlen, Leipzig 1867. S. Lie, Vor- 
lesungen uber endliche continuierliche Gruppen, bearbeitet von G. Schef- 
fers, Leipzig 1893 (Kap. 21). Nur auf einen sebr beschrankten Ab- 
schnitt dieser Tbeorie (§11 gegenwartigen Artikels) bezieht sicb eine 
Monographic von J5. Lerloty, Tbeorie des quantites complexes a n unites 
principals (These. Paris 1886). Einiges dariiber findet man aucb 
bei 0. StoU, Vorlesungen uber allgemeine Arithmetik, Bd. II ; Leipzig 
1886. 


1. Imaginare Grossen im 17. nnd 18. Jahrhundert. Der ur- 

spriingiicbe Begriff der Zabl ist der der positiven ganzen Zabl. Wie 
nun das Bediirfnis nacb einer einfacberen Darstellung und allgemeineren 
Ausfuhrbarkeit gewisser Operationen schon in der elementaren Arith- 
metik mebrere Erweiterungen dieses einfacbsten Zahlbegriffs ver- 
anlasst bat, indem zu den ganzen Zahlen die gebrochenen, zu den 
positiven die negativen, zu den rationalen die irrationalen „Zah- 
len“ oder „Grossen“ binzugefiigt wurden (I A 1 und I A 3), so bat 
dasselbe Bediirfnis zu einer ferneren Ausdehnung des Zahlbegriffs, 
zur Einfiibrung der (gemeinen) „complexen“ Zahlen oder Grossen ge- 
fubrt: Man postulierte, urn zunacbst alle quadratischen Gleicliungen 
wenigstens der Form nacb auflosen zu konnen, die Quadratwurzel aus 
der negativen Einheit, die thatsacblich nicht vorbandene „Gr6sse“ 
V 1? als e i n blosses Gedankending, ein Kechnungssymbol, eine 
„imaginare“ „unmogliche“ Zabl. Mit cliesem Symbol arbeitete man, 
mit allmahlich wachsender Sicherheit, wie man es mit wirklichen 
Zablgrossen zu tbun gewobnt war. Dabei ergab sicb ein doppelter 
Vorteil: Erstens zeigte es sich, dass nicbt nur die Auflbsung der 
quadratischen, sondern aucb die der kubischen und bi quadratischen 
Gleichungen mit Hiilfe dieses Zeicbens allgemein (formal) ausfiibrbar 
wurde. Zweitens gelang es, durcb Vermittelung des Symbols ]/— 1 
mebrere wicbtige Eunktionen der Analysis miteinander in Verbindung 
zu bringen. Das grosste Verdienst in dieser Periode der Tbeorie des 
Imaginaren bat L. Euler , durcb seine Entdeckung des Zusammen- 
banges der Exponentialfunktion mit den goniometrischen Eunktio- 
nen, und durcb seine daraus bervorgegangene Entscheidung der (ebe- 
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mals) beruhmten Streitfrage ;; Ob auch negative Zablen Logaritbmen 
liaben?^ 1 ) 

Die Einfuhrung der „imaginaren“ Grossen begegnete anfanglich 
vielen Bedenken. Diese bezogen sieb indessen nicbt eigentlicb auf 
die ‘ Sacbe selbst, sondern auf die Art ibrer Herleitung und auf die 
unklaren Y orstellungen, die von Yielen damit verkniipft wurden, und 
die namentlicb in dem von K. F. Gauss geriigten Gebraucb des Wortes 
„unmoglicb“ ibren Ausdruck gefunden haben. Gauss driickt sieb uber 
den Wert der imaginaren Grossen anfangs nicbt sebr bestimmt aus 2 ); 
er bat sieb aber jedenfalls sebr bald von ibrer Zulassigkeit und prak- 
tiseben TJnentbebrliebkeit uberzeugt. Seine Autoritat und die von 
ibm selbst gemaebten Anwendungen auf Algebra und Zahlentheorie 3 4 5 ), 
ferner die Arbeiten von N. H. Abel und C. G. J. Jacobi uber ellip- 
tisebe Funktionen [II B 6 a] baben die erbobenen Zweifel endgiiltig 
zerstreut. Leider bat Gauss die von ibm versproebene Recbtfertigung 
der Einfuhrung der „imaginaren“ oder ; wie er spater lieber sagte ? 
„complexen“ B ) Grossen niemals geliefert; und das ist wohl der Grund 
dafiir, dass man aucb beute nocb in verbreiteten Lebrbucbern eine 
Art der Darstellung antrifft, der man sebwer entnebmen kann ? was nacb 
Ansicht der Yerfasser Definition und was Folgerung sein soil. 

2. Bechnen mit G-rossenpaaren. Bei Einfuhrung der eomplexen 
oder imaginaren Grossen verfahrt man am besten nacb dem Yorgang von 
W. Hamilton^) 6 ) in rein arithmetischerWeise, da so die Einmischung 
ungehoriger Yorstellungen mit Sieberbeit vermieden werden kann. 

Wir betrachten eine einzelne — positive oder negative ; rationale 
oder irrationale — Grosse a als besonderen Fall eines geordneten, 
d. h. in bestimmter Reihenfolge gesetzten Grossenpaares (a, a); wir 

1) Wegen der Geschichte tier Theorie des Imaginaren s. H. Earikel, Theorie 
der eomplexen Zahlensysteme (Lpz. 1867), Abschnitt V. E. Kossah, Elemente 
der Arithmetik (Progr. Berl. Pried. Werd. Gymn. 1872). F. Baltzer, J. f. Math. 
94 (1883), p. 87. L. Janssen van Faay, Arch. Teyler 4 (1894), p. 53. A. Famo - 
vino, Giorn. di mat. 35 (1897), p. 233. 

2) S. Gauss' Dissertation (Demonstratio nova etc.) Helmstedt 1799 ==Werke 
3, p. 3; deutsch yon E. Netto , in Ostwald' s Klassikern Nr. 14 (Lpz. 1890). Ins- 
besondere kommt in Betracht die Anmerkung zu Nr. 3. 

3) Theoria residuorum biquadraticorum II und die Selbstanzeige zu dieser 
Abhandlung (1831). Werke 2, p. 169. — Wegen des Vorkommens des Zeichens 
i fur y — 1 bei L. Euler s. die Abh. „De formulis differentialibus . . Petrop. 
Acta (5. Mai) 1777, abgedruckt in Instit. Calculi Integralis, ed. tertia, Petrop. 
1845, vol. 4, p. 183, bes. p. 184; vgl. W. Beman , Am. Bull. 4 (1898) p. 274. 

4) Dubl. Trans. 17 (1837), p. 393. 

5) Lectures on Quaternions (Dublin, 1853). Vorrede. 
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betrachten sie namlich als ein Grossenpaar, dessen zweite Grosse a den 
Wert Null hat. Wir schreiben demgemass a = (a, 0). Die Regeln 
des gewohnlichen Rechnens lassen sich dann in folgender Weise auf 
beliebige Grossenpaare (a, a), (b, P) u. s. w. ausdehnen: 

Zwei Grossenpaare (a, a) und (a , u) werden dann und nur dann 
einander gleich gesetzt, {a, cl) — {a, a), wenn a — a' und a = a ist. 
Es wird ferner die „Summe“ zweier Grossenpaare (a, a) und (Jb, p) 
definiert durch die Formel: 

(1) (a, «) + Q>, P) = (« + h a ~h P)- 

Weiter wird das „Produkt“ eines Grossenpaares {a, a) und einer 
einzelnen Grosse m= f {m, 0) (s. oben) erklart durch die Formel 

(2) M'{a, a) — {a, a)-m = {ma, mu). 

Aus diesen naheliegenden Festsetzungen folgt sofort, dass ein jedes 
Grossenpaar sich aus zwei „unabhangigen“ Grossenpaaren — soge- 
nannten EinJieiten — durch Multiplikation dieser Grossenpaare mit 
einfachen Grossen und nachfolgende Addition zusammensetzen lasst. 
Man hat zufolge (1) und (2): 

(3) (a, a) = a • (1, 0) + a (0, 1) ; 

oder, da nach obiger Definition (1,0) = 1 ist, bei Einfuhrung des 
neuen Zeichens i fur die zweite Einheit (0, 1) 

(3*) {a, a) — a -f- ia. 

Alles dieses lasst sich offenbar ohne weiteres auf Grossentripel, 
Grossenquadrupel u. s. f. ausdehnen. 

Man kann nun aber neben die gelehrte Addition der Zahlenpaare 
noch eine andere Art der Verknupfung stellen, die die gewdhnliche 
Multiplikation zweier einfacher Grossen, sowie die durch (2) gegebene 
„Multiplikation“ einer einfachen Grosse und eines Grossenpaares um- 
fasst, und wegen ihrer sonstigen Analogie mit der gewohnlichen Mul- 
tiplikation ebenfalls noch als „Multiplikation“ der Grossenpaare be- 
zeichnet wird 6 ): Das „Produld“ zweier Grossenpaare (a, a) und (b, ft) 
wird erklart durch die Formel 

( 4 * * * ) (a, «) • (6, P) = (ah — up, a/3 + la), 

Oder, bei Verwendung des eben angefuhrten Zeichens i, durch die 
aquivalente Formel' 

(4*) (g -f jg) {l -f jp) — a l _ _ 

6) In allgemeinerem Sinne noch als in der Theorie der Systeme coinplexer 

Grossen werden die Worte Produkt und Multiplikation von II. Grassmann 

und anderen verwendet. Wir verweisen auf Grassmann ’s Ges. Werkc und ins- 

besondere auf den Aufsatz „Sur les divers genres de multiplication 11 , J. f. Math. 

49 (1855), p. 123, 
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Die Definition der Multiplikation der Grossenpaare durcli die 
Formel (4) Rat zunachst den AnscRein der Willkur. Man sieRt nicRt 
sogleich, warum nnter einer Menge yerschiedener scReinbar gleich- 
wertiger Bestimmungen gerade diese Rerausgegriffen wird. Dieser 
AnscRein yerschwindet indessen bei naherer UntersucRung, wobei sicR 
zeigt, dass obige Festsetzung in der TRat vor anderen ausgezeichnet 
ist. (S. Nr. 11.) 

Die Multiplikation der Grossenpaare genugt denselben formalen 
Regeln wie die Multiplikation der einfacRen ZaRlgrossen. Stellt man 
zur Abkurzung das Grossenpaar (a, a) oder a + icc durcR ein ein- 
facRes ZeicRen A dar ; so sind ; ganz wie bei einfacRen Grossen a, b, 
c } . . die (durcR die Formeln (1) und (4) erklarten) GleicRungen 

(5) (A-B)-C = A-(B-C) 

(6) A-(B+C) = A-B + A<C 

(7) AB = B-A 

erfullt, die man Reute allgemein als das associative, das distributive 
und das commutative Gesetz der Multiplication bezeicRnet 7 ) (vgl. 
I A lj Nr. 7). Insbesondere folgt aus (4) 

(8) (1, 0) • (0, 1) = (0, 1), (0, 1) • (0, 1) = (- 1, 0) 

oder 

(8*) 1 • i = i } i • i = i 2 — — 1 ; 

und es ist deutlich, dass diese Formeln (8) ; zusammen mit den aus 
dem gewohnlichen Zahlenrechnen Reriibergenommenen Regeln (5), (6), 
(7) ; die Formel (4) yollstandig ersetzen konnen. Es gilt endlich fur 
die erklarte ^Multiplikation^ der Grossenpaare ganz wie fur die Mul- 
tiplikation der einfachen Grossen der Satz, dass ein Produkt nickt 
verschwinden kann, ohne dass einer seiner Faktoren verschwindet. 

Gleicht somit das Rechnen mit Grossenpaaren dem Rechnen mit 
einfachen Grossen in wicRtigen Beziehungen, so unterscheidet es sich 
doch yon diesem in einem wesentlicRen Punkte: Die Formel (8) 
oder (8*) zeigt ; dass im Bereiclie der Grossenpaare die Gleichung 
X • X = ( — 1, 0) oder X 2 = — 1 losbar ist, waRrend eine einfacRe 
Grosse X = (X, 0), die dieser Gleichung gentigte, nicRt existiert. Die 
angefuhrte Gleichung wird namlich erfiillt durcli das Grossenpaar 
X — (0, 1) = i, wie auch durch das Grossenpaar X = (0, — 1) = — i, 
aber durch kein weiteres Grossenpaar. Die durch die Gleichung 
x 2 — a ausgedriickte Forderung pflegt man in der elementaren Algebra 

7) Wegen des muthmasslichen Ursprungs dieser Namen s. Hankel , Theorie 
der complexen Zahlensysteme (Leipzig 1867), Anmerkung auf p. 3. 
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auck durck das Zeichen x — Ya darzustellen. Es stekt nichts im 
Wege, diese Bezeicknung auf das Recknen mit Grossenpaaren auszu- 
deknen. Man kann daker das bisker mit i bezeichnete Grossenpaar 
(0, 1) auck mit ]/( — 1,0) oder kiirzer mit ]/ 1 bezeicknen. Das 

Grossenpaar — i oder (0, — 1) muss dann das Zeicken ]/ ( 1, 0) 

0( ier — erkalten, wobei natfirlich das Yorzeicken der Wurzel 

in alien Rechnungen festzukalten ist, so dass das einmal mit ]/ 1 

bezeicknete Grossenpaar nickt mit — verweckselt werden kann. 

Es ist aber seit Gauss 3 ) iiblick geworden, die genannten beiden spe- 
ciellen Grossenpaare durck die von Euler eingefukrten Zeicken i und 
— i darzustellen, wie wir es bereits getkan katten. 

B. Gemeine complexe Grossen. Der keute in der Analysis allge- 
mein gebraucklicke Begriff der (gewohnlichen) „complexen u oder Jmagi- 
naren“ Grosse untersckeidet sich von dem in Nr. 2 erklarten Begriff des 
Grossenpaares gar nickt; nur die Terminologie ist eine andere. Man kat 
es zweckmassig gefunden, dem Singularis „Grosse“ einen erweiterten 
Sinn beizulegen, und, was wir bisker „Grossenpaar“ nannten, ebenfalls 
noch als „ Grosse" zu bezeicknen. Der Begriff des Dualis wird dann in 
das Beiwort „complex" verlegt: Die einfacke Grosse a—(a,0) } die einzige 
Zaklgrosse, die die elementare Arithmetik kennt, heisst nunmehr zum 
Untersckiede von der complexen oder imaginaren „Grosse“ eine „rcdl& ( 
Grosse. Die Nutzlickkeit dieser auf den ersten Blick jedenfalls be- 
fremdlicken Redeweise kann im Grunde nur durch den Auf bau der 
gesamten Analysis dargethan werden; wir begnugen uns bier mit dem 
Hinweise auf die Umgestaltung und Erweiterung, die der Fundamental- 
satz der Algebra [I B 1, 3] bei Einfuhrung dieser Terminologie er- 
fakrt. Wakrend man im Gebiete der gewohnliehen (sog. reellen) Grossen 
nur sagen kann, dass eine ganze Funktion n icn Grades einer Verilmler- 
lichen x als Produkt von ganzen Eunktionen ersten oder zweiten Gra- 
des dargestellt werden kann, gilt im Gebiete der complexen Grossen 
der einfackere Satz, dass jede solcke Funktion ein Produkt von Funk- 
tionen ersten Grades ist; und zwar gilt dieser Satz auck fur ganze 
Funktionen mit complexen Coefficienten. — 

Ganzlick versekieden von der kier vorgetragenen Exposition ist 
der Vorscklag A. Cauchy's, i als eine reelle vcrdndcrlichr. Grosse auf- 
zufassen, und an Stelle von Gleickungen Congruenzen nach dem Modul 
i 2 + 1 zu betrackten 8 ). Zwei ganze rationale Funktionen der (reellen) 
Yeranderlicken i keissen nack dem allgemeinen Congmenzbegriff dann 


8) Cauchy , Exercises d’analyse et de physique math. 4 (1847), p. 84. 
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congruent nach dem Modul i 2 -f- 1 („aquivalent“ nach Cauchy), wenn 
sie, durch i 2 -f- 1 geteilt, denselben Rest lassen. An Stelle der Glei- 
chung (4*) z. B. tritt dann die Congruenz 

( a + icc)(jb + ifi) = (flb — afi) + + ^ a ) m0 ( l * (^ 2 + 1 ). 

Dieser Gedanke ist neuerdings noch von L. Kronecker verallgemei- 
nert worden 9 ). [Vgl. B 1, 3; G 5.] Ob und wie weit er sicb ausser- 
halb des Bereiches der Algebra als brauchbar erweist, dariiber liegen 
TJntersucbungen zur Zeit nicht Yor. 


4. Absoluter Betrag, Amplitude, Logarithmus. Die Zahl Eins 
wird die reelle, i die imaginare , auch wohl „laterale“ Einheit genannt. 
1 st z = x + iy irgend eine complexe Grosse, so heisst x der reelle, 
iy der imaginare Bestandteil von z. Der reelle Bestandteil wird nach 
K. Weierstrass (Yorlesungen) vielfach mit ( 0 ) bezeichnet. Ist y — 0, 
so heisst die Grosse z, wie gesagt, reell, ist x — 0, so heisst sie 
„rein imaginary Der positive Wert der Quadratwurzel ]/x 2 -j- y 2 wird 
„Modul“ ( Cauchy , An. alg. 1821, cap. 7, § 2), besser — wegen der 
Vieldeutigkeit dieses Wortes — nach Weierstrass „absoluter Betrag u 
der Zahl 2 genannt, und durch mod. z, abs. 0 , meist aber (nach Weier- 
strass) durch das Zeichen \z\ dargestellt. Das Quadrat dieser reellen 
Grosse — also die Summe x 2 + y 2 — wird nach Gauss die „Norm“ 
von 0 genannt 3 ) und vielfach mit N(s) bezeichnet. 

Je zwei complexe Grossen von der Form x -f iy und x — iy 

heissen „conjugiert-complex Ci oder „conjugiert-imaginar u . ( Cauchy , An. alg. 

cap. 7, § 1.) Wird die erste 0 genannt, so wird die zweite vielfach mit 

0 bezeichnet. Das Produkt zweier conjugiert-complexer Grossen ist 

reell und gleich der Norm einer jeden von ihnen, z -8 — x 2 y 2 . 

Die eindeutig bestimmte complexe Grosse, die mit z multipliciert die 

Zahl Eins liefert, wird der „• reciprolce Wert u von z genannt, und mit 

- oder z" 1 bezeichnet: es ist 
z 7 


1 z x — iy 

z | z I 2 x*-\ - y* 


( 1*1 + 0 ). 


Jede complexe Grosse 0 = x -f- iy kami auf die Form 


z = r (cos 99 •+■ i sin 99 ) 


gebracht werden, wo r — 1 0 1 = ]/x 2 + y 2 den absoluten Betrag, und 
99 einen reellen, bis auf Vielfache von 2 tt bestimmten Winkel be- 
deutet. (Euler, Jean le Bond d'Alembert. S. Anm. 1 .) Der zweite Faktor 
des Ausdruckes wird zuweilen ,,Richtungscoefficient“ genannt (expres- 


9) J. f. Math. 100 (1887) p. 490, vgl. 101, p. 337. J. MoTk , Acta Math. 6 
(1884), p. 8. Vgl. ferner unsere Anmerkung 33, sowie I A 3 Anm. 42. 
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sion reduite n. Cauchy); der Winkel <p selbst heisst „Amjplitude“, aueh 
^Argument') „Abweichung“, ;; Anomalie“ „Azimuth“ „Arcus“ der com- 
plexen Crosse z. „Hauptwerf‘ der Amplitude heisst der Wert von cp, 
der den Ungleichungen — n < cp ^ + ft geniigt. 1 st 
z = r (cos cp -f- i sin cp) , so ist 

^ ~ = - (cos cp — i sin cp ) . 

z r v T 

Fur Grossen von der besonderen Form cos cp -f* isin cp gilt die 
sogenannte Mowre’sche Formeh 

(cos cp -f- i sin cp) (cos ip + i sin ip) = cos (cp + ip) + i sin (90 -f- ip)- 
Mit Ausnahme der Null lasst sicb fern er jede complexe Grosse z 
durcli eine andere complexe Grosse £ in der Gestalt 

(io) ^== e f=i-f-g+ I n.g2 + _|_.gs + ... 

darstellen (II B 1 ). Wegen der durch die Formeln + k 

und e 2jti = 1 ausgedriickten Eigenschaften der Exponentialfunktion 
ist dabei die complexe Grosse £ nur bis auf Yielfache von 2 ni be- 
stimmt. Diese unendlicb vieldeutige Grosse wird der Logarithmus 
yon z genannt, und durch das Zeichen £ = log z oder £ = lg z 
oder endlieh £ = 1 z dargestellt. „Hauptwert u des Logarithmus heisst 
der Wert Yon £, dessen imaginarer Bestandteil, geteilt durch grosser 
als — it und kleiner als oder gleich + % ist ( — # < ^ (f ) S- % ) • 
Der Hauptwert des Logarithmus einer reellen positiven Grosse ist 
reell und identisch mit dem naturlichen (Neper’schen) Logarithmus 
(I A 1 ? 3 ); der Hauptwert des Logarithmus einer negativen reellen 
Grosse hat den imaginaren Bestandteil in. Eine imaginiire Grosse, 
deren absoluter Betrag den Wert Eins hat ; hat rein imaginiire Loga- 
rithmen und umgekehrt. Allgemeiner ist, sobald wir unter lg r irgend 
einen Wert des Logarithmus der positiYen Grosse r verstohen, 

£ = lg r + i (mod. 2 in) , weim 
0 = r (cos cp -f- i sin cp) (r — \z\). 

An Stelle der Congruenz tritt hier die Gleichung £ = lg r -f i<p 
wenn man fur die Amplitude cp , wie auch fur den Logarithmus £ 
deren Hauptwerte setzt. Fiir r = 1 ergiebt sicli aus (11) die JMrrx die 
Gleichung 

Qty e il P = cos cp -J- i sin cp , 

die ubrigens auch fiir complexe Werte des Argumentes cp Gultigkeit 
hat. (. Introdudio in anal, inf 1 ; Ygl. Anm. 1 .) 

Durch die zusammengehorigen Formeln 
(^) 0 x 'h — h f £1 "h §2 SS £3 (mod. 2 in) 


( 11 ) 


5. Geometrische Deutung. 
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wird vermoge der Logarithmen die Multiplikation der complexen 
Grossen auf eine Addition zuruckgefiihrt. 

5, Darstellung der complexen Grossen durck Punkte einer 
Ebene. Das Rechnen mit den complexen Grossen lasst sick anschau- 
lick auffassen, wenn man sick einer geometriseken Y orstellungsweise 
kedient 10 ). Diese bestekt einfack darin, dass man die complexe Grosse 
0 = x -f- iy durck den Punkt einer Ebene 
darstellt, der die recktwinkligen Cartesiscken 
Coordinaten x und y hat. Die in § 4 ein- 
gefuhrten Grossen r und <p sind dann Polar- 
coordinaten (III B 2) desselben Punktes. (S. 

Fig. 1.) Die Summe zweier complexer Grossen, 
d. k. der Punkt, der dieser Summe entsprickt, 
wird dann durck die aus der elementaren 
Mechanik bekannte Parallelogrammconstruc- 
tion (Fig. 2) gefunden; eine Regel, die man als 
(geometriscke) Addition der Streclcen ( Vector en 
der engliscken Mathematiker) bezeicknet (III 
B 3). Um das Produkt zweier complexer 
Grossen 

z — r (cos (p + i sin (p ) 



Pig. 1. 



10) Diese wurde bis vor kurzem J. B. Argand und Gauss zugescbrieben. Sie 
findet sicb aber zuvor scbon und zwar vollstandig in einer 1797 der Daniscben 
Akademie eingereichten, 1798 gedruckten und 1799 erscbienenen, aber erst neuer- 
dings bekannt gewordenen Arbeit von Caspar Wessel (Om Directionens ana- 
lytiske Betegning; reproduciert Arcb. for Matb. ok Nat. 18, 1896, sowie unter 
dem Titel: Essai sur la representation de la direction, Copenbague 1897). 

Gauss bat in seiner Dissertation (1799) die Darstellung der complexen Grossen 
durcb Punkte einer Ebene benutzt, um daran gewisse Betracbtungen zu knupfen, 
die dem beute als Analysis situs (III A 4) bezeicbneten Gebiet angeboren. Die 
geometriscbe Bedeutung der einfacbsten Recbnungsoperationen wurde alsdann 
von Argand dargelegt (Essai sur une maniere de repr£senter les quantity ima- 
ginaires dans les constructions geom^triques, Paris 1806), und nacb Wessel und 
Argand aucb von einer Reibe anderer Geometer (s. die zweite Ausgabe von 
Argand" s Schrift von J. Houel , Paris 1874). Gauss benutzt sie im Druck nicbt 
vor 1825 (Abbandlung uber Kartenprojektionen, Astron. Abb. von Schumacher , 
Heft 3, Altona 1825; Werke 4, p. 189; Ostwald" s Klassiker Nr. 55, Leipzig 1874). 
Ygl. indessen Gauss' Brief an Bessel vom 18. Dez. 1811. 

Andere Darstellungsweisen des Imaginliren, bierhergeborige Betracbtungen 
fiber Doppelverbaltnisse, die sogenannte geometriscbe Tbeorie des Imaginaren, 
ferner Anvrendungen auf Funktionentbeorie, reelle Geometrie, Zablentbeorie und 
Mecbanik werden in den diese Gegenstande bebandelnden Artikeln der Ency- 
clopadie zu besprecben sein. 
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Fig. 3. 


und , . . 

/ = / (cos cp + % sm V ) 

darzustellen, drelie man die Strecke (r, cp') um 
den Winkel cp im positiven Sinn der Winkel, 
und vergrossere kierauf den Radius r im Yer- 
kaltnis r: 1. Der so, mit Hiilfe zweier aknlicker 
Dreiecke, gefundene Punkt ist der, der das Pro- 
dukt &” = 0 / reprasentiert (Pig. 3). 

Endlick wird der reciproke Wert von z in 
folgender Weise geometrisch bestimmt: Man 
unterwirft den Punkt z einer Transformation 
durck reciproke Radien (Inversion, III A 7) 
in Bezug auf den Kreis, der mit dem 
Radius Eins um den Anfangspunkt der 
Coordinaten besckrieben ist, und sucht 
kierauf das Spiegelbild des gefundenen 
Punktes in Bezug auf die #-Ackse: der 
so ermittelte Punkt ist der, der die com- 
plexe Grrosse /=— reprasentiert (Pig. 4). 

Hiernach kann man durck Construc- 
tion das Bild einer jeden complexen 
Grosse ermitteln, die aus einer endlicken 
Anzakl von solcken durck die Operatio- 
nen der Addition, Multiplikation und Division in endlicker Wieder- 
kolung entstekt. 

6. Darstellung gewisser Transformationsgruppen mit Hiilfe 
gevroimliclier complexer Grossen. Die in Hr. 5 besprockene Deutung 
des Recknens mit complexen Grossen durck geometriscke, in einer 
Ebene auszufuhrende Operationen ist von Bedeutung geworden durch 
ikre zaklreicken Anwendungen in der Algebra, Punktionentheorie, 
Geometrie und matkematischen Pkysik. Wir bringen kier nur die 
Yerwendung der gewoknlicken complexen Grossen zur analytiscken 
Darstellung gewisser Transformationsgruppen [s. durcliweg Art. II A 6] 
einer zweifack ausgedeknten Mannigfaltigkeit zur Spraclie. 

Eine jede der Formeln 

(14) x' = x-j-a, 

(15) x' = aXj 

(16) x = ax 

( 17 ) ax + & 



cx + d 


(ad — be =|= 0) , 
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stellt, wenn man die Grossen a, b, . . . als Parameter, x als unab- 
hangige, x' als abhangige Veranderliche auffasst, die samtlichen Trans- 
formationen einer nacb der Terminologie Yon S. Lie endlicben conti- 
nuierlicben Gruppe [II A 6] vor. Deutet man x etwa als Abscisse eines 
Punbtes in einer geraden Linie, so stellt die Pormel (17) die reellen 
Transformationen der dreigliedrigen sog. allgemeinen projectrven Gruppe 
dieser einfacb ausgedebnten Mannigfaltigkeit dar, und die Formeln 
(14) bis (16) liefern alle ,,Typen“ continuierlicber Untergruppen dieser 
Gruppe: (16) die zweigliedrige Gruppe aller der Transformationen 
yon (17), die einen bestimmten Punkt — den Punkt oo — in Rube 
lassen; (15) die eingliedrige Untergruppe, bei der zwei Punkte — 0 
und oo — in Rube bleiben; (14) endlicb die Ausartung der letzten 
Gruppe, alle Transformationen der Gruppe (17) entbaltend, die einzeln 
einen bestimmten Punkt — den Punkt oo — und keinen weiteren 
in Rube lassen. Entsprecbendes gilt, wenn man den Grossen x und 
x\ wie auch den Parametern a, b, . . . complexe Werte beilegt, und, 
wie es gebrauchlich ist, Yon „imaginaren Ci Punkten der Geraden spricbt 
[III A 1, 5; B 1]: die Pormeln umfassen, in dieser allgemeineren Be- 
deutung, alle reellen und „imaginaren“ Transformationen der genann- 
ten Gruppen. 

Lasst man x, x\ a, b, . . . wieder complexe Grossen bedeuten, be- 
dient man sicb aber der unter (5) besprocbenen Darstellung dieser 
Grossen durcb die reellen Punkte einer Ebene, so dienen dieselben 
Formeln zur analytischen Darstellung anderer Gruppen, und zwar zu- 
nacbst zur Darstellung der reellen Transformationen gewisser conti- 
nuierlicher Gruppen einer zweifach ausgedebnten Mannigfaltigkeit. 
Offenbar umfasst (14) jetzt die Gesamtheit aller reellen sogenannten 
„Scbiebungen^, die Transformationen einer zweigliedrigen reellen Gruppe, 
bei denen ein jeder Punkt um eine Strecke Yon eonstanter Lange und 
Ricbtung fortgeriickt wird; (15) stellt eine reelle zweigliedrige Gruppe 
Yon Ahnlichkeitstransformationen dar, die Gesamtbeit aller „eigentlichen“ 
Abnlicbkeitstransformationen (Transformationen ohne Umlegung der 
Winkel) umfassend, bei denen der Anfangspunkt — der Punkt 0 — 
in Ruhe bleibt; (16) bedeutet die reellen Transformationen der Yier- 
gliedrigen Gruppe aller eigentlicben Ahnlichkeitstransformationen, die 
entsteht, wenn man die Transformationen (14) und (15) zusammen- 
setzt; (17) endlich umfasst die Gesamtheit aller reellen Punkttrans- 
formationen der Ebene, die Kreise in Kreise iiberfubren und den Sinn 
der Winkel ungeandert lassen 11 ). 


11) Art. iiber InYersionsgeometrie , III A 7. — Es ist mir nicht bekannt, 
wer den letzten Satz gerade in dieser Form zuerst atisgesprochen bat. In der 
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Zu diesen als den einfaclisten geometrischen Anwendungen com- 
plexer Grossen kommen noch andere ahnlicher Art. So stellen die 
Formeln (17) zusammen mit den Formeln 

( 17b ) (ad-lc^O), 

(worin x l die zu x conjugiert-complexe Grosse bedeutet) die Gesamt- 
heit aller reellen Punkttransformationen einer Ebene vor ; die Kreise 
in Kreise iiberfuhren, die secbsgliedrige (sog. gemisehte) Gruppe der 
Mobius’schen Eheisverwandtschaften; bei Beschrankung der Parameter 
a, b, c, d in (17) auf reelle Werte entsteben die reellen Transforma- 
tionen einer dreigliedrigen Untergruppe, die bei Beschrankung von & 
auf Werte mit positivem imaginarem Bestandteil aufgefasst werden 
kann als die Gruppe der Bewegungen in einer Nicht-Euclidischen, 
sog. LobatschewsTcy ’ schen Ebene [III A 1; B 1]. Lasst man fur a, b, 
c, d nur ganzzahlige Werte zu, die in der Beziehung ad — be = l 
stehen, so geht aus (17) eine Gruppe von unendlich vielen dis- 
creten Transform ationen hervor, die in der Theorie der elliptischen 
Funktionen, insbesondere der sog. Modulfunktionen auftritt [II B 6 a 
und c]. Versteht man ferner unter f(x) irgend eine analytische Funk- 
tion der complexen Veranderlichen x [II B 1], so vermitteln die For- 
meln x = /*(#) und x^=f(x) die allgemeinste conforme Abbildung 
einer Ebene auf sie selbst oder auf eine andere Ebene [II B 1 und 
III D 6]. Ferner steht nichts im Wege, z. B. in den Formeln (14) 
bis (17), nachdem beiderseits die reellen und imaginaren Bestandteile 
gesondert sind, den nunmehr reellen Parametern und Veranderlichen 
nachtraglich von neuem complexe Werte beizulegen: die Formeln 
(14) bis (17) konnen dann aufgefasst werden als eine symbol! sche Dar- 
stellung samtlicher, namlich aller reellen und „imaginaren“ Trans- 
formationen der zuvor besprochenen Gruppen. 

Das Feld dieser Anwendungen erweitert sich noch ; wenn man an 
Stelle der hier zu Grunde gelegten Deutung von |, rj als Cartesischen 
Coordinaten irgend eine andere zulassige geometrisclie Deutung dieser 
Grossen setzt. Enter diesen wird vielfach verwendet eine Darstellung 
der complexen Grossen x — £ + irj durch Punkte einer Kugel, eine 
Abbildungsart, die aus der Wessel-Argand ’ schen durch stereographische 
Projektion hervorgeht [II B 1 ; 2 b ; c; III A 7, B 2, 3]. Wir erwahnen 
den hierdurch vermittelten Zusammenhang der Eigen schaften der 
regularen Korper mit gewissen Problemen der Algebra und Funk- 

Hauptsache riihrt sein Inhalt wohl yon Mobius her (Abhandlungen aus den 
Jahren 1853—58, Gres. Werke 2), 
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tionentbeorie, und neuere Anwendungen auf ein Problem der Me- 
chanik. 12 ) 

Alle diese Anwendungen complexer Grossen und viele andere, 
wie z. B. die in der Theorie der Warmeleitung und der Minimal- 
flachen [III D 5, 6] baben das Gemeinsame, dass bei ihnen die Eigen- 
schaft des Recbnens mit complexen Grossen als einer Erweiterung 
des gewobnlicben Zablenrecbnens in den Hintergrund tritt, und dass 
diese Grossen als ein sogenannter Algorifhmus oder geometrischer Calcul 
zur Zusammenfassung und formalen Vereinfaebung mebrerer Formeln 
der analytiscben Geometrie dienen. Es ist das eben der Gesichts- 
punkt, yon dem aus die Einfuhrung der nunmebr yon uns zu be- 
tracbtenden sogenannten boberen complexen Grossen sicb als frucbt- 
bringend erwiesen bat. 

7. Allgemeiner Begriff eines Systems complexer G-rossen. An 
das gescbilderte Recbnen mit Grossenpaaren scbliesst sicb naturgemass 
ein solches mit Tripeln, Quadrupeln u. s. w. yon Grossen; und zwar 
kann man, nacbdem das Recbnen mit den gewobnlichen complexen 
Grossen einmal begrundet ist, einmal reelle, sodann aber aucb ge- 
wobnlicbe complexe Grossen zu Paaren, Tripeln u. s. w. zusammen- 
stellen. Je nacbdem man das Eine oder das Andere tbut, ergeben 
sicb zwei yerschiedene Begriffe eines „ Systems complexer Grossen 11 oder 
„ complexer Zahlen“ iS ). 

Seien also g, a x , a 2 ,...a n je nach der getroffenen Festsetzung 
entweder reelle oder gewobnlicbe complexe Grossen, so wird man 

12) H. A. Schwarz, J. f. Math. 75, p. 292 == Werke 2, p. 211. F. Klein, 
Vorlesungen iiber das Ikosaeder. Leipzig 1884. H. Weber, Algebra II. Braunschw. 
1896. F. Klein u. A. Sommerfeld , Theorie des Kreisels. Leipzig 1897. 

13) Die zweite Ausdrucksweise ist die iiblichere. Wir ziehen die erste vor, 
da diesen Gebilden auch eine der gewohnlichen Theorie der ganzen Zahlen 
analoge ZaJilentheorie zukommt. (Ygl. Anmerk. 52.) — Beide Begriffe gehen im 
wesentlichen zuriick auf Hamilton , der in seinen Quaternionen und Biquater- 
nionen bereits 1843 das nach den gemeinen complexen Grossen interessanteste 
Beispiel geliefert hat. Doch macht H. (Lectures, Preface) bei der Multiplikation 
eine Unterscheidung zwischen Operator und Operandus, die fur die Anwendungen 
nicht notig ist und die Klarheit der Darstellung beeintrachtigt. Diese Unter- 
scheidung scheint zuerst von II. Hankel (a. a. 0.) aufgehoben worden zu sein. 
Mathematiker englischer Zunge gebrauchen nach dem Yorgange von B. Peirce 
(vgl. Anm. 17) den Ausdruck „Linear Associative Algebra <c fur unseren Gegen- 
stand, Einige verwenden auch das Wort Algebra im Pluralis. — Bei den ver- 
wandten Begriffsbildungen Grassmann’ s (s. Anmerk. 6) fehlt ein wesentliches 
Moment, namlich die Zuriickleitung der Produkte auf die Grossen des Systems 
selbst. — Wegen der vor Hamilton unternommenen Yersuche, complexe Grossen 
mit mehr als zwei Einheiten einzufiihren, s. Hankel a. a. 0., § 28 Anm. 
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zunachst zwei w-tupel (a l3 a 2 ., . . . a n ) und (b 1 , b 2 , ... b n ) nur dann als 
„gleich" gelten lassen, wenn a 1 = b 1 , . .. a n — b n ist. Es wird sodann 
die Addition zweier Grossen-n-tupel definiert durch die Form el 

( a i, a i9 ... a n ) + (b x , b 2 ,...b n ) = (a ± + b x , a 2 + b 2y . . . a n + b n ), 

ferner die Multiplikation eines ^-tupels mit irgend einer Grosse q 
durch 

Q(a v a 2 ,... On) = (qOx, (>«»)• 

Aus diesen beiden Definitionen folgt, dass jedes* System von n Grossen 
sicb additiv mit numerischen Coefficienten aus n passend gewahlten 
zusammensetzen lasst, z. B. 

(<h> a 2>" O = %(1; 0, 0, ... 0) + a 2 (0, 1, 0, ... 0) -f 

Solclie in in mannigf acher Weise auswdklbare tup el werden „Einheiten u 
genannt u ), und (wie uberhaupt beliebige tup el) durch einfache Zei- 
chen, etwa durcb e 13 e 2 , . . . dargestellt, so dass 

(a 1} a 2 , ... a n ) = a — a x e 1 -f- a 2 e 2 -f- • • • -f- a n e n 
geschrieben werden kann. Die Einbeiten e 19 . . . e n bilden zusammen 
eine sogenannte Basis (Dedekind, Molien , vgl. Anm. 31, 45), ihre re- 
ellen oder gewohnliehen complexen Coefficienten a l9 ... a a heissen Co- 
ordinaten oder aucb Componenten des w-tupels. 

Der specifische Begriff eines (geschlossenen) „Systems complexer 
Grrossen" ergiebt sicb bieraus erst, wenn man neben die angefuhrten 
Operationen nocb eine weitere, die sogenannte Multiplikation zweier 
w-tupel stellt. Diese kann an und fur sich in verscbiedener Weise 
erklart werden 6 ), man pflegt aber an sie, wofern man von einem 
„System complexer Grrossen" spricht, beute ziemlich allgemein die 
folgenden Forderungen zu stellen: 

I. Das „Produkt" oder „symbolische Produkt" ab zweier w-tupel 
a, b, oder, was nun dasselbe bedeuten soli, zweier aus den Einbeiten 
e i >-" e n ableitbarer „complexer Grossen" a, b (s. oben) soil wieder ein 
M-tupel derselben Art, also eine aus denselben Einbeiten ableitbare 
complexe Grosse sein. 

II. Diese („symboliscbe“) Multiplikation soil mit der Addition 
durch das distributive Gesetz" verbunden sein: 

(18) a(b ~f - c) = ab ac 7 (b + c)a = ba + ca . 

III. Die Multiplikation soil das associative Gesetz" erfiillen: 

0-9) ( ab)c = a(bc ). 

Nicht allgemein verlangt wird das Bestehen des „commutativen Ge- 


14) Weierstrass und andere gebrauclien den Ausdrnck Hauptemheite*. 
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s'etzes" ab = ba fur die als Multiplikation bezeichnete Verkmipfung, 
weshalb aucb Yon den beiden Forderungen (18) keine eine Folge der 
anderen ist. Dagegen pflegt man als weitere Forderung hinzuzufugen: 

IV. Die Multiplikation soli eine im allgemeinen umkebrbare 
Operation sein, es soil also im allgemeinen moglich sein, aus einer 
Gleichung der Form ab = c die Grosse a sowohl als aucb die Grosse 
b zu bestimmen, wenn im einen Fall 6 und c , im anderen a und c 
gegeben sind. Diese Forderung der Moglichkeit beider Arten Yon 
„Division“ ist aquivalent mit der anderen, dass eine complexe Grosse 

e° = £ 1 e 1 -f f~ e n e n Yorbanden sein soli, die den beiden Gleichungen 

(20) e°a = a , ae° — a 

identiscb (fur alle Wertsysteme der Coordinaten a 1} .. . a n ) geniigt. — 

Nach dem iiblicben Spracbgebraucb ist also ein „ System complexer 
Grossen u erst dann vollkommen definiert, wenn die bei der Multipli- 
kation zweier w-tupel oder Grossen a — ^aie h l = anzu- 

wendenden Rechnungsregeln bekannt sind. Die Bedingungen I und II 
werden in allgemeinster Weise erfullt, wenn man setzt 


n 


( 21 ) 



(*,« = !•••»), 


1 

und unter y^ s reelle oder gewobnlicbe complexe Grossen Yerstebt. 
Die Bedingung III wird sodann erfullt, wenn allgemein (e^ei— ei(e y ei) 
ist, wenn man also die Grossen yi XS derart wablt, dass 


( 22 ) 


n 



ixs ysjt 



wird (i, %,j, t = 1, 2, . . . n). Die letzte Forderung IV endlicb deckt 
sich mit der anderen, dass keine der Determinanten [I B 1] 


(23) | x s | } | Yix s J 

identisch (fur jede Wahl der Grossen verschwinden soil. 

Sind diese beiden letzten Forderungen erfullt, so baben die bei- 
den Determinanten (23), als Funktionen der Grossen a h dieselben 
(im analytischen Sinne, II B 1) irreducibelen Teiler; sie Yerschwinden 
also fur dieselben Wertsysteme dieser Grossen. Sind sie fur ein be- 
stimmtes Grossensystem a 1? ... a n von Null Yerschieden, so baben die 
beiden Gleicbungen 

(24) ax = b , ya — b 

jede eine und nur eine Losung x, y\ und es wird insbesondere 
x — y = e° ? wenn b = a (s. Gl. 20); sind jene Determinanten da- 

iEncyklop. d. math. Wissensch, X, 11 
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gegen gleicli Null, so giebt es immer von Null verschiedene Losungen 
x, y der beiden Gleicbungen 

(25) ax = 0 , ya = 0. 

a, x und y heissen dann „Teiler der Null", nach K. Weierstrass, der 
iibrigens aucb die Null (0,0,... 0) selbst noch unter diesen Begriff 
fasst. (Vgl. Anm. 30.) 

Die Grrosse 6° n im mt innerbalb des betrachteten Systems com- 
plexer Grossen eine abnlicbe SteHung ein, wie die Einheit unter den 
reellen Grossen. Sie ist deshalb die „Zahl Eins des Systems ge- 
nannt worden, aucb bat man den auf alles Moglicbe angewendeten 
Ausdruck „Modul“ fiir sie ebenfaUs vorgescblagen. Wir werden sie 
Saupteinheit des Systems nennen. Unter dem reciprolcen Wert der 
Grosse a, dargesteUt durcb das Zeicben cr\ verstehen wir sodann ; 
sofern a bein Teiler der Null ist ^ die gemeinsame Losung der Glei- 
cbungen 

(26) az = e°, za = e°. 

Die Losungen der Gleicbungen (24) werden nunmebr dargesteUt 
durcb 

(27) x = a- 1 !), y^bar 1 . 

Sind die Grossen a und b „vertauschbar u , d. b. besteht die Gleicbung 
ab — ba, so sind diese Grossen x, y einander gleich. — 

Der auseinandergesetzte Begriff eines Systemes complexer Grossen 
kann in der Weise erweitert werden, dass man die Eorderungen 
I— III aufrecht erbalt, die Forderung IV aber fallen lasst. Zu den 
besprocbenen treten dann neue „Systeme ohne Haupteinhcit u , auch mit 
einem die Vorstellung eines Grenzuberganges hervorrufenden und da- 
ber nicbt ganz angemessenen Ausdruck „ausgeartete“ Systeme com- 
plexer Grossen genannt. In einem jeden solcben System ist bei jeder 
Wabl des Divisors immer mindestens eine Art der „Division“ eine 
unmoglicbe oder unbestimmte Operation. 

8. Typen, Gestalten, Keducibilitat. Aus den Darlegungen der 
yorigen Nummer gebt bervor, dass alle Eigenscbaften irgend eines be- 
sonderen Systems complexer Grossen vollig bestimmt sind durch das 
System der n % Constanten y. ixs . Je nacbdem man nun von vorn 
herein gewobnlicbe complexe oder nur reelle Grossen zu ^-tupeln 
vereinigt bat, wird man nun aucb fur die Constanten y ixs gewobnlicbe 
complexe oder aber nur reeUe Werte zulassen. Es ergiebt sicb liier- 
aus das eine oder andere der beiden Probleme: „Man soil alle Systeme 
yon gewobnlicben complexen [reellen] Grossen y iX8 linden, die den 
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Gleichungen (22) Genuge leisten, und ausserdem so beschaffen sind, 
dass keine der Determinanten (23) identisch verschwindet“. — Diese 
Aufgaben lassen eine nocb pracisere Passung zu. Es sind namlich zu- 
gleicb mit irgend einem System complexer Grossen in gewissem Sinn 
bekannt alle die, die aus ihm dnrch eine Anderung der Basis (e x ... e n ), 
also durcb andere Auswahl der Einbeiten hervorgehen. Eine solcbe 
Anderung wird analytiscb ausgedruckt durcb eine lineare Transforma- 
tion von nicbt verschwindender Determinante, 

(26) e[ = ^n C . x e x (*, x = 1, . . . n), 

wobei die c ix im iibrigen beliebige gewohnliche complexe [reelle] Werte 
baben diirfen. Ferner ist mit einem gegebenen System zugleicb be- 
kannt das sogenannte reciproJce System des ersten, ein System, das 
man erhalt, wenn man je zwei Grossen y ixs und y xis vertauscht. 
Man wird also alle diese durcb einfacbe Transformationen auseinander 
hervorgehenden Systeme durch irgend eines unter ibnen reprasentieren 
konnen. 

Wir rechnen zwei Systeme complexer Grossen zu demselben 
„Typus“ , wenn sie durch Vertauschung der Constanten y ixs und y xis , 
und ebenso, wenn sie durcb eine lineare Transformation (26) mit ge- 
wolmlichen complexen Coefficienten c ix aus einander hervorgehen. Wir 
sagen ferner, ein System mit reellen Constanten y iX3) kiirzer ein 
reelles System complexer Grossen , sei eine reelle Gestalt des Typus, dem 
es angehort; und wir betrachten zwei reelle Gestalten desselben Typus 
nur dann als verschieden, wenn sie nicht durch eine lineare Trans- 
formation (26) mit reellen Coefficienten c ix und etwanige Yertauscbung 
yon y ixs mit y x t $ aus einander hervorgehen. Die obigen Aufgaben 
konnen nunmehr so formuliert werden: 

„Von jedem Typus von Systemen complexer Grossen mit n Ein - 
heiten einen Beprasentanten anzugeben. u 

„Bei den Typen, die reelle Gestalten haben, von jeder Gestalt einen 
Beprasentanten anmgeben“ 

Hat ein Typus nur eine einzige reelle Gestalt, so wird man na- 
tiirlich diese auch als Beprasentanten des Typus selbst wahlen. 

Das so gestellte Problem lasst eine weitere Yereinfachung zu. 
Hat man namlich zwei Systeme complexer Grossen mit n und m 
Einheiten (e 1 ...e n ) ) (rj 1 ... ^ m ), so geht aus ihnen ein neues mit 
n -f- m Einheiten e t ... e n) % . . . rj m heryor, wenn man zu den Multi- 
plikationsregeln eie x =^Sv;^ x e x , rjirj x =^Si xs r] s der einzelnen Systeme 
noch die weiteren e^ — r\ y Ci = 0 (i — 1 . . . n, x = l ...m) hinzufugt. 
Hieraus ergiebt sich ein Begriff der Beducibilitdt von Systemen com- 
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plexer Zahlen, oder vielmehr, es ergeben sich zwei solcber Begriffe. 
Wir sagen, ein System eomplexer Grossen sei „reducibel“ schlechthin, 
wenn vermoge einer linearen Transformation (26) mit gewohnlichen 
complexen Coefficienten c ix die Einheiten einer Basis auf mebrere 
Schichten derart verteilt werden konnen, dass alle Produkte von Ein- 
heiten der einen Schicht mit denen alter ubrigen Schichten gleich 
Null sind; wir nennen das System irreducilel im entgegengesetzten 
Palle. Wir nennen ferner ein System mit reellen Constanten y ix , „reell- 
reducilel“ oder ,, reell - irreducilel je nachdem sich eine solche in 
Schichten zerlegte Basis durch eine lineare Transformation (26) mit 
reellen Coefficienten c ix einfiihren lasst oder nicht. Ein jedes System 
eomplexer Grossen (mit Haupteinheit) kann nur auf eine Weise in 
irreducibele Systeme zerlegt werden, wenn man von der bei der Wahl 
der Basis eines jeden Teilsystemes noch vorhandenen Willkiir absieht, 
und ebenso jedes reelle System nur auf eine Weise in reell- irreduci- 
bele Systeme. Die Eigenschaften der Reducibilitat oder Irreducibilitat 
kommen alien Systemen eines Typus, und soweit reelle Systeme in 
Prage ko mm en, alien Systemen derselben Gestalt eines Typus in glei- 
cher Weise zu. Um die obigen beiden Aufgaben fur einen bestimm- 
ten Wert der Zahl n vollstandig zu losen, hat man daher nur auf- 
zuzahlen : 

I. Alle Typen irreducibeler Systeme , lei denen die Zald der Ein- 
heiten < n ist. 

II. Alle verschiedenen reellen Gestalten dieser Systeme. 

III. Alle reell-irreducibelen Gestalten von Typen rcducibeler Systeme, 
lei denen die Zahl der Einheiten n ist. 

Die Losung der dritten unter diesen Aufgaben lasst sich auf die 
der ersten zuriickfuhren. Ist (% . . . ij,„) die Basis eines irreducibelen 
Systemes mit den Multiplikationsregeln i lip x = ^8,- x .,r] s , so erhii.lt 
man ein zweites System mit den m Einheiten %■, ... wenn man 
setzt fi’i-O’,. = und unter d' ixs den conjugiert- complexen 

Wert von 8 ixs versteht. Setzt man sodann i];A x — 0, und fiihrt man 
die neuen Einheiten 

(27) e x = ri x + & x , e* = i (r jx — 

ein, so ist das so entstehende reducibele System mit der Basis 
(e 1 ...e m , ef...e m *) reell und reell-irreducibel ; und man fi inlet alle 
unter III verlangten Gestalten, wenn man f fir (p i . . . ij JM ) der Reihe 
nach je einen Reprasentanten eines jeden irreducibelen Typus setzt, 
dessen Basis | oder weniger Einheiten enthalt. 

Es bleiben also zu losen die Probleme I und II. 
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Es giebt ein einfacb.es Kriterium der Reducibilitat eines yorge- 
legten Systemes complexer Grossen mit gewobnlicben complexen oder 
aucb reellen Constanten y ixs : Bei jedem reducibelen [reellen und reell- 
reducibelen] System sind die Haupteinbeiten der irreducibelen Teil- 
systeme solcbe Grossen, deren Quadrate ibnen selbst gleicb sind, und 
die uberdies mit alien Grossen des Systems yertauscbbar sind. 1st 
umgebehrt in einem System mit n Einbeiten e t ... e n eine von e° yer- 
scbiedene Grosse [reelle Grosse] a yorbanden, fiir die 

(28) = a, ae x = e x s (x=l ... n), 

so sind a und r\ = e° — a die Haupteinbeiten zweier (moglicber Weise 
wieder reducibeler) Teilsysteme; und diese Teilsysteme werden da- 
durcb gefunden, dass man unter den Produkten ee x und den Pro- 
dukten r\e x je ein System yon linear- unabhangigen auswablt, und 
diese Grossen (deren Gesamtzabl gerade n betragt) als neue Einbeiten 
einfubrt lft ). 

Ausser der eben gescbilderten Operation des Nebeneinandersetzens 
der Einbeiten zweier Systeme complexer Grossen giebt es noeb ein 
anderes als „Midtiplikation zweier Systeme miteinander“ bezeicbnetes 
Verfahren, aus zwei solcben ein drittes berzuleiten 16 ). Dieses bestebt 
darin, dass man die formal gebildeten Produkte der Einbeiten e h ef 
zweier Systeme als Einheiten = e*e/ = e/e t - eines neuen Systems 
auffasst, und, wenn — ^yi XS e s , ele x =^y' ix ,e, angenommen 
wird, die Produkte yon zweien der neuen Einbeiten gemass der Formel 


(29) 


* % ]lm 



Tixs yimt * ^ st 


auf diese Einheiten zuruckfulirt. 

Das Verfahren kommt darauf hinaus, dass man als Coordinaten 
a t . . . a n einer Grosse eines vorgelegten Systems statt reeller oder 
gewohnlicher complexer Grossen uberhaupt Grossen irgend eines be- 


14) Vgl. hierzu E. Study, Grott. Nachr. 1889, p. 237 ; die obigen Begriffs- 
bildungen und Problemen zu Grunde liegende Anschauungsweise riihrt von 
S. Lie her [II A 6] ; das Kriterium der Beducibilitat von G. Scheffers , Math. Ann. 
39 (1891), p. 293. Dort wird der BegrifF des Typus etwas anders gefasst, als im 
Texte, aber ebenso wie hier bei S. Lie u. Scheffers , Cont. Gruppen, Leipzig 1893. 

15) Obige Aus drucks weise braucht Scheffers a. a. 0. Die Operation selbst 
ist schon von W. K. Clifford in ausgedehntem Masse verwendet worden: Am. J. 
of Math. 1 (1878), p. 350 = Math. Papers (London 1883) Nr. 30. Vgl. dazu 
H. Taber, Am. J. of Math. 12 (1890), p. 337, insbesondere § 25. Die zuletzt 
genannte Abhandlung ist besonders geeignet zur Orientierung -fiber die eigen- 
tumliche Anschauungsweise und Terminologie der englisch-amerikanisehen Ma- 
thematiker. 
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stimmten zweiten Systems nimmt. Der Zusammenhang zwischen den 
Eigenschaften des als „Produkt" (Compound) bezeichneten, abge- 
leiteten Systems und den Eigenschaften der beiden gegebenen Systeme 
ist nicht einfach. Doch ergeben sich mehrere fur Anwendungen be- 
sonders geeignete Systeme complexer Grossen gerade auf diese Weise. 

9. Systeme mit zwei, drei und vier Einheiten. Wir erlautern 
die Begriffsbildungen der vorigen Nummer durch Aufzahlung alter 
moglichen Systeme complexer Grossen mit zwei, drei oder vier Ein- 
lieiten. 

Systeme mit zwei Einheiten. 

Es giebt nur drei reelle Systeme mit zwei Einheiten, die samt- 
lich das commutative Gesetz der Multiplikation befolgen. Die zuge- 
horigen Multiplikationsregeln sind, nach geeigneter Wahl der Basis, 
diese : 

(30) e§ — e§ } e 0 e 1 = e^Q = e± ? e 1 z = z 

(31) c 0 2 = e 0 , — &x e o — e i ? e i = e o ) 

(32) c 0 2 = e Q , e Q e 1 = = e 1} e± = 0 . ) 

Yon diesen ist nur das letzte, das aus den beiden ersten durch einen 
Grenzfibergang hergeleitet werden kann, irreducibel. Das zweite Sy- 
stem (31) ist das der gewohnlichen complexen Grossen; es ist reclu- 
cibel, aber reell- irreducibel nach der Definition der Nr. 8. Es geht 
in das erste System (30) fiber durch die imaginare Substitution 
e o — e 0 ) K — Die Systeme (30) und (31) sind also zwei ver- 
schiedene reelle Gestalten eines und desselben Typus (will lr end (32) 
einen anderen Typus reprasentiert). Die erste dieser Gestalten, (30), 

ist reell-reducibel; denn ffihrt man die neuen Einheiten ef — *(c 0 + c t ), 
e l — \{ e o — e i ) e i n ; 80 erhalt man die Multiplikationsregeln: 

(30 b) el 2 = el , el el = el el = 0 , c/ 2 = ej. 

Das System der gewohnlichen complexen Grossen tritt hiernaeh in der 
allgemeinen Theorie der complexen Grossen an zwei verschicdencn Stcllen 
auf. Bei Aufzahlung der Typen irreducibeler Systeme erscheint es 
als das einzige System mit einer Einheit (c 0 2 = c 0 ); bei Aufzahlung 
der reellen und reell -irreducibelen Systeme erscheint es unter den 
Systemen mit zwei Einheiten. 

Yon Systemen mit drei und vier Einheiten zahlen wir nur die 

16) S. JPincherle nach Vorlesungen von Weierstrass, Giorn. di mat. 18 (1880), 
p. 205, wo aller dings das dritte System nicht ausdrucklich aufgefulirt wird, 
und A . Cayley, Lond. Math. Proc. 15 (1883—84), p. 185. 
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irreducibelen und reell-irreducibelen auf 17 ). Wir stellen ibre Multi- 
plikationsregeln in Gestalt quadratischer Tafeln zusammen. e 0 be- 
deutet in jedem Falle die Haupteinheit; der Wert des Produktes e L e y 
ist in der Horizontalreibe enthalten, die links e i} und in der Vertical- 
reihe ? die oben e y entbalt. 

(33) Irreducibele Systeme mit drei Einheiten. 


I. 


(34) 


^2 


*1 *2 
0 , 

0 0 


II. Cj Cq C.) , III. 

Irreducibele Systeme mit vier Einheiten. 


&> 0 0 


,J 2 

0 0 . 


% 

e 3 

0 

0 


% 

0 

0 : 

0 


II. 


— % 0 


e 3 

O’ 

0 


III. 


e i ®2 

' ®3 CCg 

0 0 


«3 

0 

0 ’ 

0 


IV a. 


e i 


0 

0 


c s 

0 

O’ 

0 


IVb. 


e x e% 

e 3 0 

0 — e s 
0 0 


e 3 

0 

0’ 

0 


V. 


p 2 


'2 


e i & 
0 
0 


c 3 


^2 ®3 

0 0 
0 o’ 
0 0 


Via. 


69 


<?9 


% ^2 


Ylb. 


69 


60 69 


^2 


Vila. 






^3 

0 

0 


-e 2 

O’ 

0 


VII b. 


C 2 

% 

0 

0 


c 2 

0’ 

0 


VIII. 


e 3 

0 


fi 3 

0 

0 


0 

0’ 

0 


IX. 


e 2 

0 

0 


c 3 

0 ’ 

0 


X. 


0 

0 

0 


<2 

0 

0 

0 


C 3 

0 

0 

0 


C* 6/v 


v e o 


e 2 6 3 

0 0 5 

0 0 


2 e 0 = 6 0 -j- i , 

2 =:=: ^2 “1“ ^3 J 

2 e 2 = g 0 i e -l , 

2e/ = e 9 • 




3 • 


17) E. Study , Gott. Nachr. 1889, p. 237. Monatsh. f. Math. 1 (1890), p. 283. 
Verwandte Untersuchungen hatte bereits 1870 B. Peirce angestellt: Am. J. of 
Math. 4 (1881) p. 97. Indessen ist dieser Autor nicht zu einer erschopfenden 
Aufzahlung der Systeme mit drei und vier Einheiten gelangt. 
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Die Typen sind durch romische Ziffern unterschieden, die ver- 
schiedenen Gestalten eines und desselben Typus durch diesen ange- 
hangte Indices a, b. Das zuletzt (ohne Hummer) angefiihrte System 
reprasentiert die einzige reell-irreducibele Gestalt eines reducibelen 
Typus, die bei vier Einbeiten vorkommt. Es wird zerlegt durch Ein- 
fuhrung der neuen Einbeiten e[. Jedes dieser Systeme, mit Ausnahme 
von II, Irann durcb Einfubrung neuer Einbeiten in sein reciprokes 
System iibergefiihrt werden. I, IV, V und X haben das commutative 
Gesetz der Multiplikation. Die Tafel III stellt unendlich viele ver- 
scbiedene Typen dar, entsprecbend den verschiedenen Werten des 
Parameters c, darunter alle bei vier Einbeiten vorhandenen Typen 
obne reelle Gestalt, entsprecbend den imaginaren Werten von e. Via 
ist das von Hamilton 1843 entdeckte System der Quatemionm. Via 
und Vila geben in die Gestalten VIb und VII b iiber durch die ima- 
ginare Substitution 

e o = e o > e 2= ie a> — 

ebenso IVa in IVb durcb Einfubrung von ef = ir 2 an Stelle von e 2 . 

10. Speeielle Systeme mit w 2 Einheiten. Bilineare Formen. 
Besonders untersucbt worden ist eine Klasse von Systemen com- 
plexer Grossen mit einer quadratischen Zahl von Einheiten, die aus 
der Theorie der linearen Transformationen entspringt. Durch jedes 
System von n 2 reellen oder gewohnlichen complexen Grossen a ix 
(i, %= 1 ... n) — also durch eine (quadratische) sogenannte Matrix 
\\a ix \\ [Art. I B lb] — ist eine lineare Transformation 


(35) Us. = ci, x Xi (x— 1 ... n) 

i 

bestimmt (deren Determinants \a ix \ bier nielit notwendig als von 
Null verschieden vorausgesetzt wird), und ebenso eine bilineare. Form 
[I Bib] 

L J n n 

(36) A j/jj ^fy-XiUjc . 

1 1 

Fiibrt man nun die zu einer zweiten Matrix von Elementen 
l|5i*|| oder einer bilinearen Form 1 > gehorige lineare Transformation 
nach der ersten aus, so entsteht cine neue lineare Transformation, 
zugehorig zu der Matrix \\c ix \\ und der bilinearen Form C, wobei 


(37) 

(38) 


V 

■ 2j a ‘ 


X fJ XJ j 




CijXiUj 



cA ell 
CU X cx y 
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Die Regel, wonach Her aus zwei Matrices oder bilinearen For- 
men eine dritte bergeleitet wird, nennt man „Zusammenset 0 ung iC , „Com- 
position" oder aucli „Multiplikation ci der Matrices oder bilinearen For- 
men. Man driickt den Inhalt der Pormel (38) durch die symbolische 
Gleichung 

(39) AB=C 

aus, und nennt die Form C das — in der Reihenfolge A, JB genom- 
mene und yon JB • A zu unterscheidende — (sog. symbolische) Prochikt 
yon A und JB. Offenbar ist diese Regel ganz identisch mit der Multi- 
plikationsregel eines Systems complexer Grossen mit w? Einheiten e ix . 
Setzt man 

(40) e-i X ei m = 0 (% =j= Z), ei X e x i = en , 

so sagen die obigen Formeln dasselbe aus, wie die Gleichung 

(41) Q? «*» e A (2 lix 6iy ) = 2 Cix et ■ 18 ) 

Es gelten daher auch alle bei dem Rechnen mit einem System com- 
plexer Grossen iiberhaupt anzuwendenden Regeln insbesondere fur 
das Rechnen mit bilinearen Formen, soweit man auf solche keine 
anderen Operationen als die Addition, die Multiplikation mit nume- 
rischen (reellen oder gewohnlichen complexen) Grossen, und die oben 
definierte Multiplikation zweier bilinearer Formen miteinander an- 
wendet 19 ). Aber auch umgekehrt lassen sich die in der Theorie der 

18) Fur den Fall n = 3 wird das obige System complexer Grossen von 
Mathematikern englischer Zunge als System der Nonionen bezeicbnet. S. dar- 
iiber C. S. Peirce , Johns Hopkins Circular, Baltimore 1882, Nr. 22; J. J. Syl- 
vester ebenda Nr. 27. Vgl. auch Anm. 15. — Im allgemeinen Falle brauchen 
Sylvester u. A. fur den besonderen Zweig der Algebra, der von der Zusammen- 
setzung bilinearer Formen handelt, den Ausdruck Universal Algebra. 

19) Die Zusammensetzung der Matrices ist so alt, als die Theorie der linea- 
ren Transformationen selbst ; das obige specielle System complexer Grossen tritt 
auf, wo immer man es mit linearen Transformationen zu thun hat. Das We- 
sentliche an der im Text dargelegten Auffassung liegt aber darin, dass der 
ganze Complex von n 2 Grossen a i}t als etwas Einheitliches angesehen und durch 
ein solches Zeichen dargestellt wird, das dem distributiven und associativen 
Gesetz der „Multiplikation u einen formal einfachen und leicht zu handhabenden 
Ausdruck verleiht. Diese Auffassung findet sich angedeutet schon bei Hamilton 
(Lectures), klar und deutlich bei Cayley (Lond. Trans, v. 148 [1858], 1859, p. 17 
= Coll. Math. Papers 2, p. 475); Cayley muss daher wohl als Begriinder dieser 
Theorie angesehen werden. Nach Cayley haben viele Mathematiker sich der- 
selben Begriffsbildungen bedient. Fur uns kommen insbesondere in Betracht 
Arbeiten von Hdm. Laguerre (Ec. Polyt. t. 25, 1867, p. 215), G. Frobenius (J. f. 
Math. 84, 1878, p. 1 — die grundlichste Untersuchung uber diesen Gegenstand 
— ), Sylvester (Johns Hopkins Circular, Baltimore 1883, Nr. 27, 1884, Nr. 28; Am. 
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bilinearen Formen gewonnenen Satze auf beliebige Systeme complexer 
Grossen anwenden. Die Multiplikationsregeln ernes solcben Systems 
sind namlicb. selbst nichts anderes als der Ansdruck fur die Regeln 
der Zusammensetzung gewisser specieller bilinearer Formen: setzt 
man j von irgend einem vorgelegten System mit n Einbeiten und mit 
den Multiplikationsregeln ausgebend 

^ 42 ) Ai = ^ x s Y S itU t (i = 1 ■ • • n ) , 

so folgt AiA x = Jfyi XS A s . 20 ) Die oben betracbteten speciellen Sy- 
steme mit n 2 Einheiten entbalten also, wenn man die Zah.1 n unbe- 
stimmt lasst, alle anderen. Offenbar kann man in derselben VTeise 
aus jeder linearen Scbaar bilinearer Formen, sofern die Produkte von 
je zwei Formen der Scbaar selbst angeboren, ein System complexer 
Grossen mit oder obne Haupteinbeit berleiten. So stimmt das System 
(40) selbst im Falle n = 2 mit den Qmternionen in ihrer zweiten 
reellen Gestalt Ylb uberein, wie man erkennt, wenn man statt der 
Produkte x ( u x die vier ebenfalls linear-unabbangigen Formen 
A 0 = x t u x -f- x 2 u 2 , A x = x x u 2 x 2 u x 
( 43 ) A 2 = — x x u x -j- x 2 u 2 , A 3 = x 2 u x — x x ti 2 

als „Einbeiten“ einfuhrt 21 ); dieselbe Multiplikationstafel VI b ergiebt 
sici. aber nach. Obigem u. a. auch, wenn man das folgende System 
von Tier bilinearen Formen 


JSq = ODqUq -(- -f- ^2 ^2 “f“ ^3 ^8 ? -®1 X 0 U l~h X l ^0 ^2 *^3 ^2 > 

^ ^ B% = % qU 2 -\-X : 1 % " f " X % % * 4 “ ? ^ 3 ~ # 0 ^ 3 + ^2 *^2 M 1 #3 ^0 

zu Grrunde legt. — 

Unter den (symbolischen) Potenzien A , A 2 = A A, A* — AAA 
n. s. w. einer bilinearen Form 



(%i n Xi Ujf 


J. of Math. 6, 1884, p. 270), JEd. Weyr (Monatsh. f. Math. 1889, p. 187) und 
H. Taber (Am. J. of Math. 12, 1890, p. 337; 13, 1891, p. 159). Da die genannten 
Autoren zum Teil unabhangig von einander gearbeitet haben, so habfin die Haupt- 
satze in dieser Theorie mehrere Entdecker. 

20) JEd. Weyr, Prag. Ber, v. 25. Nov. 1887. In anderer Form ist der Satz 
zuvor schon von C. S . Peirce ausgesprochen worden (Mem. of the Am. Acad, of 
Arts and Sciences 9, 1870. Am. J. of Math. 4, 1881, p. 221). Ygl. dazu Johns 
Hopkins Circular Nr. 13 (1882), Nr. 22 (1883). 

21) Laguerre a. a. O. p. 230. Cayley , Math. Ann. 15 (1879), p. 238. B. u. 
C. S. Peirce , Am. J. of Math. 4 (1881); Johns Hopkins Circ. Nr. 22 (1883). Cyp. 
Stephanos , Math. Ann. 22 (1883), p. 299. 
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befinden sicb hochstens n linear-unabhangige, d. h. solche, zwischen 
denen keine fur alle Wertsysteme der Grossen x h u £ giiltige lineare 
Gleichung mit numeriscben (reellen oder gewobnlicben complexen) 
Coefficienten (Funktionen der a ix ) stattfindet. Rechnet man, wie ge- 
brauchlich, zu diesen Potenzen als nullte die sogenannte „Einheitsform,“ 

(45) E — X ± U X + X 2 U 2 + -••-{- XnU n , 22 ) 

so kann man immer die n te Potenz yon A durcb die yorausgebenden 
Potenzen (A 0 = E, A 1 ==A l A 2 , A*, ... A 71 ^ 1 ) ausdrucken. Man 
bildet zu diesem Zweck, unter r einen unbestimmten Parameter ver- 
stehend, die Determinante der bilinearen Form r-E — A y 

(46) 9 if) — I — * A | = 

= “I 1 - a re r° = (r — rj (r — r 2 ) • • • (r — r n ) , 

eine ganze Funktion n tQTL Grades von r mit reellen oder gewobnlicben 
complexen Coefficienten. Ersetzt man nun in dem Ausdruck yon <p(r) 
r durcb A, d. b. r° durch E = A 0 , r 1 durcb A, r 2 durcb das (sym- 
boliscbe) Quadrat yon A, u. s. w., so findet sicb cp(A) = 0. 28 ) Der 
Ausdruck tp (r) wird, unter Entlehnung eines Ausdruckes yon Cauchy , 
nach Frobenius die „charakteristische Funhtion“ der Form A genannt; 
die Gleichung 9 (f) = 0 beisst entsprecbend die „charaMeristische Glei - 
chung uU ). Diese Gleichung ist die Gleichung niedrigsten Grades, der 
die Form A geniigt, so lange die Grossen a ix unbestimmt sind. Die 
Gleicbung niedrigsten Grades, der eine Form A mit irgendwie spe- 
cialisierten Coefficienten a i7t geniigt, 

(47) = A? + a x Ap- 1 + 1- a p A° = 0 (p ^ ri), 

wird yon Weyr die „Gnmdgleichung“ , yon anderen die „reducierte cha- 
raJcteristische Gleichung iC der Form A (oder der Matrix ||a^||) genannt. 
Um die zugehorige ganze Funktion ^>( r ) zu bilden, bestimme man 
den grossten gemeinsamen Teiler # (r) aller Unterdeterminanten 
( n — l) ten Grades der Determinante \rE — A |. Es ist dann 


22) Diese Bezeichnung nach Frobenius. Die entsprechende Matrix wird 
Firiheitsmatrix oder Scalarmatrix genannt. Die entsprechende complexe Grosse 
des Systems (40) ist die Haupteinheit dieses Systems. 

23) Dieser Hauptsatz der Theorie ist von Cayley (a. a. 0.) behauptet und an 
einem Beispiel {n = 3) verificiert worden. Bewiesen haben ihn Laguerre, Frobenius, 
Ed. Weyr u. H. Taber (s. Anmerk. 19), ausserdem M. Pasch (Math. Ann. 38, 1891, 
p. 48), A. Bmhheim (Lond. M. S. Proc. 16, 1885, p. 63), Th. Molien (Math. Ann. 
41, 1893, p. 83), endlich Frobenius , Berl. Ber. 1896, p. 601. Der principiell ein- 
fachste Beweis ist der zweite von Frobenius. 

24) Bei Sylvester u. a. heisst die Gleichung (46) „ latent equation u , ihre Wur- 
zeln r x ... r n heissen „ latent roots u (der Matrix || a ix ||). 
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, n w(r) 25> ) 

(48) = K 

Bei beliebigen Systemen complexer Grossen bilden Grad und 
Bes chaff enheit der niedrigsten algebraischen Gleichung, der eine all- 
gemein. gewahlte Zahl d eines bestimmten Systems geniigt, eines der 
Hulfsmittel, deren man sich zur Klassifikation dieser Gebilde bedient 17 ). 
Der bei jedem yorgelegten System yollig bestimmte Grad p dieser 
Gleichung wird nach Scheffers y) Grad“ y nach Molien yy Rang Ci des Sy- 
stems genannt; die Gleichung ^($)== 0 selbst heisst bei Scheffers 
die yy charaMeristische Gleichung u y bei Molien die yy JEianggleichung u des 
Systems 26 ). So hat bei dem System (40) mit n 2 Einheiten der 
Rang den Wert n, und die Gleichung 99 (r) = 0 (46) ist die Rang- 
gleickung dieses Systems. Von den irreducibelen Systemen mit drei 
Einheiten (33) hat I den Rang 3, II und III haben den Rang 2; 
yon denen mit yier Einheiten (34) hat I den Rang 4, II — V haben 
den Rang 3, VI— X den Rang 2. Die Ranggleichung der Quater- 
nionen (34, Via) z. B. lautet ; wenn a = a 0 e 0 -f- -f- ct 2 e 2 -f- a z e z ge- 

setzt wird, 

r 2 — 2a 0 • r -f- (a 0 2 -f- a ± -f- ^2 2 + a z) = 0. — 

Die linke Seite der Ranggleichung eines reducibelen Systems ist 
gleich dem Produkt aus den linken Seiten der Ranggleichungen seiner 
einzelnen irreducibelen Bestandteile. Es lassen sich daher alle Systeme 
complexer Grossen mit n Einheiten angeben, deren Rang den gross- 
ten moglichen Wert n erreicht. Ihre irreducibelen Bestandteile haben 
einzeln wiederum die genannte Eigenschaft, und alle, die aus der 
gleichen Zahl m (<±n) yon Einheiten gebildet sind, gehoren einem 
einzigen Typus an; die Multiplikationsregeln eines solchen irreduci- 
belen Systems mit den Einheiten e 0 ... e m -i lassen sich auf die Form 
bringen: 

(49) — 1), e* <?* = () — l). 27 ) 

11. Specielle Systeme mit commutativer Multiplikation. Die 
zuletzt betrachteten Systeme complexer Grossen mit n Einheiten bilden 


25) Frobenius , J. f. Math. 84; andere Beweise sind gegeben worden von 
Ed. Weyr (a. a. 0.) und von Frobenius , Berl. Ber. 1896, p. 601. 

26) Scheffers , Math. Ann. 39 (1891), p. 293, Molien , ebenda 41 (1893), p. 83. 
Die „charakteristische Gleichung eines Systems 44 ist nicht zu verweckseln 

mit der „charakteristischen Gleichung 44 einer Grosse a des Systems, der Glei- 
chung tp(f) = 0, die zu der entsprechenden bilinearen Form gehort. 

27) Study , Gott. Nachr. 1889, p. 62 und Monatsh. f. Math. 2 (1890), p. 23. 
Andere Beweise bei Scheffers, , Math. Ann. 39, p. 293, und bei G. Sforza , Giorn. 
di mat. 32—34 (1894—96), pp. 293, 80, 252. 
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eine sebr specielle Klasse unter denen, die das commutative Gesetz 
der Multiplication befolgen. Unter ibnen sind die einfacbsten die 
Systeme, deren irreducibele Bestandteile nur je eine Einbeit entbalten; 
also die zu dem Typus 

(50) e? = e.i , = 0 (i =j= x, i, % — 1, 2 . . . n) 

geborigen Systeme. Auf diese Systeme, und ibre verscbiedenen nacb 
dem Satz in Nr. 8 obne weiteres anzugebenden reellen Gestalten ist 
man gekommen durcb eine TJntersucbung tiber den inneren Grund 
der ausgezeicbneten Stellung, die wir dem System der gemeinen com- 
plexen Grossen zuscbreiben. Man bat dabei angekniipft an eine Stelle bei 
Gauss*), der in Aussicbt gestellt batte, die Prage zu beantworten: „Wa- 
rum die Belaiionen zwischen Bingen, die eine Mannigfaltigkeit von mehr als 
zwei Bimensionen darbieten, nicht noch andere in der allgemeinen Arith- 
metik mlassige Arten von Grossen liefern honnen cc . Bedenkt man, dass 
die beute auf vielfaltige Weise verwendeten gewobnlicben complexen 
Grossen docb bauptsachlicb und urspriinglieb nur desbalb in die 
Analysis eingefubrt worden sind, weil man mit ihrer Hiilfe gewissen 
Satzen allgemeine Gultigkeit und anderen eine einfacbere Ausdrucks- 
weise geben konnte, so entstebt die Prage, ob der Erweiterungs- 
process, der von dem Gebiete der reellen Grossen in das Gebiet der 
gemeinen complexen Grossen fubrt, hiermit abgescblossen ist, oder 
ob nicbt das genannte Bedurfnis zu ferneren in gleicbem Sinne be- 
recbtigten Erweiterungen des Gebietes der „allgemeinen Arithmetic 
Anlass giebt. 

Um die Zeit 1863 bat Weierstrass in einer an der Universitat 
Berlin gebaltenen offentlichen Yorlesung „uber complexe ZahlgrosseC 
den Satz bewiesen, dass bei einem jeden (nacb unserer Terminologie) 
reellen System complexer Grossen mit commutativer Multiplikation 
ein Produkt a-b verscbwinden kann, obne dass einer der Faktoren 
verschwindet, es sei denn, dass das betracbtete System nur eine Ein- 
beit (e 0 2 = e 0 ) entbalt, oder mit dem aus zwei Einbeiten gebildeten 
System der gemeinen complexen Grossen zusammenfallt 23 ). Ein ahn- 
licber Satz gilt, nach Frobenius und C. S. Peirce , auch dann, wenn 
man das commutative Gesetz der Multiplikation nicbt fordert: zu den 
genannten beiden Systemen kommen dann nocb die reellen Quater- 
nionen (Via) 29 ). Wenn man es also fur unzulassig erklart, dass eine 

28) Nach. mundlicher Mitteilung von H. A. Schwarz. Vgl. auch F. Fosscik , 
Elemente der Arithmetik (Berl. 1882, Priedr. Werd. G-ymn. Progr.). Ein von 
H. Hanlcel veroffentlichter Satz (a. a. 0.) ist in dem oben angefiihrten enthalten.' 

29) Frobenius , J. f. Math. 84 (1878), p. 59. C. S. Peirce , Am. J. of Math 
4 (1881), p. 225. 
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algebraische Gleichung (z. K ax + b = 0) mit von Null verschiedenen 
Coefficienten unendlich viele Wurzeln haben kann, und wenn man 
aucb das commutatiye Gesetz der Multiplikation nicbt verletzen will ; 
so bleiben zulassig nur die gewohnlichen complexen Grossen. - — 
Etwas geringere Anforderungen an die in der „allgemeinen Arith- 
metic zulassigen Grossen hat Weierstrass in einer Veroffentlichung 
aus dem Jahre 1884 gestellt 30 ). Er betrachtet auch hier nur S y- 
steme mit commutativer Multiplikation, ohne dabei von vornherein 
die Existenz einer Haupteinheit (nach unserer Terminologie) anzu- 
nehmen. Da in jedem solchen System eine algebraische Glei- 
chung n tm Grades, deren Coefficienten alle aus einem und demselben 
Teiler der Null durch Multiplikation mit irgend welchen Grossen des 
Systems hervorgehen, unendlich viele Wurzeln haben kann, so stellt 
er die Erage naeh alien den Systemen, bei denen nur solche besondere 
Gleichungen unendlich viele Wurzeln zulassen. Diese Frage wurde 
von ihm unter Zuziehung mehrerer weiterer Voraussetzungen, und von 
B. Dedelcind 31 ) allgemein dahin beantwortet, dass nur die verschiedenen 
reellen Gestalten des Typus (50) diese Eigenschaft besitzen. Bede - 
kind zeigte ausserdem, dass diese Systeme vor alien anderen durch 
das Nicht-Verschwinden der aus den Constanten y ixs gebildeten De- 
terminante 

(51) IX y<* a y#-*v| 

r,s 

ausgezeich.net sind. Bei dieser Art der F ragestellung ergeben sicli 
also ausser dem System der gemeinen complexen Grossen noch an- 
dere, aber nur triviale Systeme, namlich solche, deren Bechnungs- 
regeln lediglich Wiederholungen der Beehnungsregeln sind, die sehon 
bei den reellen und den gewohnlichen complexen Grossen vorkommen. 
Aus diesem Grunde erklart Weierstrass die genannten Systeme zwar 
nicht fur unzulassig, aber far iiberfliissig. Anderer Ansicht ist Dale- 
hind- Er zeigt, dass die innerhalb der Theorie der gewohnlichen 
complexen Grossen auftretenden und langst eingebiirgcrten algebrai- 
schen Zahlen (I C 4) bei geeigneter Auffassung genau dieselben Eigen- 
schaften darbieten, wie die Grossen der Systeme (50). Nach ihm sind 
also diese Systeme weder unzulassig, noch iiberflussig, sie entbehren 
aber des Charakters der Neuheit. — Dasselbe lasst sich iibrigens noch 


30) Gott. Nachr. 1884, p. 396 u. ff. Dazu H. A. Schwarz , ebenda p. 016 
0. Holder 1886, p. 241, J. Petersen 1887, p. 489. Vgl. An m. 14. 

31) G8tt. Nachr. 1885, p.141, u. 1887, S. 1. Dazu Frobenim, Deri. Ber. 1896, 
p. 601. D. Hilbert , G8tt. Nachr. 1896, p. 179. Study , ebenda 1898, p. 1. 


11 • Specielle commutative Systeme. 


175 


in einem anderen Sinne bebaupten. Audi gewisse langst untersudite 
Systeme bilinearer Formen unterscbeiden sieb nur in der Bezeich- 
nung von den Systemen (50), und namentlidi ist die yon Weier- 
strass und seinen Nacbfolgern bebandelte Reduktion eines „zulassigen“ 
Systems auf die Basis (e t . . e n ) (Reduktion auf die „Teilgebiete“ nacb 
Weierstrass) eine aus der Tbeorie der bilinearen Formen wohlbekannte 
Operation 32 ). 

Eingebendere Untersucbungen liber die moglicben Typen yon 
Systemen mit commutatiyer Multiplikation liegen zur Zeit noeb nicbt 
yor. Eine gewisse Einsicbt in die Struktur dieser Systeme wird er- 
offnet durcb mebrere Satze von G. Scheffers und Th. Molien (a. a. 0.), 
sowie durcb einen von G. Frobenius 32 ) aufgestellten Satz: „Sind A 
und B zwei miteinander vertauscbbare bilineare Formen (oder aucb 
yertauscbbare Grossen irgend eines Systems), so sind die Wurzeln 
der cbarakteristiscben Gleicbung der Form l A + gB lineare Funk- 
tionen der Parameter A und \l. u — 

L. Kroneelcer bat umfangreicbe, sebr abstrakt gebaltene TJnter- 
sucbungen angestellt liber den Zusammenbang der Systeme mit com- 
mutatiyer Multiplikation mit der von ibm begriindeten Tbeorie der 
Modulsysteme [IBle]. Er gebt von der Bemerkung aus, dass die 
1 in ken Seiten der Definitionsgleicbungen 

&iGje ¥ix$6s ===: 0 ( ¥iy.s === Yxis) 

nacb Ersetzung der Einbeiten % durcb unbestimmte Grossen ein 
Modulsystem bilden, und er zeigt, dass umgekebrt jedes Modulsystem 
von bestimmter besonderer Bescbaffenbeit zur Entstebung eines Systems 
complexer Grossen Anlass giebt 33 ). 

12. Oomplexe Grossen und Transformationsgruppen. Wir 
wenden uns nun zur Betrachtung des Zusammenbangs der Systeme 
complexer Grossen mit gewissen Transformationsgruppen (vgl. Nr. 6). 
Fasst man in den durcb die Multiplikationsregeln (21) irgend eines 
Systems complexer Grossen naher erklarten Gleicliungen 
(52) x = ax , x = xb 

die Ooordinaten Xi der complexen Grosse x als unabbangige Verander- 
licbe auf, die Coordinaten x[ von x als abbangige Yeranderlicbe, end- 
licb die Coordinaten und h der Grossen a und b als Parameter, so 
stellt jede der beiden Gleicbungen (52) eine continuierlicbe und zwar 

32) Study, G-ott. Nachr. 1889, p. 265. Vgl. Frobenius , Berl. Ber. 1896, 
p. 601. 

33) Berl. Ber. 1888, I. p. 429, 447, 557, 595; II. p. 983. 



176 


I A 4. Hohere complexe Grossen. 

n-gliedrige Gruppe von linearen Transformations vor 84 ), eine Unter- 
gruppe der yon S. Lie so genannten linearen homogenen Gruppe 
[n A 6]; andere Gruppen — Untergruppen der sog. allgemeinen 
linearen Gruppe - werden in entsprechender Weise dargestellt durch 
die Gleichungen: 

(53) x' = x-\-c, x'=ax-\-c, x=xb-\-c, x =axl>-\-c. 

Fiihrt man in die Gleichungen der letzten und umfassendsten unter 
diesen Gruppen (durch eine nicht-lineare Transformation) neue Ver- 
anderliche ein, so erhalt man neue Gruppen, bei denen an Stelle des 
eommutatiyen Gesetzes der Addition und des distributiven und asso- 
ciativen Gesetzes der Multiplihation gewisse F unktionalgleichungen 
treten. Fr. Schur hat gezeigt, dass auch umgekehrt jede Gruppe, 
deren Transformationen diesen Funktionalgleiehungen geniigen, durch 
Einfuhrung von geeigneten Veranderlichen und Parametern in die 
Form x = axb + c gesetzt werden kann 85 ). 

Die beiden projektiven w-gliedrigen Gruppen (52) bilden, nach 
der Ter min ologie von S. Lie, ein Paar von einfach-transitiven, soge- 
nannten reciproken Gruppen [II A 6]. Sie sind aber nur specielle 
Gruppen dieser Art, da sie (mindestens) eine eingliedrige Untergruppe 
(a = 2e°, b = le°) mit einander gemein haben. Fasst man jedoch, 
abweiehend von der oben gemachten Annalime, die Veriinderlichen 
x { , x- wie auch die Parameter a x , b x als Verhaltnisgrbssen (soge- 
nannte homogene Grossen) auf, so verschwindet dieser specielle Charakter: 
Man erhalt jeden „Typus“ von Paaren reciproker projektiver Gruppen 
eines Raumes von n — 1 Dimensionen, und jeden Typus nur einmal, 
wenn man an Stelle des oben unbestimmt gelasscnen Systems com- 
plexer Grossen der Reihe nach Reprasentanten eines jeden Typus von 
Systemen mit n Einheiten setzt 36 ). Es ist also zugleich mit den 
unter Nr. 7 und Nr. 8 besprochenen Problemen ein bestimmtos Pro- 
blem aus der Theorie der Transformationsgruppcn gelost. 

TJmfassendere Anwendungen der Systeme complexer Griissen auf 
die Theorie der Transformationsgruppen ei-gel)en sich aus der beson- 
deren analytischen Darstellung der — zufolge der getrolienen Fest- 
setzung — (n — l)-gliedrigen reciproken Gruppen x — ax, x = xb. 

34) Zuerst bemerkt von H. Poincare: Par. C. Ii. 99 (1884), p. 740. Vgl. zu 
dieser Arbeit Lie u. Scheffers a. a. 0. is. 621. 

' 35) Math. Ann. 33 (1888) p. 49. 

36) Study, Leipz. Ber. 1889, p. 177 = Monatsh. f. Math. 1 (1890), p. 283. 
Lie und Scheffers , Cont. Gruppen (Leipzig 1893) Kap. 21; siehe wegen der allge- 
meinen Theorie der reciproken Gruppen Lie und Engel , Theorie dor Trans- 
foraationsgvnppen I (Leipzig 1888), Kap. 21. Vergleiche uberall Art. II A C. 
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Diese Gruppen sind namlich zugleich ihre eigenen Parametergruppen. 
Fiihrt man nacli den obigen Transformationen die folgenden aus: 
x"— ax, x”=x'V, so folgt x r —a"x , x'—xV\ wo 

(54) a" — a a, &"=&&'• 

diese Gleichungen haben aber wiederum die Form (52). Sagen wir 
(mit Study ) allgemein, dass bei einer bestimmten Darstellung einer 
r-gliedrigen continnierlichen (oder aucb sog. gemiscbten) Gruppe durcb 
r + 1 bomogene Parameter bilineare Zusammensetzung der Parameter 
stattfindet, wenn die Parameter der aus zwei Transformationen S 1 und 
S 2 der Gruppe zusammengesetzten Transformation Sp S 2 ganze homogene 
lineare Funktionen der Parameter von S t sowohl als von S 2 sind, so 
folgt: „Jede (n — l)-gliedrige continuierliche Gruppe, die gleichzusam- 
mengesetzt ist mit einer — oder mit mehreren — der aus Systemen 
complexer Grossen hergeleiteten (n — 1) - gliedrigen Gruppen (52), 
ist einer Darstellung durch n homo gene Parameter mit bilinearer 
Zusammensetzung — oder mehrerer solcher Darstellungen — fahig.“ 
Da unter den Gruppen (52), sobald w>3 ist, nicht alle moglichen 
Zusammensetzungen (n — l)-gliedriger Gruppen auftreten, so erfreuen 
sich nur verhaltnismassig wenige continuierliche Gruppen dieser be- 
sonders einfachen Art der Parameterdarstellung; der Kreis dieser 
Gruppen erweitert sich aber bedeutend, wenn man auch uberzahlige 
Parameter zulasst 37 ). 

Zu den zuletzt betrachteten Kategorieen von continuierlichen 
Gruppen gehoren insbesondere auch mehrere Gruppen, die — auf 
andere Weise als oben geschehen — aus Systemen complexer Grossen 
selbst hergeleitet sind 36 ). Wir heben hervor die von je 2 n — m — 1 
und n — m wesentlichen (nicht homogenen) Parametern abhangigen 
Gruppen 

(55) x — axb, x = b'~ 1 xb 7 

wobei m die Zahl der linear -unabhangigen Grossen des betrachteten 
Systems ist, die mit alien iibrigen vertauschbar sind. Die zweite dieser 
Gruppen ist die adjungierte Gruppe der (n — 1)- gliedrigen Gruppen 
x—ax , x—xb. Bilineare Zusammensetzung der Parameter besteht 
ferner fur die sog. gemischten Gruppen, die aus den Gruppen (55) 
durch Hinzufiigung der Transformation x — x~~ x hervorgehen, sobald 
der Rang des betrachteten Systems complexer Grossen gleich zwei ist. 
Endlich gehoren hierher auch die unter (53) aufgefiihrten Gruppen, 

37) Ob jede continuierliche Gruppe auf diese Weise dargestellt werden 
kann, hangt von der Entsckeidung der noch offenen Frage ab, ob es projektive 
Gruppen von jeder beliebigen Zusammensetzung giebt. 

Encyklop. d. math., Wissenscli, I, 
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wie man erkennt, wenn man die fetch) ( 3 »- w)-gliedrige Gruppe in 
einer der beiden Formen 

(56 ) x ' = a -'(x(i + y), *'=(«* 4 

schreibt, ferner die aus einem System mit commutativer Multiplika- 
tion abgeleitete 3w-gliedrige Gruppe 

ax + (3 

(57) 

Unter die zuletzt angestellten Betrachtungen subsumieren sich 
eine Reihe von Anwendungen, die man von speciellen Systemen com- 
plexer Grossen gemacbt hat. 

Identificiert man das zu Grunde gelegte System complexer Grossen 
mit dem System der Samiltonschen Quatemionen (34, Via), so sind 
die beiden Gruppen x = ax nnd x = xl dreigliedrig, und konnen 
gedeutet werden als die beiden Gruppen collinearer Transformatio- 
nen des Raumes, die die eine oder andere Schaar von Erzeugenden 
der imaginaren, aber zu einem reellen Polarsystem gehorigen Flache 
2. Grades 

+ x i + ^ 2 + V = 0 

in Ruhe lassen [III 0 4], oder auch als die beiden Gruppen soge- 
nannter Schiebungen eines Nicht-Euelidischen („elliptischen“) Raumes 
[III A 1]; die sechsgliedrige gemischte Gruppe x=axb 7 x==ax~ x b 
umfasst alle eigentlichen und uneigentlicben coliinearen Transforma- 
tionen, die die genannte Flache in sich selbst ubeifuhren, oder die 
Gesamtheit der Bewegungen und sog. Umlegimgm (Transformationen 
mit symmetrischer Gleichheit aller Figuren) des gen an n ten Raumes. 
Die dreigliedrige gemischte Gruppe x=ar l xa 7 x— a ~ x x~~ x a cnd- 
lich besteht aus alien den coliinearen Transformationen der genannten 
Flache, die den Punkt allgemeiner Lage x — c {) in Iiuhe lassen; 
x= =ar 1 xa ist also bei der zweiten Auffassung die Gru])pe aller 
Drehungen um einen festen Punkt des Nicht-Euklidischen Raumes 88 ). 
Dieselben Transformationsformeln x = cr X xa und x = a l x~~ x a 

lassen sich aber, bei Deutung der Quotienten - 1 , * ; , '*'* als rccht- 

winkliger Cartesischer Coordinate^ auck auffassen als analytisehc 
Darstellung der Drehungen und Umlegungen um einen festen Punkt 
des gewoknlieken (Euklidiscken) Raumes; sic decken sich vollstandig 
mit den von Euler angegebenen Formeln zur Transformation recht- 
winkliger Coordinatensysteme, wahrend die zur Zusammensetzung der 

38) Z. T. nach Cayley, J. f. Math. 50 (1855), p. 312 = Coll. Math. Papers 
2, p. 214. Ygl. auch F. Klein, Math. Arm. 37 (1890), p. 544. 
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Parameter der Gruppe x— ar x xa dienende Gleichung a = aa — 
das sogenannte Multiplikationstlieorem der Quatemionen — mit den 
yon 0. Rodrigues angegebenen Formeln zur Zusammensetzung der 
Euler’schen Parameter identisch ist 39 ). 

In den verscbiedenen Lehrbiicbern der Quaternionentheorie kom- 
men die besprocbenen gruppentbeoretiscben Tbatsacben gar nicbt 
oder nur in unyollkommener Weise zum Ausdrnck. Es mnss daber 
bervorgehoben werden, dass die Braucbbarkeit der Quaternionen fur 
Zwecke der Geometrie und mathematiscben Pbysik auf eben diesen 
Tbatsacben und auf der Bedeutung berubt, die namentlich der Gruppe 
der (Euklidischen) Drehungen uni einen festen Punkt bei yielen Unter- 
suchungen zukommt 40 ). Wo die genannten Gruppen, oder mit ibnen 
isomorpbe Gruppen nicht auftreten, da konnen aucb die Quaternionen 
nur geringen Nutzen bringen; und bierin liegt der Grund dafiir ? 
warum gewisse Anwendungen des Quaternion encalciils (z. B. die auf 
die Geometrie der Kegelschnitte) einen etwas gekiinstelten Eindruck 
macben und zu wenig befriedigenden Ergebnissen gefiihrt haben. 
Allgemein lasst sicb sagen ; dass das Anwendungsgebiet der Systeme 
boberer complexer Grossen ziemlicb bescbrankt ist. 

Yon ferneren geometriscben Anwendungen von Systemen com- 
plexer Grossen erwabnen wir eine Darstellung der elfgliedrigen con- 
tinuierliclien Gruppe der eigentlicben Abnlicbkeitstransformationen in 
einem yierfacb ausgedebnten Raume durcb die Formeln (56) mit Hiilfe 
der Quaternionen 41 ), die Darstellung der sog. gemiscbten Gruppe der 
Bewegungen und Umlegungen in der Euklidiscben Ebene wie auch 
im Raume durch Parameter mit bilinearer Zusammensetzung 41 ) ; endlicb 
eine Untersuchung von R. Lipschitz fiber die lineare Transformation 
einer Summe von n Quadraten in ein Yielfaches ibrer selbst 42 ). Die 
zuletzt genannten Transformationen bilden eine bei ungeraden Werten 
von n continuierlicbe ; bei geraden Werten von n aus zwei continuier- 
lichen Schaaren bestebende (also „gemiscbte“) Gruppe 7 deren allge- 

meine Transformation von — — — 1 bomogen auftreten den Para- 

metern abbangt [III C 7]. Lipschitz gelangt, unter Yerwendung fiber- 

39) Euler, Novi Comm. Petrop. 20, p. 217. 0 . Rodrigues, Journ. de Math. 
5 (1840), p. 380. Cayley, Phil. Mag. 26 (1845), p. 141 = Coll. Math. Pap. 1, p. 123. 

40) S. die genauere Pormulierung bei Study, Math. Papers from the Chi- 
cago Congress, New York 1896, p. 376. Ygl. auch H . BurJchardt , „Uber Vector- 
analysis 11 , Deutsche Math.-Vrg. 5 (1896), p. 43, sowie Klein und Sommerfeld, Theorie 
des Kreisels, Leipzig 1897, I § 7. 

41) Chicago Papers a. a. 0. Study , Math. Ann. 39 (1891), p. 514. 

42) Untersuchungen liber die Summen von Quadraten, Bonn 1886. Vgl. Nr. 14, 
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zaUiger Parameter, zu einer Darstellung samtlicher Transformationen 

der genannten Gruppe dnrch Parameter mit bilinearer Zusammen- ; 

setzung, indem er von gewissen Systemen complexer Grossen ausgeht, 

die, als Verallgemeinerungen der Quaternionen, bereits von Clifford I 

aufgestellt worden waren 43 ). Das erste dieser Systeme wird von 2 n | 

Einbeiten i a> lap, ^py... gebildet; es ist, wenn die Haupteinbeit mit I 

* 0 bezeicbnet wird, definiert dnrch die Multiplikationsregeln 

= h 2=== ^ 0 ? f'cc('p= — t p t 'cc = l «Pi 

( 58 ) iap^y= ^Py— L «Py> "•> ln=lm...n 

(a + P + V 4 s * ’ 0 5 

das zweite, in der genannten TJntersuchung verwendete (von deni 
ersten iibrigens nnr dnrch die Zahl der Einbeiten und die Wahl der 
Basis unterschiedene) System mit einer 2 n 1 Einbeiten umfassenden 
Basis besteht aus t Q nod den eine gerade Anzabl von Indices 
(ajS, aflyS, . . .) tragenden Einbeiten des ersten Systems. 

Die znr linearen Transformation einer Summe von n Qnadraten 
in ein Yielfacbes ihrer selbst dienenden Formeln sind, abgesehen von 
einer wie es scbeint nnvermeidlicben Unsymmetrie, vollkommen analog 
der von uns schon besprocbenen Losung des Problems in den Fallen 
n — 3 nnd n = 4; sie zeigen tiberdies, wie man alle solchen Trans- 
formationen mit rationalen Zablencoefficienten finden kann. 

13. Klass ifik ation der Systeme complexer Grossen. Den Zu- 
sammenbang der Systeme complexer Grossen mit der Tbeorie der 
Transformationsgruppen baben G. Scheffers u ) und Th. Molien vs ) zur 
Klassifikation der genannten Systeme benutzt. Scheffers teilt, an 
Satze von Lie und Engel ankniipfend, die Systeme complexer Grossen 
in „Nicht- Quaternionsysteme u und „ Quaternionsysteme u . Bei den Syste- 
men der ersten Klasse lassen sich die n Einheiten einer geeigneten f 

Basis auf zwei Gruppen e x ... e r , r} x ...rj s (r-ff-s — n) verteilen, der- ( 

art, dass e? — e i} 6*^ = 0 ist, dass das Produkt von irgend zweien 


43) Am. J. of Math. 1 (1878), p. 350 — Coll. Papers (London 1882) Nr. 30, 
wo bereits die Entstebung der obigen Systeme durch den in Nr. 8 besprochenen 
Multiplikationsprocess angegeben wird. S. auch Coll. Papers Nr. 43. Neuer- 
dings ist auch H. Beez auf diese Systeme gekommen in einer leider verschiede- 
nes Irrtiimliche enthaltenden Arbeit: Z. f. Math. u. Phys., Jahrg. 41 (1896), p. 35, 65. 

44) Math. Ann. 39 (1891), p. 293; 41 (1893), p. 601. 

45) Tiber Systeme hoherer complexer Zablen. Diss. Dorpat = Math. Ann. 
41 (1893), p. 83; ebenda 42 (1893), p. 308. Vgl. ferner Dorp. Ber. 1897, p. 259. 
Der letzte Aufsatz enthalt eine Anwendung der Systeme complexer Grossen auf 
die Theorie gewisser Gruppen von discreten linearen Transformationen. 
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der Einheiten 7] nur von den Einheiten r\ mit hoherem Index ab- 
hangt, und dass alle Produkte der Einbeiten e L mit einer Einbeit rjj 
Null sind ? mit Ausnahme von zweien, fur die man e z rj j = 7 ] j ey, = rjj 
bat. Bei alien diesen Systemen, und bei ibnen allein, sind die Wur- 
zeln der Ranggleichung lineare Funktionen der Coordinaten einer 
Grosse des Systems 46 ). Die Quaternionsysteme lassen sich, wie in- 
dessen erst durcb Molien klar gestellt worden ist, so schreiben, dass 
das System der Hamilton ' s cben Quaternionen (34, Via oder VIb) 
unter den Einbeiten der Basis vorkommt. Zu ibnen geboren fast alle 
die Systeme, die in den unter Nr. 12 besprochenen Anwendungen 
bervorgetreten sind. Alle Quaternionsysteme, die die Quaternionen 
so enthalten, dass die Haupteinbeit der Quaternionen zugleicb Haupt- 
einbeit des Gesamtsy stems ist, geben naeb Scheffers aus den Hamil- 
ton’ scben Quaternionen durcb ,,Multiplikation“ (s. oben unter Nr. 8) 
mit irgend einem anderen System complexer Grossen hervor. An- 
wendungen dieser Tbeorie bilden die Bestimmung aller Typen yon 
Systemen complexer Grossen mit n Einbeiten ; deren Rang gleich zwei 
oder gleich n — 1 ist, und im wesentlicben aucb derer, deren Rang 
gleicb n — 2 ist, und insbesondere die Bestimmung aller Typen von 
Systemen mit fiihf Einheiten ^ 1 ) , ferner die Bestimmung aller Quater- 
nionsysteme bis zu acht Einbeiten. Es giebt bei yier und sieben 
Einheiten je ein irreducibeles System dieser Art, und bei acbt Ein- 
heiten drei, darunter ein scbon yon Clifford angegebenes System 48 ), 
eine von dessen verschiedenen Arten von JBiquaternionen , dasselbe 
System, das zur Parameterdarstellung der Bewegungen im Euklidi- 
scben Raume dient 41 ). 

Molien fuhrt eine Reibe neuer Begriffe ein, von denen wir nur 
einige der wicbtigsten anfiihren konnen, darunter den des begleitenden 
Systems eines gegebenen. Ein solcbes wird yon den Einbeiten e x . . . e r 
einer geeignet gewahlten Basis (e x . . . e r . . . e n ) gebildet, wenn die Pro- 
dukte e/,e x fur sicb durcb e x ... e r selbst ausdriicken lassen, 

alle anderen Produkte zweier Einbeiten aber durcb e r +i . . . e n . Hat ein 
System complexer Grossen kein kleineres begleitendes System, so beisst 
es „ursprunglich u . Alle urspriinglichen Systems werden durch die unter 


46) Der Satz umfasst den unter Nr. 11 angefuhrten Satz von Frobenius (s. 
Anm. 31). Scheffers benutzt jedocli nicht ausschliesslich algebraiscke HulfsmitteL 

47) Die vom Range zwei und vier sind auch von H. Bohr angegeben wor- 
den: liber die aus 5 Haupteinheiten gebildeten complexen Zahlensysteme. Diss. 
Marburg 1890. 

48) Lond. Math. Proc. 4 (1873), p. 381 = Coll. Papers, London 1882 
Nr. 20; ebenda Nr. 42. 
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Nr. 10 letrachteten Systeme mit w 2 Einheiten erschopft. Darin liegt 
zugleich der gruppentheoretische Satz, dass diese Systeme die einzigen 
sind, deren entsprechende (im vorliegenden Falle (n* — l)-gliedrige) 
Gruppen x'^ax, x=xb einfach sind [II A 6]. Allgemein lasst sich 
die Basis so wahlen, dass als begleitende Systeme ft von einander 
unabhangige ursprttngliche Systeme auftreten, die zusammengenommen 
ein ft irreducibele Bestandteile entbaltendes [also, wenn ft 1, reduci- 
beles) begleitendes System bilden. 

Verwandten und zum Teil desselben Inhalts ist eine Untersuchung 
von E. Cartan, fiber die zur Zeit nur vorlaufige Mitteilungen (ohne 
Beweise) vorliegen 49 ). Wir heben daraus hervor die Bestimmung aller 
Gestalten nrsprfinglicher Systeme. Nur die mit 4 m 2 Einheiten haben 
— so lasst sich Cwrtaris Behanptung ausdrficken — mehrere reelle 
Gestalten, und zwar zwei versehiedene. Die eine ist die uns schon 
bekannte (40), die andere wird erhalten, wenn man das System (40) 
mit m? Einheiten bildet, und es mit den Hamilton ’ sehen Quaternionen 
(Via) „multipliciert“ (s. Nr. 8). Zu den „ursprfingliclien“ Systemen 
Molien’s kommen bei Beschrankung auf reelle Systeme noch andere, 
die man als reell-ursprfingliche Systeme bezeichnen konnte, Systeme 
ohne reelle begleitende Systeme. Diese werden naeh Cartan von 2 n* 
Einheiten gebildet; sie werden erhalten, wenn man die Systeme (40) 
mit dem reellen System der gewohnlichen complexen Grossen multi- 
pliciert. Die Gesamtheit aller reell-ursprttnglichen Systeme entsteht 
also, nach Cartan, wenn man die Reihe der Systeme (40) erstens 
mit dem aus einer Einheit bestehenden System, zweitens mit dem 
System der gemeinen complexen Grossen, drittens mit den Quater- 
nionen „multipliciert“. 

14. Ansatze zu einer Functionentheorie und Zahientheorie 
der Systeme holierer complexer Grossen. Nur ein sehr bescheidener 
Anfang liegt vor von TIntersuchungen, die eine Ausdelinung von Satzen 
der gewohnlichen Funktionentheorie [II Bl; vgl. II A 7b] auf beliebige 
Systeme complexer Grossen zum Ziel haben. Ed. Weyr hat die Bedingung 
daffir angegeben, dass eine Potenzreihe J£a,.x v convergiert, in der die 
Coefficienten a, gewohnliche eomplexe Grossen sind, x aber eine Grosse 
eines beliebigen Systems bedeutet. Er findet, dass die Wurzeln r x 
der charakteristischen Gleichung (46) dem Convergenzgebiete der ge- 
wohnlichen Potenzreihe ^ a v x v angehoren mfissen 50 ). G. Scheffers hat 
einige hierher gehorige Betrachtungen fiber Systeme mit eommuta- 


49) Par. C. R. vom 31. Mai und 8. Juni 1897. 

50) Bull, des Sciences Math. s6r. 11 (1887), p. 205. 
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tiver Multiplikation angestellt 51 ). Er gelangt zu einer Definition der 
w analytiscken“ Fnnktionen im Gebiete eines solcken Systems nnd zur 
Darstellung dieser Fnnktionen durck Potenzreiben f(x) — ^c v x v ] die 
Operationen des Differentiierens und Integrierens gestalten sick im 
wesentlicken wie in der gewoknlicken Funktionentbeorie. 

Die Gleickung x — f(x) definiert eine continuierliclie unendliche 
Gruppe, und zwar erkalt man auf diese Weise alle solcbe Gruppen, bei 
denen die F ortscbreitungsricbtnngen um einen Punkt ?; allgemeiner 
Lage“ herum durck eine einfack -transitive (also (n — l)-gliedrige) 
Gruppe von vertausckbaren projektiven Transformationen transformiert 
werden. Die grossten endlicken continuierlicken Untergruppen einer 
solclien Gruppe sind die 8%-gliedrigen Gruppen (57) und die mit 
iknen gleickberecktigten. 

Auck zu einer Zahlentheorie der Systeme complexer Grossen ist 
erst ein Anfang gemackt. JTur die gerade in dieser Hinsickt einen 
Ausnakmefall darstellenden Hamilton’scken Quaternionen sind bis jetzt 
untersuckt worden, von Lipschitz 42 ), und — eingekender und auf an- 
derer Grundlage — von Hurwitz 52 ) (I C). 

Nacktrag. Aus Aufzeicknungen, die sich im Nacklass von Gauss 
vorgefunden kaben ; geht kervor, dass er im Jakre 1819 oder 1820 
sckon im Besitz der Hamilton' scken Quaternionen und ikrer Anwen- 
dung zur Darstellung und Zusammensetzung der Drekungen (und 
Aknlickkeitstransformationen) um einen festen Punkt gewesen ist, und 
dass er auck das Multiplikationstkeorem der Quaternionen sckon in 
Gestalt eines Produkts 

(abcd)(afiy$) = (. ABCJD ) 

gesckrieben kat. S. Gott. Nackr. 1898 ; p. 8^ und ebenda F. Klein : 
Gesckaftliehe Mittkeilungen p. 3. 


51) Leipz. Ber. 1893, p. 828; 1894, p. 120. 

52) Gott. Nachr. 1896, p. 314. 
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Bezeichnungen. 

(£ w bedeutet das n- dimensional© Continuum. Die erste Zahlklasse (vgl. 
Nr. 7) wird durch Z{ I), die zweite Zahlklasse (vgl. Nr. 7) durch Z(U) oder Z(# Q ) 
bezeichnet; £< 0 stellt die Machtigkeit der Reihe der ganzen Zahlen dar, d. h. 
der Klasse Z( I). — U bedeutet das ,,Unendlieh u . 


1. Haufungsstellen von Punktmengen nnd deren Ableitungen. 

Wahrend K. Fr. Gauss gegen den Gebrauch ;? einer unendlichen Grosse 
als einer vollendeten“ ausdriicklich protestiert hat 1 ), ist es G. Cantor 
gelungen, die Einfuhrung solcher Grossen in die Arithmetik zu be- 
grunden und damit die Fortsetzung der Reihe der ganzen positiven 
Zahlen uber das Unendlicbe hinaus zu definieren 2 ). Die Notwendig- 
keit hierzu ergab sicb einerseits bei den Untersucbungen uber den 
Inhalt und die Haufungsstellen von Punktmengen (Nr. 1), andrerseits 
bei der Vergleichung der Mengen arithmetisch definierter Zahlgrossen 
(Nr. 2). (Vgl. besonders II A 1 und II B 1.) 

Fur eine aus unbegrenzt vielen Punkten bestehende Menge P 
giebt es nacb einem Satz von Bolzano- K. Weier stir ass 3 ) mindestens eine 
Haufungsstelle (Grenzpunkt, Verdichtungspunkt). Alle Grenzpunkte 
einer Menge P bilden eine Punktmenge P' ; die Cantor die AUeitung 
von P nennt 4 ). Enthalt die Menge P' unendlich viele Punkte 5 ), so 
besitzt sie eine Ableitung P" ? die auch zweite Ableitung von P heisst 
u. s. w. Jeder Punkt einer Ableitung PM ist in alien vorhergehenden 
Ableitungen enthalten. Ein Punkt der noch in aber nicht 

mehr in P^ v + 1 ) vorhanden ist, heisst Haufungsstelle vter Ordnung. 
Cantor nennt die den Mengen P, Q, B ... gemeinsamen Punkte auch 

1) Briefwechsel zwischen K. Fr. Gauss und H. Chr. Schumacher 2, p. 269. 

2) Cantor bemerkt in Math. Ann. 17, p. 358, dass er schon 1870 zu dieser 
Uberzeugung gelangt sei. 

3) tiber den Ursprung des beziiglichen Schlussverfahrens vgl. Cantor in 
Math. Ann. 23, p. 455. 

4) Math. Ann. 5 (1872), p. 129. 

5) Eine Menge dieser Art erhalt man z. B., indem man fur n — 1, 2, 3 . . . 

in iedes Intervall — V— eine Punktmenge setzt, f dr die — eine Hau- 

fungsstelle ist. Vgl. auch P. du Bois-Beymond in J. f. Math. 79, p. 36. 
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ihxen grossten gemeinsamen Divisor S (P, Q, P • • •) )> U31< 1 daher 

pM aaa ®(P'P"...P<*>). 

Es feann der Pall eintreten, dass der Ableitungsprocess fur 
kein endliches v ein Ende nirnmtj alsdann existiert oino Menge 
% = P " fiir die Cantor das Zeichen P^ (spater P(“>) ein- 
gefahrt hat 7 ). Die Existenz von Punktmengen, fiir die P**) selbst 
aus unendlick vielen Punkten besteht, fiikrte dazu, den Ableitungen 
dieser Menge in konsequenter Fortbildung der Bezeichnungsweise die 
Symbole P^\ P^+ 2) . . . P (2co) * • • ^ • • • zu S eben - 

2. Der AbzablbarkeitsbegrifF und das Continuum. Bereits im 
Jakre 1873 s ) war Cantor zu dem wicktigen Fundamentalbegriff der 
AbmUbarkeit gelangt. Er bewies 8 ), dass man die Gesamtheit der 
algebraiscken Zaklen eineindeutig den positiven ganzen Zaklen zu- 
ordnen kann, d. h. dass man sie in eine Beike bringen kann, die 
ein erstes Grlied besitzt und in der jede bestimmte algebraiscke Zahl 
eine angebbare Stelle einnimmt. Cantor nennt sie deshalb abzahlbar 9 ). 
Alle abzahlbaren Mengen keissen von gleicker Machtigkeit. Es gilt 
der Satz, dass jede endlicke oder abzahlbar unendlicke Menge solcker 
Mengen selbst wieder abzahlbar ist 10 ). Dagegen ist die Gesamtheit 
aller Zaklen (das aritkmetiscke Zaklencontinuum ©) resp. die Gesamt- 
keit aller Zaklen eines bestimmten Intervalls nicht abzahlbar, und 
besitzt insofern eine hohere Machtigkeit 11 ). Der Beweis berukt auf 
folgendem, fur die Abzahlbarkeitsfragen principiellen Schlussverfakren: 
dass eine Menge, welche ein dureh einen unendlicken Process (z. B. 
Fundamentalreihe) definierbares Element in sick enthalt, nickt abzahlbar 

6) Math. Ann. 17, p. 355. 

7) Eine Menge, deren p(°°) den Nullpunkt liefert, konstruiert Cantor so, 
dass er in jedes der in Anm. 5 genannten Intervalle eine Menge setzt, fiir die 

- eine Haufungsstelle nter Ordnung ist, Math. Ann. 17 (1880), p. 358. 

Eine Menge dieser Art giebt auch du Bois-Beymond, Fktl. p. 187. Vgl. auch 
G. Mittag-Leffler in Acta Math. 4, p. 58. 

8) J. f. Math. 77, p. 258. Die Art, wie man die rationalen Zahlen am ein- 
fachsten in eine solche Reihe bringt, findet sich in J. f. Math. 84 (1877), p. 250. 

9) Vgl jedoch die spatere Erweiterung dieses Begriffs in Nr. 8. 

10) Zuerst yon Cantor ausgesprochen in J. f. Math. 84 (1877), p. 24. Der 
Satz folgt darans, dass man eine Doppelreihe als einfache Reihe anordnen kann 
(ein geom. Beweis bei Fr. Meyer , BSklen’s math, naturw. Abhdlgn. 1 [1886], p. 80) 
und umgekehrt, ein Gedanke, der yielen Satzen der Mengenlehre zu Grunde liegt. 

11) J. f. Math. 77, p. 259. Bettazzi hat gezeigt, dass man die Zahlen- 
gesamtheit nicht ausdrticken kann, wenn man eine abzahlbare Menge von Zeichen 
verwendet, aber fur jede Zahl nur eine endliche Anzahl dieser Zeichen benutzt. 
Per. di mat. 6 (1891), p. 14. 
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sein kann ; wenn dies Element in der nacli Annabme abzablbaren Menge 
nicbt mit endlicber Stellenzabl erscbeint 12 ). 

Ebenfalls 1873 fand Cantor den Satz ; dass das n-dimensionale 
die gleiche Macbtigkeit besitzt, wie das linear© , und zwar in dem 
Sinne, dass jeder Zahl yon eine bestimmte Zablgruppe yon © n 
zugeordnet werden kann und umgekebrt 13 ). Das Grleicbe gilt fur das 
© yon unendlicb yielen Dimensionen. Hiernacb glaubte Cantor die 
Vermutung aussprecben zu sollen, dass es fur alle unendlicben Punkt- 
mengen eines Raumes R n nur zwei verschiedene Macbtigkeitsklassen 
giebt, namlicb entweder die Macbtigkeit der abzablbaren Zablenreihe 
oder die Macbtigkeit des Continuums 14 ). Diese Vermutung harrt 
jedocb nocb des Beweises. Der yon P. Tannery 15 ) gegebene Beweis- 
versucb ist nicht bindend. 

Die eineindeutige Abbildung eines und ist niemals stetig 16 ). 

3* Cantor’s erste Einfuhrung der transfiniten Zahlen. Den letz- 
ten wicbtigen Scbritt in der Grundlegung der Mengenlebre that Cantor 
im Jabre 1882 17 ). Er wurzelt in der Erkenntnis, dass man die fur 
die Ableitungen der Punktmengen eingefubrten Symbole („TJnendlich- 
keitssymbole“ in erster Bezeicbnung) aritkmetiscb definieren und den 
Recbnungsgesetzen unterwerfen kann. Es berubt darauf, dass man 
diese Symbole als yerscbiedene Anordnungen der abzablbaren Zablen- 
menge auffassen kann. Ist co das Symbol fur die Gesamtbeit der 
ganzen positiyen Zablen in ibrer naturlicben Eolge, resp. fur die Ele- 
mente fj^fz so lassen sicb die Mengen 

12) Cantor in J. f. Math. 77 (1873), p. 260. Fur dieses Schlussverfahren ygl. 
auch den Beweis yon du Bois, dass man jede Ordnung des Unendlichwerdens 
einer Funktion ubertreffen kann; J. f. Math. 76 (1873), p. 89. 

13) J. f. Math. 84, p. 246. Der Beweis grundet sich auf die beztigliche 
Zuordnung der Irrationalzahlen des © 1 und (£ w und benutzt dazu deren Dar- 
stellung durch einen unendlichen Kettenbruch, dessen unendlicb viele Teilnenner 
sich in n ebenfalls unendliche Gruppen spalten lassen und so n neue Irrational- 
zahlen bestimmen und umgekehrt. Die analoge Spaltung ist auf Dezrmalbruche 
anwendbar und bildet den Beweisgrund analoger Satze. Einen auf der Theorie 
der Punktmengen beruhenden Beweis gab spater J . Bendixson in Stockh. Hndl. 
Bih. 9, Nr. 6 (1885). 

14) J. f. Math. 84, p. 258. 

15) Bull, de la Soc. de Fr. 12 (1884), p. 90. 

16) Einen Beweis dieses Satzes gab 1878 JE. Netto (J. f. Math. 86, p. 263), 
sodann Cantor in G-ott. Nachr. 1879, p. 127. Aus dem Satz folgt, dass die von 
B. Biemann und H. Helmholtz gegebene arithmetische Definition des R n durch 
n unabhangige Coordinaten dahin zu erganzen ist, dass die Zuordnung um- 
kehrbar eindeutig und stetig ist. 

17) Math. Ann. 21, p. 535, sowie Grundlagen etc. 
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f if if s ■■■9i> fifafs •• • 9i9v ftfafs--- 9t9i9z • • • 
ihrer Anordnung naeh durch die Symbole 03-|-l, co 2, gj — f— ej 
bezeichnen (Nr. 6 und 7). Dies sind Cantor’s transfinite Zdhlen. Ihre 
allgemeine Konstruktion griindet er auf zwei „Erzeugungsprincipien“. 
Das erste bestebt in der Hinzufugung einer Einheit zu einer schon 
yorbandenen Zahl, das zweite verlangt, dass zu jeder unbegrenzten 
Zahlenreihe stets wachsender Zablen eine neue ndchst grossere Zabl 
existiert; es l'asst z. B. auf co -)- 1, co -|- 2 . . . co -f- n . . . die Zabl 
_j_ o = co-2 1S ) folgen, auf co, co-2, ro-3 ... co-n ... die Zabl co-co = 
auf 0 ) co 3 , co 3 . . . co” . . . die Zabl 0 W u. s. w., u. s. w. 

4. Die Maehtigkeit oder Kardinalzahl. Die genaue logiscbe 
und arithmetische Analyse der vorstebenden Ideen fubrte Cantor 
scbliesslicb zu folgenden 1895 veroffentlichten Formulierungen 19 ). 
Die Grundbegriffe sind Menge, Mdchtigke.it, Ordnungstypus, wohlgeord- 
nete Menge. Menge oder Mannigfaltigkeit heisst jede Zusammen- 
fassung Yon bestimmten wobldefinierten und wohlunterschiedenen 
Objekten 20 ) m zu einem Ganzen; M— \m). Mengen heissen iigui- 
valent oder von gleieber Maehtigkeit 21 ), wenn sie einander eineindeutig 
zugeordnet werden konnen (M~N). Die Maehtigkeit M einer Menge 
heisst aucb ibre Kardinalmhl a; fur endlicbe Mengen fsillt sie mit 
dexn Anzablbegriff zusammen. 

Bei dieser Begriffsbestimmung bestebt der wesentliche Unter- 
scbied zwischen einer endlicben und unendlichen (transfiniten) Menge 22 ) 
darin, dass eine unendlicbe Menge einer ihrer Teilmengen Equivalent 
sein kann, wahrend dies fur endliche Mengen nielit der Fall ist 23 ). 


18) Urspriinglich von Cantor durch 2 co bezeichnet. 

19) Math. Ann. 46, p. 481; teilweise schon vorher in der Z. f. Philos. 91 
p. 95 und 92, p. 240 dargestellt (1887). 

20) Die genaue Begriffsbestimmung dieser Worte firnlet sieh 'Math. Ann. 
20, p. 114. Sie steht im Gegensatz zu L. KronecJccrn Fordening in den Grnnd- 
ziigen einer arithm. Theorie p. 11 (M.JPaseh in Math. Ann. 40 (1892), p. 150). Vgl. 
auch Borel a. a. 0. p. 3. Aber erst die Oberwindung dieser Forderungen hat 
die Mengenlehre moglich gemacht. Ygl. auch da Bois, Funkticmenlehre, p. 184 
u. 204 ff. 

21) Diesen Ausdruck hat Cantor von J. Bteiner iibernommen ; Math. Ann. 

20, p. 116. 

22) Bolzano (Paradoxieen des Unendl. § 13) und B. Dedekind (Was sind und 
was sollen die Zahlen, Braunschw. 1888, § 1) h alien sogar einen Beweis gegeben, 
dass es Mengen giebt, die nicht endlich sind. 

23) Hierfur vgl. Bedekind a. a. 0. p. 17, sowie Cantor , J. f. Math. 84, p. 242 
und Bolzano a. a. O. § 20 u. 21. Im Anschluss an obige Definition der unend- 
lichen Zahl wird sogar in neuerer Zeit die endliche Zahl als eine solche defi- 
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Dies bindert jedocb nicbt, dass sicb, ausser dem Gleicbbeitsbegriff, 
aucb die Beziebung des ^grosser und kleiner“ auf beliebige transfinite 
Mengen, resp. ibre Eardinalzablen a = M, 6 = N iibertragen lasst. 
Die Definition lautet so, dass a > b beisst, falls keine Teilmenge von 
N mit M Equivalent ist, aber eine Teilmenge yon M existiert, 
die mit N Equivalent ist. Diese Definition geniigt der logiscben For- 
derung, dass von den drei Moglicbkeiten a == B, a > B, a < B jede 
die beiden andern ausschliesst. Der Beweis jedocb, dass von diesen 
drei Moglicbkeiten stets eine erfiillt ist, dass also die transfiniten 
Eardinalzablen im Sinne H. Grassmanri’s den allgemeinsten Grossen - 
chcvraMer besitzen, bat sicb bisber nicbt vollstandig fiibren lassen. 
Dagegen ist es in letzter Zeit gelungen, zu erweisen, dass zwei trans- 
finite Eardinalzablen gleicb sind, wenn jede der beiden Mengen einem 
Teil der andern Equivalent ist 24 ), was praktiscb ausreicbt. 

Da der Macbtigkeitsbegriff von der Ordnung und Bescbaffenbeit 
der Elemente abstrahiert, so lassen sicb die Definitionen und Gesetze 
der Addition und Multiplikation obne Ausnabme auf die Eardinal- 
zablen iibertragen. Die Summe der Eardinalzablen a = M, 6 = N 
ist als die MEcbtigkeit der Yereinigungsmenge [M y N} f das Produkt 
als die MEcbtigkeit aller Elementenpaare (w, n) zu definieren, woraus 
sicb die Geltung des commutativen, associativen und distributiven 
Gesetzes ergiebt. Um zur Potenz zu gelangen, wird der Begriff der 
Belegung von N mit M benutzt 26 ). Die Belegung ist ein Gesetz, 
das jedem Element n ein Element m ===== f(n) zuordnet; Belegungen 
sind danacb immer und nur dann gleicb, wenn sie mit jedem n je 
das namlicbe m verbinden. Die Gesamtbeit aller Belegungen von N 
mit M (die Belegungsmenge) liefert die Potenz a b und folgt den 
Potenzgesetzen. 

Die kleinste transfinite Eardinalzabl ist die MEcbtigkeit der 
Reibe der positiven ganzen Zahlen; jede transfinite Menge besitzt 
nEmlich Teilmengen von der MEcbtigkeit tf 0 . Da jede endlicbe sowie 

niert, die nicbt unendlicb ist. Uberbaupt baben die obigen Begriffe „Menge u 
und „Zuordnung“ aucli fur die Erorterung der Grundlagen der elementaren 
Zablenlebre eine grosse Bedeutung erlangt. Ygl. z. B. Bettazzi, Fondamenti per 
una teoria generale dei gruppi, bom 1896, sowie Artikel desselben Yerfassers 
und von C. Burali-Forti in den Atti di Torino 31 u. 32 (1896). 

24) Borel a. a. 0. p. 103. Der Beweis stainmt von F. Bernstein. Zuerst 
bewiesen wurde der Satz 1896 von F. Schroder. Ygl. dazu Jahresb. d. deutscli. 
Matb.-Y. 5, p. 81, sowie Nova Acta Leop. 71 (1898), p. 303. 

26) Im Keirn ist diese Idee scbon bei P. Tannery vorhanden; vgl. Anm. 15. 
Eine Funktion einer reellen Yariabeln stellt danacb eine Belegung des (£ mit 
sich selbst dar, ibre Gesamtbeit die Belegungsmenge von (£ mit sicb selbst. 
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auch jede abzahlbare Menge abzahlbarer Mengen selbst abzahlbar ist, 
so bestehen for jedes endlicbe v die Gleichungen 

v # 0 = # Q , = y tf 0 r = tf 0 . 

5. Die Ordnungstypen. Besteht fur die Elemente der Menge 3. 1 
eine Rangordnung , die fur je zwei Elemente und m 2 bestimmt, 
welches dem andern vorangeht (m 1 m 2 ), so heisst die Menge ge- 
ordnet resp. einfach geordnet. Wenn 31 ist und je zwei Ele- 
mente % und die gleiche Rangordnung besitzen ; wie die entspre- 
chenden Elemente n x und n%, so heissen die Mengen cihnlich geordnet 
(M~N) oder von gleichem Ordnungstypus . Der Ordnungstypus yon 
M(a = M) wird also durch die Art der Rangordnung bestimmt 26 ). 
WaRrend eine endliche Menge nur einen Ordnungstypus besitzt 
(31 = fif% • • • fm)) ist deren Zahl bei einer transfiniten Menge selbst 
transfinit und bildet die zur Menge gehorige TypenJdasse . 

Der einfachste Typus gj ist derjenige der Reihe der ganzen Zahlen 
(Nr. 3). Teilmengen yom Typus co resp. vom inversen Typus *a> sind in 
jeder trans fin iten geordneten Menge enthalten und heissen Fundamental- 
reihen. Mit ihnen lassen sich analog zur Theorie der Irrationalzahl 
Grenzelemente definieren; man hat nur die Grbssenbeziehung durch 
eine Beziehung dem Range nach zu ersetzen (Nr. 7). Die Beziehung 
zwischen Eundamentalreihe und Grenzelement bleibt filr alle ahnlichen 
Mengen erhalten. 

Der Begriff des Ordnungstypus lasst sich auf mchrfach geordnete 
Mengen iibertragen, d. h. auf solche, bei denen fur ni i und das Rang- 
verhaltnis in mehr als einer Hinsicht in Frage kommt. Ist die Zahl 
der Elemente endlich, so ist auch die Zahl ihrer Ordnungstypen end- 
lich. Die Anzahl alter Ordnungstypen von m Elomenten, die w-fach 
geordnet sind, ist von Cantor bestimmt worden- 7 ). Analog© Siitze und 
Reduktionsformeln gaben auch H. Schwarz und Vivanti ~ H ). 

Auf die Ordnungstypen lassen sich die Definitionen der Summe 
und des Produkts iibertragen. Die Summe a -f- ft von a = M (Augen- 
dus) und ft = N (Addendus) ist der Ordnungstypus der Vereinigungs- 
menge {31, N}, in der die Rangbeziehungen filr 31 und N bestehen 


26) Die rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 kann man z. H. auf folgende 

Arten ordnen: 1) *, -J-, -J 2) A, J , J g . . M J, j! ... «) der 

Grosse nach. Bei 1) hat jede Zahl (ausser 4) eine nachstfolgendo und nUchstvorher- 
gehende, hei 2) nur eine nachstfolgende, bei 3) weder das eine noeli das andere. 
Mr 1) ist eo der Ordnungstypus, filr 2) co + w + co -| =--=«• w (vgl. Anm. 30). 

27) Z. f. Philos. 92 (1887), p. 240. 

28) Dissertation, Halle 1888, sowie Ann. di mat. (2) 17 (1889), p. 1, 
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bleiben und jedes Element von M niederen Rang hat, als jedes Ele- 
ment von N. Zum Produkt a • /3 gelangt man so, dass in die Menge 
N an Stelle jedes Elementes n v eine der Menge M ahnliche Menge 
M v gesetzt wird und die Rangbeziehungen demgemass definiert wer- 
den 29 ); heisst Multiplikator, a Multiplikandus; cc • /3 hedeutet also 
so viel als a angewandt auf oder eingesetzt in /h 30 ) 

Da sich der Begriff des Ordnungstypus auf die Anordnung der 
Elemente stutzt, so bleiben von den Rechnungsgesetzen nur die asso- 
ciativen, nicht aber die commutativen in Kraft. Im Gegensatz zu 
den endlichen Zahlen stellen aber Summe und Produkt unendlich 
vieler Ordnungstypen immer einen Ordnungstypus dar (Nr. 7). 

6, Die wohlgeordneten Mengen und ihre Abschnitte. In dem 
Ordnungstypus und seinen Gesetzen besteht die logisch geklarte Grund- 
lage, die Cantor zur Konstruktion der transfiniten Zahlen benutzt 
hat 31 ). Diese Zahlen sind nichts andres als die Ordnungstypen wohl- 
geordneter Mengen. Eine geordnete Menge heisst wohlgeordnet , wenn 
sie selbst, sowie jede ihrer Teilmengen, ein dem Range nach nieder- 
stes Element besitzt. Die wichtigste Polge dieser Definition ist, dass 
in einer wohlgeordneten Menge F auf jedes bestimmte Element, falls 
es nicht das letzte ist, ein Element folgt, und dass es in ihr keine 
Reihe von Elementen f >- f > f" >>■ . . . giebt, die nicht abbricht. In 
dieser Thatsache liegt der Hauptbeweisgrund der folgenden Satze. 

Die wohlgeordneten Mengen F besitzen Grossencharakter (4). 
Um dies zu erweisen, bedarf man des Hulfsmittels der Abschnitte. 
Ein Abschnitt A von F ist die wohlgeordnete Menge aller Elemente 
von Fj die niederen Rang haben als ein bestimmtes Element /*; man 
sagt, dass A zum Element f gehort. Man beweist zunachst, dass die 
Abschnitte derselben Menge Grossencharakter besitzen, falls man 
A<C.A definiert, wenn A zu f y A zu f gehort und f -<^f ist. Sind 
nun F und Gr irgend zwei wohlgeordnete Mengen, so sind sie entweder 
einander ahnlich, oder es hat jeder Abschnitt A von F einen ihm 
ahnlichen Abschnitt B in G und es giebt einen Abschnitt B t von G, 
der F aquivalent ist, oder endlich es findet zwischen F und G das 
umgekehrte Verhaltnis statt. Daraus folgt, dass fur F und G stets 
eine der drei Beziehungen F = G, F 1 < Gr, F > G statthat. 

29) Urspriinglich durch (3 • cc bezeichnet; Math. Ann. 21, p. 551. 

30) So ist unter durchsichtiger Anwendung von Indices 

2 • go — l x 1 2 2 X 2 2 . . . = co , cq-2^1^^ . . . 1 2 2 a 3 2 . . . = co + co, 
endlich go • co = 1 1 2 1 3 1 ... 1 2 2 2 3 2 ... 1 8 2 S 3 S ... l n 2 n 3 n . . . 

31) Ftir den Inhalt von Nr. 6 vgl. Math. Ann. 49 (1897), p. 207 



192 


I A 5. Mengenlehre. 

7. Die Ordnung szahl en und die Zahlklasse Z (# 0 ). Das vor- 
stehende besagt, dass es einen und nur einen Typus W giebt, so dass 
jede wohlgeordnete Menge einem. Abschnitt dieses Typus ahnlich ist. 
Diese Abschnitte, resp. ihre Ordnungstypen sind Cantor's Ordnungs- 
zahlm^y, nacb der Grosse geordnet bilden sie selbst wieder die Menge 
W. Die Abschnitte von W, die eine endlicbe Menge darstellen, die 
also durcb das erste Erzeugungsprincip (Nr. B) entsteben, liefern die 
erste Zablklasse £(I) 38 ). Non den dann folgenden Abschnitten resp. 
Ordnungszablen enthalt die zweite Zablklasse Z(1T) = Z(iSj) diejenigen, 
die auf Grand des ersten und meiten Erzeugungsprincips entsteben. 

Das zweite Erzeugungsprinzip fordert, dass zu jeder Reihe wach- 
sender Ordnungszablen <•••<«»<!" * (,,Fundamentalreihe“) 

eine erste nachstgrossere Zabl /3 existiert. Seine genauere Analyse 
fubrt zum Begriff der Limeszahlen, der der Irrationalzahl formal 
analog ist. Sind namlich ft, ft ... ft irgend welche Ordnungszahlen 
von j?(S 0 ), setzt man 

= ft + ft 4 H ft > 

so dass « 1 <a 3 <- ••<«», und definiert 

Lim a v = ft + ft -) h ft + " • = P — { } > 

so ist 1) /? > « v fur jedes v, 2) falls ft < ft so giebt es stets Zahlen 
g, so dass cc h > ft. Diese Zabl (3 ist daber die auf alle a r der Grosse 
nacb zunacbst folgende Ordnungszabl. Wie fiir die Irrationalzahl gilt 
aucb bier der Satz, dass zwei „Fundamentalreihen“ { a v j und {«(} 
unter den bekannten Bedingungen dieselbe Zabl (i darstellen. 

Da jede abzablbare Menge abzahlbarer Mengen selbst abzahlbar 
ist, so stellt jede Zahl von Z(St 0 ) eine Menge der Machtigkeit S 0 dar; 
umgekebrt lasst sich Z($ 0 ) aucb als Gesamtbeit der Ordnungstypen 
woblgeordneter abzahlbarer Mengen definieren. 

Zu jeder Zabl giebt es entweder eine unmittelbar vorhergehende 
(Zabl erster Art) oder sie ist eine Limeszabl ft fiir die es eine solche 
Zabl nicbt giebt (Zabl zweiter Art). 

8, Mengen hoherer Machtigkeit. Aus dem in Nr. 2 erwahnten 
Schlussverfahren folgt, dass die Menge Z(& 0 ) bobere Machtigkeit als 
S 0 bat. Uberdies ist jede ibrer Teilmengen entweder einem Abschnitt 
der Menge oder der Menge selbst ahnlich und bat daher entweder 
die Machtigkeit t? 0 oder die Machtigkeit von Z (tf 0 ) selbst. Daher 
stellt Z (s 0 ) eine Menge nacbst hoherer Machtigkeit dar 34 ). 


32) Fur den Inhalt von Nr. 7 vgl. Math. Ann. 49, p. 211 ff. 

33) Ygl. Math. Ann. 21, p. 547. 

34) Cantor in Math. Ann. 49, p. 226 (vgl. auch Grundlagen p. 39). 
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Um zu Mengen beliebig bober Machtigkeit zu gelangen, kann 
man eine Metbode benutzen, mit der Cantor neuerlicb bewiesen bat, 
dass das Continuum bohere Machtigkeit besitzt, als die natiirliche 
Zahlenreihe 35 ). Sie berubt darin, die Darstellung einer Zabl durcb einen 
dyadischen Decimalbruch als Zuordnung der Ziffern 0 und 1 zur ab- 
zahlbaren Zablenmenge aufzufassen und zu zeigen, dass die Gesamt- 
heit dieser Zuordnungen nicbt abzablbar ist. Ebenso folgt, dass die 
Belegungsmenge jeder Menge M mit sicb selbst bobere Macbtigkeit 
als M besitzt. Insbesondere bat die Gesamtheit aller Funktionen als 
Gesamtheit aller Zuordnungen der Zablen des Continuums zu einander 
bobere Machtigkeit als das Continuum. Dagegen ist die Gresamtbeit 
aller analytischen sowie aller stetigen Funktionen nur die des Conti- 
nuums 36 ). 

Die Thatsache, dass sicb alle Ordnungszablen ihrer Grosse nacb 
in eine Reihe bringen lassen, bat Cantor zur Erweiterung des Abzahl- 
barkeitsbegriffs gefuhrt; er nennt die Mengen der Macbtigkeit ab- 
zablbar durcb Zablen der zweiten IQasse 37 ). Der hieran anscbliessende 
Ausblick auf eine wohlgeordnete Menge yon Zablklassen resp. Mach- 
tigkeiten tf 0 , ... so dass auf jede Macbtigkeit die nachst- 

Where folgt, und jede bobere Klasse der Inbegriff der Ordnungstypen 
der yorbergebenden Klasse ist, entbehrt noch der Ausfubrung. 

9 38 ). Die allgemeinen Rechnungsgesetze der Ordnungszalilen. 
Bedeuten a, /3, qp, ip . . . Zahlen von Z (# 0 ), ferner x, X, [i, v, p, tf, r . . . 
Zablen yon Z(. I), so ergeben sich, wesentlicb auf Grand dessen, dass 

1) jeder Inbegriff yon Zahlen yon Z(tf 0 ) eine kleinste besitzt und 

2) jede Limeszahl die nacbstgrossere zu alien Zablen ibrer Funda- 
mentalreihe ist (Nr. 7), die folgenden Gleicbungen 

v 0 -}- a — a, v 0 a = cc, (a -f- v 0 )co — aa 
wily = co^Vy falls i/>0, i/>0. 

Aus ihnen fliessen folgende zwei Hauptsatze: 1) Jede ganze alge- 
braische Funktion endlichen Grades yon co lasst sich und dies nur 
auf eine Weise in die Form 

(p = G)V V 0 + CO^- 1 V x H + Vft] ft > 0, v 0 > 0 

bringen. 2) Ist 

<p = -f- G 0^ 1 X 1 + • • * + CD^Xt 


35) Jahresber. d. deutscb. Math.-Yer. 1 (1891), p. 75. 

36) Cantor in Math. Ann. 21 (1883), p. 590. 

37) Math. Ann. 21, p. 549. 

38) Die zu diesem Paragraphen aus Math. Ann. 49, p. 229 ff. cifcierten Satze 
hat Cantor teilweise schon in Math. Ann. 21 (1883), p. 584 ff. ausgesprochen, 

Encyklop. d. rnailu ‘Wissenscli. I. 13 
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fttr und jedes *1 > 0, so lasst sich cp und 

zwar nur auf eine Art in Faktoren zerlegen, 

<p = + l)^_i ••• K"'' 1 + IK- 39 ) 

Fur Exponenten, die der Klasse angehoren, lasst sich die 

Potenz durch folgenden Satz definieren. Sind y, <5 Zahlen yon (I) 
Oder (II) und ist d > 0 ; y>l, so giebt es eine und nur eine 
Funktion /“(£), die folgenden Bedingungen geniigt: 1) f (0) = S, 
2) /•(!') </•(!"), wenn §'<&", 3) /■(i+i)==f©r, 4 ) f(l) = him /•(!,), 
wenn £ = Limg v . Die einfachste Funktion dieser Art ergiebt sich 
fur d= 1; wird sie durch r bezeicluiet, so gelten folgende Regeln: 

y°=l, </*+? = y a yP, y a? = (j'“K 

und es hat die oben definierte allgemeine Funktion f(%) den Wert 

f(£) = <M- 

10 40 ). Die Normalform der Ordimngszalileii und die £- Zahlen. 

Die Einfiihrung des Potenzbegriffs ftlirt zur Existenz einer Normal- 
form der Zahlen von Z(tH 0 ). Sie beruht auf dem Satze, dass sich 
jede Zahl a und dies nur auf eine Weise in die Form 

cc = cc f 0£a< co a ° , cc < a 7 cc^^a, k 0 > 0 

bringen lasst. Die wiederholte Anwendung dieses Satzes liefert fur 
a die Normalform 

a — Go a °x 0 -\- \-ca at % t j tf 0 > cc x > • • • > cc t 0 ; alle ^>0. 

a 0 heisst Grad, a t Exponent von cc . Je nachdem &*>(), ist a eine 
Zahl erster oder zweiter Art (Nr. 7). Die oben (Nr. 9) erwahnte Zer- 
legung einer Zahl cp gilt auf Grand der Normalform auch fiir belie- 
biges a: 

a = + • • • (ca* 0 ”** + 1 )k 0 ; 

die Zahlen coy -f- 1 sind unzerleghar und heissen Primmldcn. Insbe- 
sondere ist jede Limeszahl von der Form cc = Go yii a ? wo y 0 > 0. 

Wahrend im allgemeinen der Grad cc 0 < a, so giebt es Zahlen, 
fur die cc 0 = a und daher a Wurzel der Gleichung co s ~ = % ist. Ihre 
Existenz ergiebt sich aus folgendem Satz: Ist y eine Zahl, die dieser 
Gleichung nicht geniigt, so bestimmen die Zahlen 


39) Cantor benutzt a. a. 0. diese Satze, urn aus ilmen Formeln fur Produkt 
und Summe von zwei Ordnungszablen abzuleiten. 

40) Fur den Inhalt dieses Paragrapben vgl. Math. Ann. 49, p. "235 ff. Cantor 

kniipft dort wieder Formeln fiir Summe und Produkt an, und giebt die not- 
wendige und hinreichende Bedingung, dass a -|- (3 = (3 + a, resp. a: (3 ===== (3o: ist, 
Im ersten Fall ist |3==yr, im zweiten « = j3 = y r . 
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Yi = ® Y > Yv == ® 7v * * * * 

eine Fundamentalreihe { y v } und es ist Lim y v eine derartige Zalil 
und heisst eine s-Zahl; E(y) — Lim y v . Yon ihnen gilt: 1) die kleinste 
£-Zahl ist E( 1) = Lim co v , wo C3 ± = co ; co 2 = 03 Wl ; o v = a> Wr “ 1 . ..* 
2) ist a eine 6-Zahl ; so ist die nachst grossere; 3) ist e" 

die zu s nachstgrossere Zahl und ist £<y<.s f j so ist E(y)=£ r - 
4) sind s' < f" < . . . £ M . . . samtlich s-Zahlen, so ist auch Lim sM 
eine s-Zahl und zwar diejenige, die auf alle als nachstgrossere 
folgt. Die Gesamtheit der s-Zahlen bildet daber eine wohlgeordnete 
Menge, die der Menge Z(# 0 ) ahnlich ist. 

Die Gleicbung cc% = | bat keine andern Wurzeln als die s-Zablen, 
die grosser sind als a; jede yon ibnen geniigt den drei Gleicbungen: 
a -|~ s — e j as — s, cc s — £. 

11 . Allgemeine Definitionen und Formeln fur Punktmengen. 

Fur die Unterscheidung der Punktmengen bommen in aritbmetiscber 
Hinsicht ibre Ableitungen, in geometriscber ibre Lage in einem als 
stetig yorausgesetzten Raume in Betracbt. Geometriscber Natur sind 
folgende Definitionen 41 ). Ein Punkt p beisst isolierter 41 ) Punkt yon 
P, wenn man um ihn einen Bereicb abgrenzen kann, der keinen wei- 
teren Punkt von P entbalt. Sind alle Punkte der Menge P isolierte 
Punkte, so beisst sie selbst isoliert 41 ). Ist im Intervall a ... b kein 
von Punkten freies Intervall vorhanden, so beisst P in diesem Inter- 
val! uberall dicht u ) (pantachisch 43 )); alsdann entbalt P' alle Punkte 
des Intervalls. 

Das Verhaltnis der Menge P zu ibren Ableitungen 44 ) (Nr. 1 ) bat 
Cantor zu folgenden Festsetzungen gefiibrt 45 ). Die Menge beisst ab- 
geschlossen , wenn sie jeden Grenzpunkt entbalt; sie beisst in sich dicht, 
wenn jeder ihrer Punkte ein Grenzpunkt ist; sie beisst separiert, wenn 
kein Bestandteil in sich dicht ist; zu den separierten Mengen gehoren 
z. B. die isolierten Mengen und die abgeschlossenen Mengen der ersten 
Macbtigkeit 46 ). Die Menge P beisst endlich perfekt* 1 ), wenn P=P ' 
ist, sie ist dann zugleicb abgescblossen und in sicb dicht. Ferner 


41) Math. Ann. 21, p. 51. 

42) Nach Cantor , Math. Ann. 15, p. 2. 

*' 43) Diese Bezeichnung stammt von du Bois ; Math. Ann. 15 (1879), p. 287. 

44) 6r. Beano hat for lineare Punktmengen links genommene, resp. rechts 
genommene Ableitungen eingefiihrt. Riv. di mat. 4 (1894), p. 34. 

45) Math. Ann. 23, p. 470 ff. 

46) Math. Ann. 23, p. 472. 

47) Math. Ann. 21 (1883), p. 575. 

13 * 
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Reisst P erster Art und vter Gattung 48 ), falls P r) die letzte Torlian- 
dene Ableitung ist; sie beisst dagegen zweiter Art 48 ), wenn Ableitungen 
transfiniter Ordnungszahlen existieren, wie z. B. bei perfekten Mengen. 

Da die P unk te von P< r ) samtlich in P (, '“ 1) entbalten sind, so 
kann man folgende Identitat aufstellen 49 ) : 

p' = (p' _ p") _|_ (P" — P"') -| (_ (P (—1) _ pw ) -f pw . 

Diese Identitat kann bis zu Zablen von ZQI) fortgesetzt werden, und 
-svenn man die alien P (a) gemeinsame Menge, falls sie existiert, durcb 
P(-Q) bezeicbnet 60 ), so dass = ®(P', P", • • • P Ca) • • •) ist, so folgt 

P' = 2{ P (y) — Pb+!) } _j_ pcJ2), y = 0, 1 • • • co • • • a ■ • ■ . 
Wesentlich ist, dass jede Klammer eine isolierte Menge darstellt. 

12. AJlgemeine Lehrsatze fiber Punktmengen. Die Einteilung 
der P unk tmengen nacb der Macbtigkeit, insbesondere die Entscheidung 
der Prage, ob sie abzablbar sind oder nicbt, bat Cantor bereits frub 
in An g riff genommen. Die Untersuchung berubt auf folgenden Hulfs- 
satzen: 1) Jede im unbegrenzten R n entbaltene Menge von getrennten 
oder nur an den Begrenzungen zusammenstossenden stetigen Teil- 
gebieten ist abzablbar 51 ). 2) Ist fur die Mengen Q und R sowobl 
< £>(Q J R) = 0 als S(#',P) = 0 und liegt in jedem Teilgebiet S eines 
R n , das weder Punkte von Q nocb von Q' entbalt, eine endliche oder 
abzablbare Menge von Punkten von Ii, so ist II selbst endlich oder 
abzablbar 63 ). 3) Sind d 1 ,d 2 ... der Grosse nacb geordnete Intervalle 
im Intervall 0 ... 1 , so kann jede Punktmenge { ip } des Intervalls 
0...1, die iiberall dicht ist und die erste Machtigkeit besitzt, in 
eine solcbe Reihe gebracht werden, dass je zwei Punkte rp M und ip v die 
gleicbe Lage zu einander haben, wie die Intervalle d fl und r//’ 3 ). 

Mittelst der Satze 1) und 2) und auf Grand davon, dass jede 
abzahlbare Menge abzablbarer Punktmengen selbst abzablbar ist, er- 


48) Math. Ann. 15, p. 2. Beispiele von Mengen erster Art unci a>ter Gat- 
tung, in denen JP^ gegebene Punkte enthalt, linden sich z. B. bei G. Ascoli, Line. 
Mem. (3) 2 (1878), p. 584, sowie U. Dini, Fondamenti p. 17. Vgl. auch G. Mittag- 
Leffler in C. R. 94 (1882), p. 939, sowie du Bois, Functionenlehre p. 186. 

49) Math. Ann. 21, p. 51 if. und 23, p. 463 ff. 

50) SI ist der Ordnungstypus aller Zahlen der Klasse Z(x 0 ) in ihrer natiir- 
lichen Reihenfolge, und wird gemass Nr, 8 von Cantor auch als erste Zahl 
der dritten Zahlklasse bezeichnet; Math. Ann. 21, p. 582. 

51) Math. Ann. 20, p. 117. 

52) Math. Ann. 23, p. 457. 

53) Math. Ann. 23, p. 482. 
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geben sich folgende Tbeoreme 54 ): 1) Jede separierte Punktmenge ist 
abzablbar. 2) Ist P' abzablbar, so ist aucb P abz*ablbar. 3) Ist far 
eine Zahl a yon Z(l) oder Z{ II) P( a ) = 0, so ist P' und P abzabl- 
bar oder endlicb, umgekebrt, ist P' abzablbar, so giebt es.eine erste 
Zabl a, so dass P^ = 0 ist. Punktmengen dieser Art sind daber 
durcb ibre Ableitungen im wesentlicben cbarakterisiert. 4) Ist P' you 
boberer als der ersten Macbtigkeit, so giebt es stets Punkte, die alien 
p(«) angeboren und ibr Inbegriff S—P ^ ist perfekt; zugleicb ist 
P' = P(^) -f- P, wo P eine separierte Menge ist. Perner giebt es 
dann bereits eine kleinste transfinite Zabl a erster Art (Nr. 7), so dass 
p(«) = p(<*+i) =p(*£). Die Menge P bat iiberdies die Eigenscbaft, 
dass 2)(P, P (o °) = 0 ist 55 ). 

Eine Menge, fur die es ein a giebt, so dass P(°0 = 0 ist, beisst 
reductibel; sie lasst sicb (Nr. 11) durcb successive Abtrennung isolier- 
ter Mengen erscbopfen. Ist dagegen P' von boberer Macbtigkeit, so 
fubrt diese Abtrennung scbliesslicb zu einer Restmenge, die perfekt 
ist. Fur diese Charakteristik der Punktmengen bilden also die Zablen 
von Z{ II) das notwendige und binreicbende Beweismittel. 

13 . Die abgeschlossenen und perfekten Mengen. Wie die erste 
Ableitung einer Punktmenge eine abgescblossene Menge ist, so lasst 
sicb aucb umgekebrt jede abgescblossene Menge auf unendlich viele 
Arten als Ableitung einer andern Menge darstellen 56 ). Die Satze des 
vorigen Paragrapben, die bei beliebigen Mengen an die Ableitung P' 
ankniipfen, gelten daber, falls P abgescblossen ist, fur P selbst. 
Ferner gilt, dass eine abgescblossene Menge entweder von der ersten 
Macbtigkeit und also reductibel ist oder die Macbtigkeit des Linear- 
continuums besitzt. (Da P = P-f- S, wo S perfekt; vgl. unten.) 

Da die perfekten Mengen jeden Grrenzpunkt entbalten, so folgt 
aus dem Hauptscblussverfabren (Nr. 2), dass sie von boberer als der 
ersten Macbtigkeit sind 57 ). Unter ibnen baben diejenigen besonderes 


54) Vgl. Matt. Ann. 21 (1883), p. 51, unci 23 (1884), p. 461; ferner Bendixson 
in Acta mat. 2 (1883), p. 415. 

55) Dieser Zusatz stammt von Bendixson (vgl. Anm. 54); zugleich findet 
sich a. a. 0. ein lehrreiches Beispiel. Einen Beweis des Satzes 4) fur Punkt- 
mengen im B n gab E. Phragmen in Acta mat. 5 (1885), p. 47. 

56) Math. Ann. 23, p. 470. Ist Q = (q x q 2 ...) die Adharenz (vgl. Nr. 14) von 
P, und setzt man in eine um q v gelegte Kugel, die ausser q y keinen Punkt von 
Q enthalt, eine Menge P v so, dass P’ v = q y ist, so ist P die Ableitung von 

57) Math. Ann. 23, p. 459. 
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Interesse, die nirgends iiberall dicht (apantachisch) sind ). Mit ihrer 
Hiilfe hat Cantor auf Grand des Theorems 3 von Nr. 12 gezeigt, dass 
alle perfekten Mengen die Machtigkeit des (S besitzen ). Harnach 
hat zuerst bemerkt, dass man das auf eine nirgends iiberall dichte 
Menge P so eineindeutig abbilden kann, dass sogar die Grossen- 
ordnung in beiden Mengen dieselbe ist 60 ). Die von ihm aufgestellte 
Bedingung ist von Bettam 61 ) genauer gefasst geworden. Eine per- 
fekte Menge ist demzufolge notwendig stetig, wenn sie iiberall dicht ist. 

Eine nirgends iiberall dichte perfekte lineare Menge ist stets Ab~ 
leitung einer isolierten Menge, die aus Endpunkten gewisser Intervalle 
besteht 62 ). L. Scheeffer hat den allgemeineren Satz 63 ), dass, wenn 
eine Reihe von Intervallen vorliegt, die einander ausschliessen, alle 
Punkte, die nicht im Innern eines solchen Intervalles liegen, eine per- 
fekte Menge bilden; umgekehrt ist auch jede perfekte Menge so dar- 
stellbar. Nach einem andern Satz von L. Scheeffer 63 ) kann man, falls 
P eine nirgends iiberall dichte perfekte Menge und B eine abzahlbare 
Menge ist, alle Punkte von P urn geeignete Strecken so verschieben, 
dass keiner mit einem Punkt von B zusammenfallt. Es giebt also 
perfekte Mengen, die nur aus irrationalen Punkten bestehen. 

14. Zerlegung einer Menge in separierte und liomogene Be- 
standteile. Die Theorie der Punktmengen hat Cantor CA ) neuerlich 
durch Einfiihrung der Begriffe der Adharenz, Coharenz und der homo- 
genen Menge weiter gefordert. Diese Begriffe tragen dem Umstand 
Rechnung, dass die Machtigkeit des (5 noch nicht geklart ist und 
man daher Punktmengen beliebiger Machtigkeit zulassen muss. Die Co- 
harenz Pc einer Menge P ist die Gesamtheit der ihr angehorigen Grenz- 

58) Diese Mengen treten in den verschiedensten Gebieten auf. Beispiele 
gab zuerst 1882 A. Harnack in Math. Ann. 19, p. 239 u. 23 (1884), p. 285, ferner 
Cantor daselbst 21, p. 590, JBendixson in Acta mat. 2 (1883), p. 427 u. a. Vgl. 
auch R, Fricke , Math. Ann. 44 (1894), p. 565. Vgl. auch Anm. 60 und 62. 

59) Math. Ann. 23, p. 488. Vgl. Bendixson Bih. Sv. Vet. Ilandl. 9, Nr. 6. 

60) Math. Ann. 23 (1884), p. 285. Diese Mengen erhiilt man am cinfachsten, 
indem man von der Dezimalbruchdarstellung jeder Zahl ausgeht, und deren Ziffern 
Gesetze Oder Beschrankungen auferlegt; vgl. Cantor in Math. Ann. 21, p. 590, 
Peano in Riv. di mat. 2 (1892), p. 43, Schonflies in Gott. Nadir. 1896, p. 255. 

61) Ann. di mat. (2), 16 (1888), p. 49. 

62) Dementsprechend kann man die oben genannten nirgends iiberall dich- 
ten perfekten Mengen auch so erhalten, dass man in ein Interval 1 eine Strecke 
eintragt, die von Punkten frei bleiben soil, in jedes der beiden iibrigen Teilinter- 
valle neue Strecken dieser Art u. s. w., und die Ableitung der so bestimmten 
Punktmenge bildet. Vgl. Anm. 58. 

63) Acta mat. 5 (1885), p. 288 ff. 

64) Piir den Inhalt dieses Paragraphen vgl. Acta mat. 7 (1885), p. 105 if. 
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punkte und entkalt jede in sick dickte Teiknenge yon P Die iibrigen, 
notwendig isolierten Punkte kilden die Adharenz Pa, Da die Cokarenz 
Pc selbst wieder in eine Adkarenz Pea und eine Cokarenz Pc 2 gespal- 
ten werden kann, so dass Pc = Pca -|- Pc 2 ist, so ergiebt sick bei 
fortgesetzter Spaltung (analog Nr. 11) 

P — Pa Pea + Pc*a + 1- Pc v ~ 1 a + Pe v , 

resp. bei Fortsetzung bis zu transfiniten Zaklen 

P = Pc^a + Pcy (a = 0, 1 . . . « . . . < y), 

a 

wo fur y auck £1 eintreten kann. Jeder in sick dickte Bestandteil 
yon P gekort alien Cokarenzen gemeinsam an, wakrend jede Adkarenz 
Pcy a isoliert und J^Pc^a eine separierte Menge ist. Die in sick 
dickten Mengen keissen homogen , falls ikre Bestandteile . in der Um- 
gebung jedes Punktes gleicke Macktigkeit kaben. 

Aus den obigen Formeln folgt: 1) Jede Menge erster Macktig- 
keit zerfallt in zwei ikrer Natur nack versekiedene Bestandteile, yon 
denen einer 0 sein kann, namlich P = P-j-?J, wo B separiert, U 
dagegen in sick dickt und komogen ist, und es giebt eine kleinste 
Zakl a so, dass XI— Pc a = Pc* 2 ist. 2) Ist P yon kokerer als der 
ersten Macktigkeit, so kat man im allgemeinen drei Bestandteile, 
P = B -f- ?7+ Vy zu unterscheiden, wo B und U die vorige Bedeutung 
kaben, V eine Menge kokerer Macktigkeit darstellt und wiederum 
XJ-\-V— Pc a = Pc* 2 ist. Lasst man Mengen beliebiger Macktigkeit zu, 
so kat V die Form V= J^Pip, wo Pip eine komogene Menge /3ter 
Macktigkeit ist. Die Menge Pip keisst auck die /3te Inharenz yon 
P, 65 ) U~\rV— "SPip (j8 = l, 2...) keisst die totale Inkarenz. B 
keisst Rest oder Residuum yon P. 

15. Der Inhalt von Punktmengen. Die Erorterungen iiber den 
Inhalt von Punktmengen kaben sick zuerst an die Tkeorie der Inte- 
grate und Fourier’scken Reihen, resp. an die moglicke Verteilung ikrer 
Unstetigkeiten angescklossen (II A 1, 3,8). H. Harikel 66 ) kat zuerst die 
von Punkten einer Menge freie Intervallmenge zu bestimmen gesuclit, 
freilick nickt feklerfrei. Er meinte irrtumliek, dass sie stets gleick deni 
Gresamtintervall ist, falls die Menge nirgends iiberall dickt ist. St, Smith* 1 ) 


65) Cantor nennt die Punkte von Pi^ Punkte j5ter Ordnung, diejenigen 
von Pc a a Punkte a ter Art. Aus der Existenz von Punkten cc ter Art folgt die- 
jenige der niederen Art; fur die Inharenzen besteht ein solches Verhaltnis nicht. 

66) Univ.-Progr. Tubingen 1873, p. 25 (Uber die unendlieb oft unstetigen 
und oscillirenden Funktionen), sowie Math. Ann. 20, p. 87. 

67) Lond. Math. Soc, Proc. 6 (1875), p. 148, 
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und nach ihm du Bois, Harmed) und W. Veltmann 69 ) haben wohl 
zuerst erkannt, dass es Mengen giebt, die nirgends iiberall diebt sind 
und deren freie Intervallsumme jedem Wert X^d beliebig nahe ge- 
braebt werden. kann ; weim d das sie entbalten.de Intervall ist 70 ). Fur 
X — d beisst die Punktmenge nacb du Bois integrierbar 71 ). JJ. Dim 72 ) 
und Ascoli 78 ) zeigten 1878, dass jede Menge P integrierbar ist, wenn 
fur endlicbes v P (r) = 0 ist. 

Die Existenz eines festen Grenzwertes fur die Summe der Inter- 
vaUe, in denen Punkte einer Menge P liegen, wurde fur beliebige 
Mengen zuerst von 0 . Stolz 74 ) und spater von PLamack 75 ) nachgewiesen. 
Bald darauf gab Cantor 78 ) seine den Inbaltsbegriff im R n betreffenden 
allgemeinen Definitionen. Wesentlieb fur sie ist, dass man zur Menge 
P die ibr niebt angeborigen Grenzpunkte hinzufugt. Legt man als- 
dann urn jeden Punkt der so erweiterten Menge P eine Kugel K{$) } 
so bat das kleinste von alien diesen Kugeln zugleicb erfftllte Volumen 
fiir p = 0 einen bestimmten, niebt negativen Grenzwert; ibn bezeicb- 
net Cantor als Inbalt I (P) von P. Es ist I (P) = I (P') = I (P y ), 
wo y irgend eine transfinite Zabl ist. 

Aus vorstebender Definition folgt, dass wenn P' abzahlbar ist, 
P(P) — 0 ist 77 ); ebenso ist I (P) = 0 ; wenn B reductibel ist. Da 
eine beliebige Menge P' sicb in die Mengen B + S spalten lasst ; wo 
© (RR a ) = 0 (Nr. 12) reductibel und S perfekt ist, so ist I (P) =I($) ; 
so dass die Inbaltsbestimmung nur fur perfekte Mengen in Frage 
stebt. Aucb perfekte Mengen konnen den Inhalt 0 haben 78 ). 

Naehdem bereits Harnach 19 ) auf den Einfluss hingewiesen, den 
die Grenzpunkte fur den Inbalt haben konnen, baben Peano 80 ) und C. 

68) Matt. Ann. 16 (1880), p. 128 und 19 (1882), p. 289. 

69) Zeitschr. f. Math. 27 (1882), p. 178, 193, 313. Vgl. auck V. Volterra , 

Giorn. di Mat. 19 (1881), p. 76. 

70) Das Konstruktionsprincip dieser Mengen ist bei alien Autoren das 
gleiche und identisch mit dem in Anm. 62 genannten. 

71) Allgem. Fktlekre, p. 189. Harnach sagt in wenig guter Bezeichnung 

dishret und nennt Mengen, fur die l<d ist, linear. (Math. Ann. 19, p. 238.) 

72) Fondamenti p. 18. 

73) Atti Line. (3) 2, p. 586. 

74) Math. Ann. 23 (1884), p. 152. 

75) Math. Ann. 25 (1885), p. 241; vgl. auch Pasch in Math. Ann. 30 (1887), 
p. 132. 

76) Math. Ann. 23 (1884), p. 473. 

77) Diesen Satz gab Cantor bereits 1883 in Math. Ann. 21, p. 54. 

78) Solche Mengen sind z. B. die oben erwahnten fiir X = d. 

79) Math. Ann. 25, p. 243. 

80) Applicazioni geom del calc. etc. (1887), p. 152. 
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Jordan 81 ) dem Inhaltsbegriif eine pracisere Formulierung gegeben, die 
fiir ebene Punktmengen so lautet: Zerlegt man die Ebene in Quadrate 
mit der Seite r und ist 8 die Summe aller Quadrate, deren samtliche 
Punkte P angehoren, ist ferner S -f- 8' die Summe der Quadrate, 
die uberhaupt Punkte oder Grenzpunkte von P enthalten, so conver- 
gieren S und 8 + S' gegen feste, von der Teilung unabhangige Grren- 
zen I und A. Fiir I — A heisst P messbar und I = A ibr Inbalt. 
Ist I < Ay so unterscbeiden Peano und Jordan einen innern und 
aussern Inbalt. 

Ist P' abzahlbar, so ist P messbar und bat den Inbalt 0, ins- 
besondere also auch jede reductible Menge. Ist P abz*ahlbar, aber P' 
von boberer Machtigkeit, so ist jedenfalls die innere Flacbe Null 82 ). 

16, Das Continuum. Den Ordnungstypus des hat Cantor 
dahin bestimmt, dass es eine perfekte Menge M ist, die eine Menge 
S der Machtigkeit (die rationalen Zahlen) so enthalt, dass zwiscben 
zwei Elementen von M unzahlig viele Elemente von 8 liegen 83 ). Als 
diejenige Eigenschaft, welche eine perfekte Menge zum Continuum 
macbt, bat Cantor die auf dem geometrisehen Stetigkeitsbegriff rubende 
Eigenschaft des Zusammenbangs aufgestellt 84 ); d. b. sind p und q 
zwei Punkte der Menge, so giebt es eine endlicbe Zahl von Zwischen- 
punkten p 1} p 2j . . . p n) so dass die Entfernung zweier benachbarter 
beliebig klein ausfallt; er definiert daber das Continuum als perfekt 
zusammenhangende Menge 85 ). 

Fiir den Satz, dass die Machtigkeit des und sogar des 
dieselbe ist, wie die des © x , bat Cantor einen neuen einfacben Beweis 
gegeben, der sich auf das Rechnen mit Machtigkeiten stiitzt 86 ). Der 
Satz, dass das © von der zweiten Machtigkeit ist, harrt noch runner 
des Beweises; trifft er zu, so miissen sich alle Zahlen zwischen 0 

81) Cours d’analyse (2), Paris 1893, 1, p. 28, sowie J. d. Matt. (4) 8 (1892), p. 79. 

82) G. Garibaldi in Palermo Rend. 8 (1894), p. 157. 

83) Matt. Ann. 46, p. 510. 

84) Matt. Ann. 21, p. 575. Bolzano (Paradoxieen § 38) natm an, dass 
diese Eigensctaft allein ausreicte. Dedekind' s im Schnittprincip enttaltene De- 
finition kommt, auf die G-esamtteit der rationalen Zatlen angewandt, auf das 
gleicte tinaus, wie diejenige Cantor' s. Ygl. jedoct Nr. 17. 

85) Eine zusammenhangende nicht perfekte Menge nennt Cantor ein Semi- 
continuum (Matt. Ann. 21, p. 590). 

86) Matt. Ann. 46, p. 488. Eine merkwurdige Folge der Ttatsacte, dass 
das Continuum seine Machtigkeit behalt, wenn man daraus abzahlbare Mengen 
entfernt, ist die, dass man aus dem stetigen JR n abzatlbare Punktmengen ent- 
fernen kann, otne dass dadurct eine stetige Bewegung unmoglict wird (Cantor 
in Matt. Ann. 20, p. 121). 
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und 1 auf die Ordnungszahlen der Klasse Z($ 0 ) eindeutig beziehen 
lassen. Die Fragen fiber Abbildung der Continua haben in neuerer 
Zeit weitere Fortschritte gemacht. Peano bat 1890 gezeigt ; dass man 
die Abbildung des © 2 auf das aucb stetig berstellen karm, falls 
man die Eineindeutigkeit opfert 87 ). Bald darauf bat _ZX Hilbert fur 
den gleicben Satz eine geometrische Metbode gegeben 88 ). 

Aucb fur die Geometric ist die Mengenlebre massgebend gewor- 
den 89 ); E. Maccaferri bat jedoeb auf einen merkwfirdigen Unterscbied 
hinge wiesen, der zwischen dem Cantor 1 scben Begriff des Continuums 
und den durcb Gleichungen gegebenen continuierlicben Gebilden statt- 
bat. Sind im P n die Coordinaten x 1 ...x n stetige Funktionen von 
t } so stellt zwar der Inbegriff aller zugehorigen Punkte eine eonti- 
nuierlicbe Menge im Cantor’schen Sinne dar, aber umgekehrt kann, 
sobald n ^ 2 ist, ein Cantor 1 scbes Continuum nicht immer durch der- 
artige Gleichungen dargestellt werden; die bei Cantor der Menge not- 
wendig angeborenden Grenzpunkte braucben namlich durch das Funk- 
tionensystem nicht dargestellt zu werden 90 ). 

Bendixson 91 ) und Phragmen 92 ) haben sicb mit Eigenschaften von 
Punktmengen beschaftigt, welche die voile Grenze eines ebenen © 2 
bilden konnen und zwar besonders mit Rucksicht auf Mittag-Leffler 1 s 
Untersuchungen fiber die Theorie der eindeutigen Funktionen 93 ). 

G. Ascoli und C. Arzela haben begonnen, die Begriffe der Men- 
genlebre auf Mannigfaltigkeiten von Kurven zu iibertragen 94 ). 

17. Die Unendlich (U) der Funktionen. Die Erorterungen 
fiber die aritbmetische Natur des © haben zu einer Erweiterung des 

87) Math. Ann. 36, p. 157. Peano druckt sich so aus, dass die abbildenden 
Grleichungen x==f(s), y—f(s) eine Curve bestimmen, die eine Fliiche erftillt. 
Die Methode entspricht der in Anm. 60 erwahnten. 

88) Math. Ann. 38 (1891), p. 459 ff. Ein einfaches Princip der Abbildung 
findet sich bei Schon flies, G-ott. Nachr. 1896, p. 255. 

89) Ygl. besonders den Cours d’analyse von C. Jordan, Bd. 1, sowie W. Kil- 
ling, Grundlagen der Geometrie 2, 1898 (Paderborn). 

90) Ein einfaches Beispiel liefert die Gleichung y = sin - fur 0 < x < M . 

Die durch sie definierten Punkte stellen ein Cantor’ sches Continuum nur dann 
dai , wenn die Punkte der y- Axe zwischen -f- 1 und — 1 hinzugefugt werden. 
Diese Punktmenge lasst sich aber nicht so darstellen, dass x und y stetige 
Funktionen von t werden. Ygl. Riv. di mat. 6 (1896), p. 97. 

91) Stockh. Handl. Bih. 9 (1885), Nr. 7. 

92) Acta mat. 7 (1885), p. 43. 

93) Ygl. Acta mat. 4 (1884), p. 10. 

94) Ascoli in Line. Mem. (3) 18 (1884), p. 251 und Arzela in Line. Rend. 
(4) 5 (1889), p. 342. 
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Grossenbegriffs gefuhrt. Ansser den (reellen) Zalilen giebt es noch an- 
dere, machtigere Systeme von Individuen, die den allgemeinen Grossen- 
gesetzen (Nr. 4) gehorchen. Das Kennzeichen der gewohnlichen Zahlen- 
lehre ist, wie StoU 95 ) bemerkt bat, die von Archimedes als Postulat 
aufgestellte Forderung, dass, falls A<iB ist, immer eine ganze Zabl 
tn existiert, so dass nt A > B ist. Die beziiglichen allgemeineren 
Grossensysteme genugen dieser Forderung nicbt. Nacbdem bereits 
Is. Newton 96 ) sicb mit Grossensystemen dieser Art beschaftigt bat, sind 
solcbe in neuerer Zeit besonders von Stolz und P. du Bois betracbtet 
worden. Die Momente von Stolz 97 ) knupfen sicb an Funktionen f(x) 7 
deren jede, fiir linl x — -j -a bestandig positiv bleibend, den Grenz- 
wert 0 bat; aucb soli jede rationale Funktion beliebig vieler von ihnen 
einen bestimmten Grenzwert besitzen. Ein einfacbes System dieser 
Art bilden die reciproken Werte der Funktionen 

x 1} E t (V) = e* , E % (x) = e E ^ i 1 («) = lg(«), !&(») = IgA (»)... 
fiir lim x = oo. Jeder Funktion f(x) lasst sicb ein „Moment" u(f) 
so zuordnen, dass u(/‘) ^ n(g) ist, je nacbdem fiir lim x = + a 
lim (/*:^r) = 1 ist. Diese Momente geniigen den Grossenbeziebungen 
und gestatten Addition und Multiplikation, bei geboriger Erweiterung 
sogar aucb die Division, jedocb nicbt durcbgebends die Subtraktion. 

Ein zweites Grossensystem dieser Art bilden du Bois 3 „Unend- 
lich 98 ) (U) der Funktionen" Wenn f(x) und <p(x) mit x monoton 
ins Unbegrenzte wacbsen und fiir lim x = -f- oo der Quotient 
fix) : cp (x) den Grenzwert oo oder 0 hat, so hat nacb du Bois f(x ) 
ein grosseres oder kleineres U als g>(x) (f> <p resp. f < <p); wenn 
dieser Grenzwert von 0 und 00 verscbieden ist, so baben f und <p 
gleiches U Der Gegensatz dieses Grossensy steins zu den 

Zahlen driickt sich in folgenden zwei Satzen aus: 1) Es giebt weder 
ein oberstes nocb ein niederstes U, d. b. wie aucb eine Reihe von 
wachsenden (resp. abnehmenden) Unendlich gegeben sein mag, so 
kann man immer Funktionen konstruieren, deren 11 bober resp. nie- 
derer ausfallt, als die gegebenen (analog zur zweiten Zablklasse, resp. 


- 95) Math. Ann. 18 (1881), p. 269, Anm.. 

96) Philos, natnr. princ. lib. I sect. I, lemma XI, Anm. Vgl. auch Vivanti 
in Bibl. mat. 5 (1891), p. 97. 

97) Stolz, Vorlesungen fiber Arithmetik 1 (Leipzig 1885), p. 205. Eine an- 
dere ebenfalls mogliche Definition findet sich p. 213. 

98) Math. Ann. 8 (1875), p. 363 ff. sowie 11 (1877), p. 149. In der ersten 
Abhandlung werden zugleich die Unendlich fur einzelne Funktionen bestimmt, 
die mit andern durch Funktionalgleichungen verbunden sind. 



204 


I A 5. Mengenlehre. 


zum zweiten Erzeugungsprincip). 2) Es ist (im Gegensatz zur Theorie 
der Irrationalzahl) unmoglich, sich einem gegebenen MX(x) durch 
eine abzahlbare Funktionenfolge cpp(%) so anzunahern, dass man niclit 
stets beliebig viele Funktionen ip(x) angeben konnte, deren XX ft r 
beliebiges p zwischen X(x) und %(%) fallt. 

Die Thatsache, dass man sick jedes gegebene MX(x) unter dem 
Bilde eines P un ktes der unendlich fernen Geraden (namlich des Punktes 
der Curve y = X(x ) fiir x = oo) vorstellen kann, hat du JBois zu dem 
Postulat der infinitaren Pantachie ") gefiihrt, die aus der Gesamtheit 
der IX aller Funktionen so entst^hen soil, dass jeder JDedeldnd ! schen 
Zweiteilung (I A 3) der Unendlich ein neues XX entspricht. Doch ist 
zu bemerken, dass es nicht moglich ist, die IX aller Funktionen als 
ein Grossensystem (im Sinn von Nr. 4) aufzufassen 10 °). 

Anf Grund davon, dass mit den Funktionen f(x ) auch die Funk- 
tionen Ig f(x ) fur lim x = oo ein System ins Unbegrenzte wachsen- 
der Funktionen bilden, hat S . Pinckerle 101 ) die Definition der Unendlich 
folgendermassen verallgemeinert. Ist F(x) eine Funktion wie f(x) y 
so soil, falls die Differenz 8 (x) = F {fix)) — F(cp{xJ) fiir lim x — oo 
pqsitiv unendlich wird, f>(p sein, falls sie endlieh bleibt, f^<p, falls 
sie negativ unendlich wird, f<cp sein. Fiir dieses Grossensystem 
gelten die allgemeinen und die beiden besonderen du JBois ' schen Satze. 
Die Grossenbeziehung zweier XX hangt aber von der benutzten Funk- 
tion F(x ) ab und kann fiir verschiedene Funktionen verschieden aus- 
fallen, woraus noch folgt, dass im System von du JBois ’ Unendlich, 
falls f~<p ist, keineswegs F(f) ~ F(cp) sein muss. 

J. Thomae 102 ) hat zuerst versucht, die IX als „Zahlen“ aus un- 
endlich vielen Einheiten zu betrachten (,,Ordnungsmasszahlen“). Wer- 
den die IX von E n (x ), x , L n (x) durch rj. ny 1, X n bezeichnet, so kann 
das Unendlich der Funktionsklasse, die durch 

E»(xf* . . . E 1 (x) ai x a L l {x)“ . . . L r (xf r) 
gegeben ist, durch 

anVn + j- a 1 7] 1 + a + a' A, + •••-}- d v) l v 

dargestellt werden, wo die Grrossenbestimmung sich durch die Be- 
ziehung X v >mX n ^.t ausdruckt, fiir nt als gauze Zahl 10:1 ). 

99) Funktionenlehre p. 282. 

100) Es giebt monoton ins unbegrenzte wachsende Funktionen, cleren Quo- 
tient fiir lim^=-foo unbestimmt wird; vgl. Stolz in Math. Ann. 14 (1878), p. 282. 

101) Bologna Mem. (4) 5 (1885), p. 739. 

102) Elementare Function entheorie, Halle 1880, § 143. 

103) Die Bezeichnung der Einheiten tj und % als „actual unendlich grosser 
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Umfassender ist das Funktionssystem, dessen tt Pincherle (a. a. 0.) 
durch Zahlsymbole mit unendlich yielen Einheiten darstellt • ihre 
Reihe ist analog zu den Ordnnngszalilen yon Z(<$ 0 ). Er zeigt zu- 
gleich, dass es unmoglieh ist, die U aller Funktionen dnrcli Zahl- 
symbole dieser Art auszudrucken. 

18. Das Axiom des Archimedes und die Stetigkeit. G. Vero- 
nese m ) hat zuerst bemerkt, dass die Dedekind ’ sche Definition der Stetig- 
keit 105 ), nach der jede Zweiteilung der Klasse II der rationalen Zahlen 
eine und nur eine Zahl definiert, das Axiom des Archimedes einschliesst 
und dass das so konstruierte arithmetische Continuum nicht die all- 
gemeinste Erweiterung F Yon 77 darstellt. Man gelangt zu ihr dann 
und nur dann, wenn fur jede Dedekind’ sohs Teilung des erweiterten 
Grossengebiets F in zwei Klassen von Grossen p 2 resp. p ± die Diffe- 
renzen p 2 — p x kleiner als jede Grosse Yon F werden, so dass diese 
Bedingung mit dem Axiom des Archimedes gleiehwertig ist. Yerlangt 
man jedoch nur, dass fur das erweiterte System die Differenz p 2 — p 1 
kleiner als jede Grosse des zu Grunde gelegten Systems 77 wird, so 
kann man Grossenklassen konstruieren, die dem Axiom des Archimedes 
nicht gehorchen und bei denen nicht mehr jeder Teilung eine Grosse 
entspricht, sond’ern sogar unendlich vide (Nr. 19). 

Auf diesen allgemeinen Grossenbegriff hat P. Veronese die Kon- 
struktion des ( dbsoluten ) Continuums aufgebaut 106 ). Veronese’s Yer- 
such, die Individuen dieses Continuums („transfinite Zahlen“) als Grund- 
elemente der projektiven Geometrie zu benutzen, ist Yon Schonflies 
bestritten worden 107 ). 


reap, kleiner Zahlen 11 hat eine lehhafte Polemik nber die Existenz ihnen ent- 
sprechender linearer Segmente hervorgerufen, an der besonders Cantor , Peano , 
Veronese und Vivanti teilgenommen haben und die meist in den ersten Banden 
von Peano’ s Rivista erschienen ist. Ygl. auch den Anhang zu Veronese’ s Fonda- 
menti, sowie Zeitschr. f. Philos. 91 u. 92. 

104) Line. Mem. (4) 6 (1890), p. 603. Ygl. hierzu auch Stolz, Math. Ann. 39 
(1891), p. 107. 

105) Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschw. 1872, p. 21. Ygl. I A 3. 

106) Fondamenti di geometria p. 165; vgl. auch Anmerkung 109. 

107) Ygl. iiber diese Polemik Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 5 (1896), 
p. 75, sowie Line. Rend. (5) 6 (1897), p. 161 u. 362; 7 (1898), p. 79. 

Fur Grossen, bei denen die Zahl der Einheiten unendlich von der Mach- 
tigkeit 5< 0 ist und die entweder eine hochste oder tiefste Einheit besitzen, hat 
7. Levi-Civitd ausser Addition und Subtraktion auch Multiplikation und Division 
in tlbereinstimmung mit den Rechnungsgesetzen formal definiert (vgl. Atti Ist. 
Yen. [7], 4 (1893), p. 1765, sowie eine Erweiterung in Line. Rend. (5) 7 (1898), p. 91). 
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19. Die allgemeinsten Grossenklassen. Eine allgemeine Unter- 
suchung der beziiglichen Grossenklassen stammt von Bettazzi 10 *), ins- 
besondere derjenigen, die aus lauter positiven Grossen besteben. Die 
Elemente seiner Klassen geniigen ansser dem allgemeinen Grossen- 
cbarakter (Nr. 4) der Forderung, dass neben A und B stets aucb A-\-B 
und, falls A>B ', aneh A — B definiert werden kann und in der Klasse 
vorhanden ist. Er teilt die Grossenklassen zunachst in begrenzte 
resp. unbegrenzte, je nacbdem in ibnen eine von 0 verschiedene 
Minimalgrosse M existiert oder nicbt. Die Anwendung der Dedekind- 
scben Zweiteilung in zwei Gruppen P 1 und P 2 fubrt Bettazzi zu fob 
genden Formulierungen. Ergiebt die Teilung fur P 2 ein Minimum 
und fur P 1 ein Maximum , so liegt an der Teilungsstelle eine Folge 
yor. Fiihrt jede Teilung zu einer Folge, so ist die Klasse begrenzt 
und besteht, falls M ihr Minimum ist, aus den samtlicben Vielfacben 
von M. Hat P 2 ein Minimum und P 1 kein Maximum oder umge- 
kehrt, so liegt eine Bindung vor und die Klasse ist notwendig un- 
begrenzt. Hat endlicb weder P 2 ein Minimum, noch P 1 ein Maxi- 
mum, so ist zu unterscbeiden, ob die Differenz p 2 — Pi bleiner als 
jede Grosse der Klasse wird oder nicbt. Im ersten Fall liegt ein 
Schnitt \ im zweiten ein Sprung vor. Alsdann kann die Klasse sowohl 
begrenzt als unbegrenzt sein. 

Uber das Yerhaltnis einer Klasse F zu jeder ibrer unbegrenzten 
Unterklassen II besteben folgende Satze. Ist die Klasse F begrenzt, 
so entbalt sie unendlicb viele Spriinge und es entspricbt einem Scbnitt 
von II entweder keme Grosse von P, die ihn ausfiillt, oder unendlich 
viele. Ferner entbalt jede TTnterklasse II von P, die selbst unbegrenzt 
ist, Grossen, kleiner als jede Grosse von P selbst. Ist jedocli P selbst 
unbegrenzt, so kann einem Schnitt von II entweder keine Grosse von 
P oder eine oder unendlich viele entsprechen. Im letzten Fall enthalt 
P ebenfalls unendlich viele Spriinge. 

Bettazzi nennt eine Klasse, in der jede Zweiteilung einen Scbnitt 


Sein Verfahren kommt clarauf kinaus, die Grossen als Potenzreilien aufzufassen, 
deren Convergenz nicbt in Frage steht. Ebenso muss man, wenn fur Veronese’s 
Transfiniten die Rechnungsoperationen gelten sollen, Zahlcn zulassen der Form 

wo die -I] i die Bedeutung von Nr. 17 haben, aber die a n ubcr idle Grensen wach- 
sen > die Zahlen einzig auf Grund der vorstehenden formalen Definition exi- 
stieren. 

108) Teoria delle grandezze, Pisa 1891 (sowie Univ. Toscane 19), insbe- 
sondere § 37 ff. 


19. Die allgem einsten Grossenklassen. 
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oder eine Bindung liefert, zusammenkangend. Diese Klassen geniigen 
dem Axiom des Archimedes . Wenn es far jede Zweiteilung yon r 
oder einer ikrer Unterklassen IT, die einen Scknitt yerursackt, eine 
ikn ausfiillende Grosse giebt ; so keisst die Klasse gescklossen; sie kann 
also, falls sie nur gescklossen ist, nock Spriinge entkalten 109 ). Auf 
Grand kiervon definiert Bettazzi das Continuum als Grossenklasse, die 
gescklossen und zusammenkangend ist und damit Zaklencharakter 
kesitzt. 


109) You Veronese (a. a. 0.) und Stolz werden aucli diese Klassen im all- 
gemeinen Sinn stetig genannt (Math. Ann. 39, p. 107). Dieser Art ist z. B. Ve- 
ronese’s absolutes Continuum (Nr. 18). 
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W. Burnside , Theory of groups of finite order, Cambridge 1897. 

L. Bianchij Teoria dei gruppi di sostituzioni e delle equazioni algebriche, Pisa 
1897 (lit.). 

Ubrigens vergleiche man auch die einschlagigen Kapitel in den Lehrbuchern 
der Algebra von Borel et Brack , Capelli e Barbieri , Chrystal , Comber ousse, Pe- 
tersen , PincherU , Serret (Bd. 2, 4. Buch; seit der 3. Aufl., 1866), Weber (Bd. 1, 3; 
Bd. 2, 1-3). 


1. Permutationen und Substitutionen. Bereits im vorigen Jalir- 
hundert liatte sicli die Aufmerksamkeit der Mathematiker wiederholt 
auf die Gesamtheit derjenigen Vertauschungen von n Grossen gelenkt, 
bei welchen eine rationale Funktion von ihnen ihren Wert nicbt andert; 
bei P. Buffini 1 ) finden sick scbon eine ziemliebe Anzahl von Satzen 
dariiber. Seine Resultate sind dann von A. Cauchy 2 3 ) geordnet und 
erganzt worden. 

Seien die zu vertauschenden Grrossen einfach mit 
1 ; 2, 3 , n 

bezeich.net; irgend eine andere Anordnung 8 ) von ihnen mit 

O'!) ^2 J * * * fl'n * 

Der Ubergang von der ersten Anordnung zur zweiten heisst Substi- 
tution 4 ) und wird mit 5 ): 

n, 2, 3, ... n\ 

y y a% y ■ • y Chyi/ 

bezeichnet, in geeigneten Fallen auch durch einen einzelnen Buch- 
staben 6 * ). Dieselbe Substitution auf eine andere Anordnung b ly b 2 y . . .b n 
ausiiben heisst: diese Anordnung durch 

a (W)> a &)> ? • • a K) 

ersetzen. Dadurch ist auch die Bedeutung des Ausdrucks definiert: 
„man iibe auf eine Anordnung A erst die Substitution S und dann 

1) Ygl. H. Burkhardt, Abh. z. Gesch. d. M. 6, 1892, p. 119 = Ann. di mat. 
(2) 22, 1894, p. 175. 

2) J. 6c. polyt. cah. 17, 1815, p. 1; exerc. d'analyse et de phys. math. 3, 
Paris 1844 [45/46]; Par. C. R. 21, 1845; 22, 1846. 

3) „arrangement“ bei Cauchy , exerc. d’anal. 3, p. 151. — Sonst wird „per- 
mutation“ in diesem Sinne gebraucht, so bei Cauchy , J. ec. polyt. cah. 17, p. 3; 
E. Galois, oeuvr. p. 35 (J. de math. [1] 11, 1846 [31]). Vgl. I A 2, 2. 

4) Cauchy , J. ec. polyt. cah. 17, p. 4; spater (exerc. d’anal. 3, p. 152; Par. 
C. R. 21, p. 594) gebraucht er permutation als Synonym von substitution. Seit- 
dem schwankt der Sprachgebrauch. 

5) Cauchy , J. 6c. polyt. cah. 17, p. 10; in den exerc. d’anal. und in den 
C. R. setzt er die erste Anordnung in die untere Zeile. 

6) Cauchy , J. ec. polyt. cah. 17, p. 4. 

Encyklop. d. math. Wissensch. I, 14 
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auf die resultierende Anordnung £ die Substitution T aus“; man 
erhalt eine An ordnung C y 7 ) die aus A auch direkt durch eine be- 
stimmte Substitution U erhalten wird. Die damit gegebene Beziehung 
zwisehen S, T y U ist von A unabhangig; sie wird durcb die Gleichung: 

8T= TJ 

ausgedriickt 8 ). Man nennt U das Produkt 9 ) von S und I 7 ; diese Pro- 
duktbildung ist associative aber im allgemeinen nicht commutativ. 
1st ST=TS, so heissen S und T vertauschbar 10 ). 

Diejenige Substitution, welche kein Element versetzt, heisst die 
identische n ) und wird mit 1 bezeichnet 12 ). 

2. Ordnung einer Substitution. Fur SS schreibt man £ 2 , fiir 
888: S z u. s. f. 13 ). Es giebt Zahlen n, fur welche S n = 1 ist; die 
kleinste v unter ihnen heisst die Ordnung 14 ) von S. Sind k y l be- 
liebige ganze Zahlen, so ist S kr + l = S l ] fiir nicht positive Werte von 
l ist das Zeichen S l durch diese Grleichung definiert 15 ). S ~ 1 heisst die 
zu S inverse Substitution 16 ). 

3. Cykeln. Eine Substitution der Form: 

rx y z ... v w\ 

\y z u ... w x ) 

heisst cyklisch 17 ) und wird kiirzer mit (xyzu ... vw) bezeichnet 18 ). 
Jede Substitution kann als Produkt cyklischer Substitutionen ohne 
gemeinsame Elemente dargestellt werden 19 ); ihre Ordnung ist dann das 

7) H. Wiener (Lpz. Ber. 1889, p. 249) schreibt solche Beziehungen: 

A{£}£{T}C. 

8) Cauchy , J. ec. polyt. cah. 17, 1815, p. 10 (noch ohne die Bezeichnung der 
Subst. durch. einzelne Buchstaben); ebenso Jordan , Netto, Weber, Burnside. Da- 
gegen in den exerc. d’anal. die umgekehrte Schreibweise , ebenso bei Serret 
Pur die analytische Darstellung (Nr. 4) ist das letztere bequemer. 

9) Cauchy , J. ec. polyt. cah. 17, p. 10. 

10) permutable bei Cauchy, exerc. d’anal. t. 3, 1844, p. 154; echangeable bei 
C. Jordan , J. de math. (2) 12, 1867, p. 117. — - Ist ST = TSF. , so heisst F der 
Commutator von A und B (. B . Dedekind bei G. Frobenius , Berl. Ber. 1890, p. 1348). 

11) Cauchy, J. ec. polyt. cah. 17, p. 10. 

12) Cauchy, exerc. d’anal. 3, p. 155. 

13) Cauchy, J. ec. polyt. cah. 17, p. 11. 

14) Cauchy, ib. p. 13 degre; N. H. Abel, oeuvr. 1. 1, p. 76 (J. f. Math. 1, 1826) 
ordre; Cauchy, exerc. d’anal. 3, p. 157; Par. C. R. 21, p. 599 degr<5 ou ordre. 

15) Cauchy , exerc. d’anal. 3, p. 164; Par. C. R. 21, p. 780. 

16) ib. p. 163; Par. C. R. 21, p. 780. 

17) circulate bei Cauchy, J. ec. polyt. cah. 17, p. 17. 

18) Cauchy , Par. C. R. 21, p. 600; exerc. d’anal. 3, p. 157. 

19) Par. C R. 21, p. 601; exerc. d’anal. 3, p. 159. 


4. Analytische Darstellung von Substitutionen. 
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kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Ordnungen ihrer Cykeln 20 ). 
Haben alle Cykeln gleiche Ordnungszahl, so heisst die Substitution 
regular 21 ). Zwei Substitutionen P, Q, die dieselbe Anzabl von Cykeln 
und in entsprecbenden Cykeln gleicb viele Elemente enthalten, beissen 
zu einan der ahnlich 22 ); es giebt dann 23 ) eine Substitution R von der 
Art, dass Q — R^PR ist. Man sagt: Q entstebt aus P durcb Trans- 
formation vermittelst I?. 24 ) 

4. Analytisclie Darstellung von Substitutionen. Ist die Anzabl n 
der Elemente eine Primzabl p, so kann man sie mit a z (g — 1,2, ...p) 
bezeicbnen und dann jede Substitution durcb eine Congruenz der Form 
z = (p (z) (mod p) darstellen, wo <p eine ganze Function (n — 2) teQ 
Grades vorstellt, die (fur w>2) nocb gewissen Bedingungen zu genugen 
hat 25 ). Ist n Primzahlpotenz p x , so kann man die p* reellen und imagi- 
naren Wurzeln der Congruenz x n ~x (mod n) zu Indices nehmen 26 ) 
oder jedes Element durcb einen Bucbstaben mit % reellen, mod. p zu 
nehmenden Indices bezeicbnen 27 ). 

5. Substitutionsgruppen. Hat eine Gesamtbeit von Substitutio- 
nen die Eigenscbaft, dass jedes Produkt von irgend zweien derselben 
selbst in ibr enthalten ist, so beisst sie eine Gruppe 28 ). Die Anzabl 

20) Par. C. R. 21, p. 601; exerc. d’anal. 3, (1845), p. 162. 

21) Par. C. R. 21, p. 836; exerc. d’anal. 3, p. 202. 

22) Par. C. R. 21, p. 840; exerc. d’anal. 3, p. 166. 

23) Par. C. R. 21, p. 841; exerc. d’anal. 3, p. 168. Q entstebt dadurch, 

dass man R in den Cykeln yon P ausftibrt. 

24) derivata bei E. Betti, Ann. fis. mat. 3, 1852, p. 55; transformee bei 
C. Jordan, J. de math. (2) 12, 1867, p. 110. 

25) Ch. Hermite bei A. Cauchy, Par. C. R. 21, 1845, p. 1247; E. Betti, Ann. 
fis. mat. 2, 1851, p. 17; Ch. Hermite, Par. C. R. 57, 1863, p. 750; Fr. Brioschi, 
Lomb. Rend. (2) 12, 1879, p. 483; A. Grandi, Line. Rend. (2) 16, 1883, p. 101; 
Fr. RinecJcer, Diss. Erl. 1886; L. J. Rogers , Lond. Math. Proc. 22, p. 37 und 
Mess. (2) 21, p. 44, 1891; L. F. Dickson, Am. J. 18, 1896, p. 210. 

26) E. Galois, oeuvr. p. 21 (Bull. Fer. 13, 1830). 

27) E. Galois, oeuvr. p. 27 (revue encyclop., sept. 1832); p. 53 (J. de math. 

11, 1846 [31]). 

28) Dass die Gesamtlieit der Vertauscbungen, bei denen eine rationale 

Funktion von n Veranderlicben ihren Wert nicht andert, die genannte Eigen- 
schaft bat, bat P. Ruffini bemerkt (teoria delle equazioni, Bob 1799, Bd. 2, 
cap. 13); er nennt die Gesamtbeit eine Permutation. E. Galois oeuvr. p. 25 (rev. 
enc. 1832); p. 35 (J. de math. 15, 1846 [31]) definiert: eine Gesamtbeit von Per- 

mutationen (d. b. arrangements) beisst dann eine Gruppe, wenn jede Substitu- 

tion, die eine Permutation der Gesamtbeit in eine andere der Gesamtbeit uber- 
fiihrt, jede Permutation der Gesamtbeit in eine andere der Gesamtbeit uberfuhrt 
(Erlauterungen zu Galois baben E. Betti , Ann. fis. mat. 2 — 6, 1851—55, Th. Schone - 
mann (auf Yeranlassung von C. G. J. Jacobi), Wien. Denkscbr. 52, 1853, p. 143, 
J. A. Serret in seinem Lebrbucb seit 1866, C. Jordan, Par. C. R. 60, 1865, p. 770, 

14* 
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N der Substitutionen, die sie enthalt, beisst ibr e Ordnung 33 )- der 
Quotient nl/N, der stets eine ganze Zabl ist 80 ), ibr Index S1 ), die 
An^alil der Bucbstaben, auf die sie sieh beziebt, ibr Grad 3 *). Ge- 
boren alle Substitutionen einer Gruppe g zugleicb einer andern Gruppe 
G an, so beisst g Teller 33 ) oder Untergruppe “) von G. Die Ordnung 
von g ist dann ein Teiler der Ordnung von G 3 % der Quotient beider 
Ordnungszablen Index von g innerhalb G. ) 

6. Transitivitiit, Primitivitat. Gestatten die Substitutionen einer 
Gruppe, jedes Element an jede Stelle zu bringen, so beisst sie tra/n- 
sitiv 31 ), sonst inbransitiv 33 ). Lassen sieb die Elemente in Systeme 
von gleicb vielen so einteilen, dass die Elemente jedes Systems bei 
alien Substitutionen der Gruppe immer wieder nur durcb Elemente 
eines Systems ersetzt werden, so beisst si eimprimitiv 33 ), sonst primitive). 

Math, km 1, 1869, p. 141, J. Konig, ib. 14, 1879 [78], p. 212, P. Bachmmn, 
ib. 18, 1881, p. 449 gegeben). A. Cauchy sagte: System conjugierter Substitutionen 
(Par. C. R. 21, 1845, p. 605; exerc. d’anal. 3, p. 183); ebenso Serret. Die Aus- 
dxucksweise des Textes bat C. Jordan eingefuhrt J. de math. (2) 12, 1867, p. 109; 
daneben gebrancht er auch faisceau (traits p. 22). 

29) diviseur indicatif bei A. Cauchy, J. 6c. polyt. cah. 17, 1815, p. 7; grado 
bei E. Betti, ann. fis. mat. 3, 1852, p. 59; ordre bei A. Cauchy , Par. C. R/21, 1845, 
p. 605 und exerc. d’anal. 3, p. 183 ; grado di uguaglianza (der entspr. Punktion) 
bei P. Ruffini a. a. 0. 

30) Den entsprechenden Satz fur die zu der Gruppe gehorenden rationalen 
Funktionen von n Veranderlichen hat/. Lagrange, oeuvr. 3, p. 373 (Berl. Mem. 1771 
[73]) ausgesprochen und P. Abbati , soc. It. mem. 10, II, 1803 [1802], p. 38 bewiesen. 

31) A. Cauchy , J. 6c. polyt. cah. 17, p. 6. 

32) C. Jordan, Math. Ann. 1, 1869, p. 141. 

33) E. Galois, oeuvr. p. 58 (J. de math. 11, 1846 [31]); G. Frobenius 
und L. Stickelberger, J. f. Math. 86, 1879 [78], p. 220. 

34) S. Lie, Grott. Nachr. 1874, p. 536. 

35) J. A. Serret, cours art. 424; ein specieller Fall bei A. Cauchy, exerc. 
d’anal. 3, p. 185. 

36) F. Klein u. R. Fricke, Modulfunktionen 1, Leipz. 1890, p. 310. R.Lede- 
kind (Dirichlets Zahlentheorie, 4. Aufl., Braunschw. 1894, p. 475) bezeicknet die- 
sen Quotienten mit (G, g). 

37) A. Cauchy, Par. C. R. 21, 1845, p. 669. 

38) Bei P. Ruffini: permutazione composta di prim a specie. 

39) permutazione composta di 2 a sp. bei P. Ruffini; function transitive com - 
plexe bei A. Cauchy, Par. C. R. 21, 1845, p. 731; gruppo a lettcrc congiuntc bei 
E. Betti, ann. fis. mat. 3, 1852; gruppo complesso bei denis. 6, 1855, p. 8; grouped 
group bei T. P. Kirhnan , Manch. Mem. (3) 1, 1862 [01], p. 305; systeme secon - 
daire bei C. Jordan, J. ec. polyt. cah. 38, 1861, p. 190. — Das Wort imprimitiv 
scheint nicht vor E. Nctto, Subst.-Theorie p. 77 vorzukommen. Einen von 
C. Jordan, traite p. 34 aufgestellten Satz iiber „Faktoren der Imprimitivitat“ 
hat er Giorn. di mat. 10, 1872, p. 116 selbst berichtigt. 

40) permutazione composta di 3<* sp. bei P. Ruffini; groape primitif bei E. Ga - 
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7. Symmetrische und alternierende Gruppe. Die Gesamtheit aller 
n\ Substitutionen von n Elementen bildet die symmetrische G-ruppe 41 ). 
— Eine Substitution; die nur zwei Elemente untereinander vertauscbt; 
heisst eine Transposition 42 ). Jede Substitution lasst sicb auf verscbie- 
dene Arten als Produkt von Transpositionen darstellen, die Anzahl 
derselben ist aber dabei entweder stets gerade oder stets ungerade; 
darnacb werden die Substitutionen selbst als gerade und ungerade 
unterschieden 48 ). Die ersteren bilden die alternierende Gruppe 44 ); ibre 
Ordnung ist %n\ 

8. Mogliche Or dnungsz ahlen von Gruppen. NTicbt jeder Teiler 
von n\ kann Ordnungszabl einer Gruppe des Grades n sein. So giebt 
es fur w>4 keine Gruppe, deren Index zugleieh >2 und ware 45 ). 
Aucb giebt es keine andere Gruppe vom Index 2, als die altemie- 
rende 46 ), und, ausser fur n = 6, keine anderen Gruppen vom Index 
n 9 als diejenigen, die ein Element fest lassen 47 ). Ist der Index J>h> 
und w>6, so ist er 48 ) mindestens = 2n] ist er grosser als 2n y so 

lois, oeuvr. p. 58 (J. de Math. 15, 1846 [31]); equation primitive schon p. 11 (Bull. 
F6r. 13, 1830). 

41) JE . Netto, Substitutionentheorie p. 33. 

42) Cauchy , J. 6c. polyt. cah. 17, p. 18. 

43) Ygl. den Abschnitt I A 2, Nr. 3. 

44) groupe alterne bei C. Jordan, traite p. 63. 

45) jP. Buffini hatte bewiesen, dass es fiir n — 5 keine Gruppe giebt, deren 
Index zugleieh >2 und <5 ware (teoria delle equazioni, Bol. 1799, cap. 13); 
vereinfacht und auf n > 5 erweitert von P. Abbati , soc. It. mem. 10, 1803 [02]. 
A. Cauchy zeigte, dass es fur n>5 keine Gruppe giebt, deren Index zugleieh 
> 2 und kleiner als die grosste Primzahl p ware, die nicht > n ist (J. ec. polyt. 
cah. 17, 1815, p. 9); auch fiir n — 6 keine vom Index 5 (ib. p. 20). Der Satz des 
Textes ist zuerst von J. Bertrand mittelst eines zahlentheoretischen Postulats be- 
wiesen, J. 6c. polyt. cah. 30, 1845, p. 123 (eine Erganzung bei J. A. Serret, J. de 
math. 14, 1849, p. 135); ohne ein solches von A. Cauchy , Par. C. R. 21, 1845, p. 1101 ; 
J. A. Serret , J. 6c. polyt. cah. 32, 1848, p. 147; aus der Einfachheit (Nr. 16) der 
alternierenden Gruppe von J. Konig, Math. Ann. 14, 1879 [1878], p. 215 und 
L. Kronecker, Berl. Ber. 1879, p. 211. 

46) Piir n = & Cauchy, J. 6c. polyt. cah. 17, p. 26; allgemein (bezw. der 
entsprechende Satz fiir rationale Funktionen) N. H. Abel, oeuvr. 1, p. 80 (J. f. Math. 
1, 1826). 

47) Fiir n= 5 N. JBL. Abel , oeuvr. 1, p. 31 (1824, ohne Beweis) und p. 83 (J. 
f. Math. 1, 1826); allgemein auf Grund seines Postulats J. Bertrand, J. ec. polyt. 
cah. 30, 1845, p. 133; ohne ein solches J. A. Serret, J. de math. 15, 1850, p. 20. 
23. — Die Ausnahme fiir n=6 Ch. Hermite bei Cauchy, Par. C. R. 21, 1845, 
p. 1201 ; 22, 1846, p. 31. 

48) J. Bertrand , J. ec. polyt. cah. 30, 1845, p. 133 (fiir nj> 9); A. Cauchy, 
Par. C. R. 21, 1845, p. 1101 (ohne Bew.); J. A. Serret, J. de math. 15, 1850, 
p. 36 fiir n^> 8; JE. Mathieu, Par. these 1859, p. 4 fiir nj>6 (ohne Beweis). 
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ist er 45 ) mindestens = *h(»- 1); « er nocb grosser und n>8, so 
1st er 50 ) mindestens —n(n 1). 

9. Mehrfacli transitive Gruppen. Eine Gruppe heisst h-fack 
transitiv, wenn ihre Substitutionen Tt beliebige Elemente an k beliebige 
Stellen zu bringen gestatten 51 ). Eine Gruppe beisst von ter Klasse c, 
wenn keine ihrer Substitutionen, ausser 1, weniger als c Bucbstaben 
versetzt 52 ). Zwischen Grad, Transitivitatszahl und Klasse einer primi- 
tiven Gruppe bestehen gewisse Ungleicbungen 53 ). 

10. Lineare homogene Gruppe. Die Potenzen einer Substitution 
bilden *eine cyUische Gruppe 51 ). 1st die Ordnung der Substitution 
gleich der Anzabl der Elemente, so lassen sieh die Substitutionen 
einer solchen Gruppe darstellen durcb 55 ): 

z =g c (mod n) 

(vgl. Nr. 4). Ebenso bilden die durcb: 

0 1 ' = 0 1 + «!, s x '=z x + c x (mod jp) 

dargestellten Substitutionen der f Elemente a 3lH ...; x eine Gruppe 56 ) 
der Ordnung p*. Ferner bilden die durcb: 

49) A. Cauchy, Par. C. R. 21, p. 1101 (ohne Bew.); J. A. Serret, Par. C. R. 
29, 1849, p. 11; J. de math. 15, 1850, p. 43. 

50) E. Mathieu, Par. C. R. 46, 1858, p. 1048; Par. these 1859, p. 4 (ohne 
Beweis). 

Weitere Satze tiber mogliche Ordnungszahlen transitiver Gruppen geben 
C. Jordan, Par. C. R. 66, 1868, p. 836; 76, 1873, p. 953; J. dc math. (2) 14, 1869, 
p. 146; 16, 1871, p. 383; 17, 1872, p. 351; traite p. 76, 664; L. Sylow, Math. Ann. 
5, 1872, p. 592; Acta math. 11, 1888, p. 256; E. Netto, J. f. Math. 83, 1877 [76] 
p. 43; 85, 1878, p. 327; 102, 1888 [87], p. 322; G. Frobenius, J. f. Math. 101, 
1887 [86], p. 290; A. Bochert, Math. Ann. 33, 1889 [88], p. 584; 40, 1892, p. 57; 
49, 1897, p. 112; E. Maittet, Par. C. R. 119, 1894, p. 362; G. A. Miller, N. Y. 
Bull. (2) 4, 1897, p. 144. 

51) E. Mathieu } Par. these 1859, p. 16. 

52) C. Jordan , Par. C. R. 72, 1871, p. 854; 73, 1871, p. 853. 

53) C. Jordan , J. de math. (2), 16, 1871, p. 383; 17, 1872, p. 351; (5) i, 
1895, p. 35; Bull. soc. math. 1, 1873, p. 175; Par. C. It. 76, 1873, p. 952; 78, 
1874, p. 1217; J. f. Math., 79, 1874, p. 248; A. Bochert , Dins. Breslau 1877; Math. 
Ann. 29, 1887 [86], p. 27; 33, 1889, p. 572; 40, 1892 [91], p. 170; 49, 1897 [96] 
p. 133; E . Netto, J. f. Math. 85, 1878, p. 334; F. liudio, J. f. Math. 102, 1887, p. 1; 

B. Marggraff, Diss. Giessen 1889; Progr. Sopli. Gymn. Berlin 1895; E. Maillet, 
Toul. Ann. 9, 1895, p. D 9. — Funffach transitive Gruppen fur n = 12 und n = 24 
hat E. Mathieu angegeben, J. de math. (2) 6, 1861, p. 270; 18, 1873, p. 25; dazu 

C. Jordan, Par. C. R. 79, 1874, p. 1149. 

54) permutazione semplice bei P. Buff mi. 

55) E. Galois , oeuvr. p. 22 (Bull. Fdr. 13, 1830), p. 47 (J. de math. 11, 1846 
[31]); A. Cauchy, exerc. d’anal. 3, 1844 [45], p. 232 (arithmetische Substitutionen). 

56) E. Galois, oeuvr. p. 54 (J. de math. 11, 1846 [31]). 
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$1 = i 4“ C 12 8± 4” * * * ~f“ Ci x 0 x 

02 = O 2 10 l 4~ <?22 #2 4 h (mod p) 


0.J — 4“ 0 X 2^2 4“ ' * * 4“ 


dargestellten Substitutionen, deren Deterininanto von 0 verschieden 
ist, eine Gruppe, die lineare (homogene) Gruppe 57 ); ihre Ordnung 
ist 58 ), wenn p Primzahl: 

0* — 1)0* — p) ••• {p* — p*- 1 )', 


diejenigen von ihnen, deren Determinante =1 (modjp) ist, eine Unter- 
gruppe derselben 59 ). 

11. Gruppe der Modulargleiclmng. Die lineare homogene Gruppe 
lasst das Element & 0 o---o unversetzt und zerlegt die p x — 1 iibrigen 
in Systeme der Imprimitivitat von je p — 1, die in den Werten der 
Yerhaltnisse :#%:••• : z x ubereinstimmen 60 ). Fur x — 2 sind die 
p+1 Systeme durch je einen Index = z zu bezeichnen, der 
modp die Werte 0, 1, 2,...jp — l,oo annimmt; die Gruppe der Systeme 
ist dann 61 ): , az jL* 

* = ( mod p) ■ 


Diejenigen von diesen Substitutionen, fur: die ad — fly quadratischer 
Rest ist, bilden die „Gruppe der Modulargleiclmng^ (vgl. II B 6 b) 62 ). 


57) E. Galois , oeuvr. p. 27 (revue encyeloped., sept. 1832), p. 47 (« = 1), 53 
{% = 2) (J. de math. 11, 1846 [31]). Fur % = 1 auch A. Cauchy a. zuletzt a. 0. 
(geometrische Substitutionen). L. Kronecker, Berl. Ber. 1879, p. 217 nennt die 
lineare Gruppe fur die zu %—X gehorenden Funktionen „metacyklisch u . — Ausfuhr- 
lich behandelt von C. Jordan , traite p. 91—249. — Ursprunglich hatte Galois ima- 
ginare Indices (vgl. Nr. 4, Note 3) eingefiihrt und Substitutionen betrachtet, die 
sich durch lineare Funktionen von diesen ausdrticken; vgl. dazu JE. Betti , Ann. 
fis. mat. 3, 1852, p. 52; JE. Mathieu, Par. C. R. 48, 1859, p. 841; J. de math. 
(2) 5, 1860, p. 38; 6, 1861, p. 261; Ann. di mat. 4, 1861, p. 113; W. Burnside , 
Lond. M. Proc. 25, 1894, p. 113; E. JE. Moore, Chicago congress papers, 1896 
[93] p. 208. 

58) Satz bei E. Galois , oeuvr. p. 27 (rev. enc., sept. 1832); Bew. bei JE. Betti, 
Ann. fis. mat. 3, 1852, p. 76. — Fill* nicht primzahlige Moduln C. Jordan, 
traits p. 96. 

59) C. Jordan, traits p. 106. 

60) Fur % = 2 E. Galois, oeuvr. p. 27 (revue encyclop. sept. 1832, aus der 
Theorie der elliptischen Funktionen); p. 59 (J. de math. 11, 1846 [81]; fur be- 
liebige % E. Betti, Ann. fis. mat. 3, 1852, p. 74. 

61) E. Galois, oeuvr. p. 27; p. 59. 

62) ib. p. 28; vgl. dazu E. Betti a. a. 0 . u. 4, 1853, p. 90; J. A. Serret , 
Par. C. R. 48, 1859, p. 112, 178, 237; Ch. Eermite, ib. p. 49, p. 110; der Sache, 
nicht der Bezeichnung nach auch E. Mathieu, Par. these 1859, p. 38 und T. P. 
Kirhman, Manch. Mem. (3) 1, 1862 [61], p. 365; 2, 1865 [62], p. 204. 
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Sie besitzt far p = 5, 7, 11, und nur fur diese Primzahlen, Unter- 
gruppen vom Index jp. 63 ) 

12. Andere Untergruppen der homogenen linearen Gruppe 

werden gebildet yon denjenigen Substitutionen, die je eine homogene 
Funktion der Indices in sich transformieren 64 ), z. B. die Summe ihrer 
Quadrate (orthogonale Gruppe) 65 ) oder, fur x — 2n, die Bilinearform 

n 

m — 1 

in der die § zu den e cogrediente Grossen (II B 2) bedeuten 66 ). 

13. A ufzahlung en von Gruppen der niedrigsten Grade. Alle, 
bezw. alle transitiven oder alle primitiven Gruppen von gegebenem 
Grad a nfzuzaM en ist vielfacb untemommen worden 67 ); fast jede der 
betr. Arbeiten stellt Yersehen der vorbergebenden richtig. 


63) E. Galois, oeuvr. p. 28 (rev. enc. 1832, p. 12; Bull. Fer. 1830, noch nicht 
riclitig) ohne Beweis. Beweis der ersten Halfte von JE. JBetti , Ann. fis. mat. 4, 
1853, p. 90; von Ch. Hermite, J. f. Math. 40, 1850, p. 280 angekiindigt, Par. C. 
R. 49, 1859, p. 110 ausgefuhrt; der zweiten Halfte von C. Jordan , Par. C. R. 66, 
1868, p. 308; von L. Sylow, Christ. Forh. 1870, p. 387; von J . Gierster, JDiss. 
Leipz. = Math. Ann. 18, 1881, p. 368 auf Grund einer Aufzahlung samtlicher 
Untergruppen (Math. Ann. 26, 1885, p. 309 auch fur eine ungerade Primzahl- 
potenz als Modul). Ygl. F. Klein u. B. Fricke, Modulfunktionen, Bd. 1, Leipz. 1890, 
p. 409—491. — Ein allgemeinerer Satz bei L. Sylow , Christ. Skrifter 1897, no. 9. 

Lineare gebrochene Substitutionen unter Galois’schen Imaginaren bei JE. Ma- 
thieu , J. de math. (2) 5, 1860, p. 38; 6, 1861, p. 261; Ann. di mat. 4, 1861, p. 113; 
W. Bn/rnside , Lond. M. Proc. 25, 1894, p. 113; E. H. Moore , Chicago congress 
papers, 1896 [93], p. 226. 

64) C. Jordan, traits p. 219. 

65) ib. p. 155. 

66) ib. p. 171; Par. C. R. 68, 1869, p. 656. Die Gruppe tritt in der Theorie 
der Transformation der mehrfach periodischen (Abelschen) Funktionen auf; Jor- 
dan nennt sie daher Abelsche Gruppe, in anderm Sinne, als 20. Zwei Unter- 
gruppen (fur p =s 2), bei denen bezw. eine gerade und eine ungerade Theta- 
charakteristik in sich ubergeht, nennt er „hypoab51iens“ (traitd p. 195). — An- 
dere Untergruppen der linearen Gruppe traits p. 219, 319, 606. 

67) Fur w = 2, 3, 4, 5, 6 A. Cauchy , Par. C. R. 21, 1845, p. 1363, 1401; 22, 
1846, p. 2; 

» = 7,8. E. Mathieu, ib. 46, 1859, p. 1048, 1208; E. II. Askwith, Qu. J. 24, 
1890, p. Ill, 263; A. Cayley , philos. mag. 18, 1859, p. 34 = coll. pp. 4, p. 88; 
Qu. J. 25, 1891, p. 71, 137; F. N. Cole , N.Y. Bull. 2, 1893, p. 184; G. A. Miller, 
ib. 3, 1894, p. 169. Ygl. auch 0. Holder , Math. Ann. 40, 1892, p. 83. 

n = 9. E. H. Askwith, Qu. J. 26, 1892, p. 79; F. N. Cole, ib. p. 372; N. Y. 
Bull. 2, 1893, p. 250; G. A. Miller, ib. 3, 1894, p. 242 (n = 8, 9); 

n = 10. T. R. Kirkman, Manch. Proc. (3) 3, 1864 [63] p. 142; 4, 1865, p. 171; 


14. Isomorphisms. 15. Allgemeiner Gruppenbegriff. 
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14. Isomorphismus. Zwei Gruppen G, T heissen homomorph auf 
einander bezogen, wenn ihre Substitutionen einander so zugeordnet 
sind, dass, sobald A der A und JB der B entspricht, auch AJB der AB 
entspricht 68 ); entsprechen dabei z. B. jeder Substitution you G 4 yon 
T und jeder Yon T 2 Yon G, so beisst G zu T ditetramorph. Entspricbt 
jeder Yon G nur eine von V und jeder von T nur eine von G y so 
heissen G und T holoedrisch isomorph 69 ). 

15. Allgemeiner Gruppenbegriff. Siebt man von der Bedeutung 
der einzelnen Operationen ab und achtet nur auf die Gesetze der Zu- 
sammensetzung, so sind zwei isomorphe Gruppen uberhaupt nieht 
verschieden 70 ). Aus dieser Auffassung bat sicb die allgemeine Defi- 
nition einer Gruppe 71 ) entwickelt als eines Systems von Elementen 
(resp. von Operationen), das folgenden Bedingungen geniigt: 

F. JSf. Cole, Qu. J. 27, 1893, p. 39; G. A. Miller , ib. p. 99; N. Y. Ball. (2) 1, 
1894, p. 67. 

w = 11. F. N. Cole, ib. p. 49; 

« = 12. G. A. Miller, Par. C. R. 122, 1896, p. 372; Qu. J. 28, 1896, p. 193; 
N. Y. Bull. (2) 1, 1895, p. 255; 

n = 13, 14. G. A. Miller , Quart. J. 29, 1897, p. 224. 

n = 32. JR. Levavasseur, Par. C. R. 122, 1896, p. 182; 

n — 8 p. JR. Levavasseur, Par. C. R. 122, 1896, p. 516 ; G. A. Miller , ib. 123, p. 591. 

Eine Aufzablung der primitiven Gruppen bis n— 17 giebt C. Jordan, Par. 
C. R. 75, 1872, p. 1754. 

Eine besondere Klasse von Substitutionsgruppen sind die Tripelgruppen ; 
vgl. M. Neither, Math. Ann. 15, 1879, p. 87; F. Netto , Subst.-Theorie p. 220; 
Math. Ann. 42, 1893 [92], p. 143; E. H. Moore, ib. 43, 1893, p. 271; 50, 1898 
[97], p. 225; Pal. Rend. 9, 1895, p. 86; N. Y. Bull. (2), 4, 1897, p. 11; J. de 
Vries, Pal. Rend. 8, 1894, p. 222; G. A. Miller, N. Y. Bull. (2) 2, p. 138; 
L. JHeffter , Math. Ann. 49, 1897 [96], p. 101; W. Burnside, theory p. 213. Ygl. 
auch I A 2, 10. 

68) A. Capelli , Giorn. di mat. 16, 1878, p. 32; der Name bei F. Klein, 
Math. Ann. 41, 1892, p. 22. 

69) C. Jordan, traits (1870), p. 56. — Entspricht jeder Substitution von G nur 
eine von T, aber jeder von T mehrere von 6r, so nennt C. Jordan T zu G meri- 
cdrisch isomorph; E. Netto, Subst.-Th. p. 97 sagt: mehrstufig is., W. Burnside, 
theory p. 29: multiply isomorphic. 

70) Vgl. E. Galois, oeuvr. p. 40, scolie II (J. de math. 11, 1846 [31]). 

71) A. Cayley, coll. pp. 2, p. 123 (Phil. mag. 4, 1854); 10, p. 323 (Lond. 
Math. Proc. 9, 1878) (dazu vgl. man die Ausfiihrungen von W. DyeJc, Math. Ann. 
20, 1881, p. 1); L. Kronedker , Berl. Ber. 1870, p. 883. Gruppen von Bewegungen 
hat C. Jordan untersucht, Par. C. R. 65, 1867, p. 229; Ann. di Mat. (2) 2, 1868, 
p. 167. Dann haben F. Klein u. S. Lie den Gruppenbegriff in den Mittelpunkt 
ihrer Untersuchungen gestellt, vgl. S. Lie, Christ. Forh. 1871, p. 243; Gott. Nachr. 
1874, p. 529; F. Klein, Progr. Erlangen 1872. Vgl. auch G. Frobenius und 
L. StickeTberger, J. f. Math. 86, 1878, p. 217; H. Weber , Math. Ann. 20, 1882, 
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I A 6. Endliche discrete Gruppen, 


1. Es ist eine Vorschrift gegeben, nach der je zwei Elemente 
a } b des Systems ein drittes ab = c eindeutig bestimmen. 

2. Diese Komposition (Multiplikation) der Elemente ist associate. 

3. Aus ab — ac folgt b = c } ebenso aus ba = ea. 

Umfasst die Gruppe nur eine endlicbe Anzabl Elemente, so beisst 
sie eine endliche , genauer mit Rucksicht auf II A 6 eine endliche discrete 
oder discontinuierliche 72 ) . Fur eine soldi e folgt aus (1) (3): zu zweien 

ibrer Elemente a , b kann stets auf eine und nur auf eine Weise ein 
Element c so bestimmt werden, dass ac = b ist; die Grruppe enthalt ein 
Element e , die Einheit 73 ), das mit jedem andem a ae = a und ea = a 
ergiebt; zu jedem Elemente a giebt es ein zu ihm inverses b = ar 1 , 
fur das ab — e ist 74 ). 

Jede Grruppe G der Ordnung N lasst sicb als Substitutionsgruppe 
des Grades N darstellen 75 ); diese Darstellung ist imprimitiv in Bezug 
auf jede Untergruppe von 6r. 76 ) Enthalt G einen Teiler H vom 
Index ft, so ist G aucb zu einer transitiven Substitutionsgruppe des 
Grades ft (l, l)-stufig homomorph, wenn l die Ordnung des grossten 
in E entbaltenen Nor malt eilers von G ist 77 ). 

16. Normalteiler. Kann ein Element F einer Gruppe G aus einem 
andem P durch Transformation (Nr. 3) vermittelst eines Elementes Q von 
G abgeleitet werden, so heissen P und F innerhalb G conjugiert 78 ) oder 
gleichberechtigt 79 ). Durchlauft dann P einen Teiler H von G, so durch- 
lauft F einen zu H conjugierten oder mit II gleichberechtigten Teiler 
H'. 80 ) Eine nur mit sicb selbst gleichberechtigte Operation heisst 
ausgemchnet. Ein nur mit sich selbst gleicbberechtigter Theiler heisst 

p. 302, sowie die Definition von G. Frolenius, Berl. Ber. 1895, p. 164: ein Com- 
plex G beisst eine Gruppe, wenn G durcb G 2 teilbar ist; endlicb aucb B. Dede- 
kind in P. G. Lejeune-Dirichlefs Zablentbeorie, 4. Aufl. (Braunscbw. 1894), p. 484. 

72) tfbertragung des aus der Tbeorie der continuierlicben Gruppen stam- 
menden BegrifFs Parameter gruppe auf discontinuierliche bei JS. MaiXlet, Ann. di 
Mat. (2) 23, 1895, p. 199. 

73) Hauptgruppe nach G. Frdbenius u. E. Stiekelberger , J. f. Math. 86, 1879 
[78], p. 219. 

74) Diese Eigenscbaften konnen aucb an Stelle von (3) in die Definition 
aufgenommen werden; so bei Burnside ) theory p. 11. 

75) C. Jordan , traite p. 57; W. Dyck , Math. Ann. 22, 1882, p. 84 (, Regu- 
lar e Form der Gruppe i( ); groupe normal bei Bor el et Drach p. 261. 

76) W. Dyck , a. a. 0. p. 89. 

77) A. Capelli , Giorn. di mat. 1878, p. 48; Dyck a. a. 0. p. 91. 

78) „conjugierte Gattungen rationaler Funktionen“ bei L. Kronecker, Berl. 
Ber. 1879, p. 212. 

79) F. Klein , Math. Ann. 14, p. 430. 

SO) equivalent groups bei T. P. Kirhnan , Mancb. Mem. 2, 1862 [61] p. 78. 


16 . Normalteiler. 
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eigentlicher 81 ) oder Normalteiler 82 ) ; ausgezeicbnete 83 ), invariante 84 ) oder 
monotypiscbe 85 ) TJntergruppe. Die mn Arrangements , die von einer 
Gruppe G mn tQT Ordnung nnter sicb yertausclit werden ; zerfallen einem 
Normalteiler J5T vom Index m und der Ordnung n gegeniiber in m 
Systeme zu je n- die Operationen yon H vertauscben die Arrange- 
ments in jedem einzelnen System, die iibrigen yon G die Systeme 
als ganze 86 ). Die verscbiedenen Vertauscbungen der Systeme bilden 
eine Gruppe 87 ) der Ordnung m , die mit G/H bezeicbnet wird 88 ). — 
Hat Gr keinen yon Gr und H verscbiedenen Normalteiler, der S ent- 
lialt, so beisst H ein grosster Normalteiler yon 6r 89 ). 

Eine Gruppe beisst einfach 90 ), wenn sie keinen yon ibr selbst und 
yon der Einheit yerschiedenen Normalteiler bat; sonst msammengeseteh 

Hat eine Gruppe G zwei yerschiedene Normalteiler G 1} Cr 2 , die 
nur die 1 gemein baben, und ist jede Operation yon G t mit jeder 
yon G 2 vertauschbar, so heisst G das direkte Produkt 91 ) yon G ± 
und G 2 , 

Die alterniermde Gruppe ist einfacb, ausser fur n — 4. 92 ) 


81) E. Galois , der die Bedeutung dieser speciellen Art Teiler fur die Theo- 
rie der algebraischen Gleichungen zuerst erkannt hat, spricht von ^decomposition 
propre“ einer Gruppe von Pennutationen (d. h. arrangements), oeuvr. p. 25 (revue 
encyclop. 1832). 

82) H. Weber, Algebra, 2, p. IX. 

83) S. Lie, Gott. Nachr. 1874, p. 535; F. Klein, Math. Ann. 9, 1876 [75], 

p. 186. 

84) J. Konig, Math. Ann. 21, 1883, p. 431. 

85) G. Frobenius, J. f. Math. 101, 1887 [86], p. 285. 

86) E. Galois a. a. 0.; vgl. auch oeuvr. p. 45 (J. de math. 11, 1846 [31]). 

87) Vgl. E. Betti, Ann. fis. mat. 3, 1852, p. 61 („gruppo delle permutazioni 
sopra i derivati“), wo aber nicht alles klar ist. 

88) C. Jordan, Bull. soc. math. 1, 1873, p. 40; 0. Solder, Math. Ann. 34, 
1889 [88], p. 33. 

89) vgl. C. Jordan. 

90) indecomposable bei E. Galois, oeuvr. p. 26 (revue encyclop., 1832); primo 
bei E. Betti, Ann. fis. mat. 3, 1852, p. 62; groupe de permutations inseparables 
bei M. Bespeyrous , J. de math. (2) 6, 1861, p. 433; non-modular bei T. P. Kirk - 
man, Manch. Mem. (3) 1, 1862 [61], p. 283; equation simple bei C. Jordan, J. de 
math. 14, 1869, p. 139; groupe simple bei dems., traite p. 41. 

91) 0. Solder, Math. Ann. 43, 1893, p. 330; zerlegbar bei G. Frobenius u. 

L. Stickelberger, J. f. Math. 86, 1879 [78], p. 221; eigentlich zerfallend bei W. Dyck, 
Math. Ann. 17, 1880, p. 482. 0. Solder, Math. Ann. 43, p. 335 lasst „eigent- 

lich“ w eg. 

92) C. Jordan, traite p. 66; X. Kronecker, Berl. Ber. 1879, p. 208; F. Klein, 
Ikosaeder, Leipz. 1884, p. 18; W. Burnside, theory p. 153; X. Bianchi, teoria 
p. 61; E. Beke, Math. Ann. 49, 1897, p. 581. 
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Bin Normalteiler einer primitiyen Gruppe ist notwendig tran- 
sitiy 93 ). 

17. Kompositionsreihe. Eine Reihe yon Gruppen: 

G,H,J, ... L,M=l, 

yon denen jede grosster Normalteiler der vorbergebenden ist, heisst 94 ) 
Kompositionsreihe yon G. Die Gruppen G/S, S/J } ... L/M = L sind 
in alien Kompositionsreiben yon G bis auf ibre Reibenfolge dieselben 
(im Sinne yon Nr. 15) 95 ). Eine Reibe: 

G 1 6r 2 ' * * 1 * * * &n—l G n — 1; 

in der jedes G x Normalteiler yon G x — i und G 1 ist und in die nicbt 
nocb weitere Glieder eingescboben werden konnen, obne dass die 
Reibe diese Eigenscbaffc verliert, beisst 96 ) Hauptreihe der Zusammen - 
setzung yon G. Aucb die Gruppen GJG%, GJG Z , . . . G n ^JG n = 1 
sind in alien solcben Reiben bis auf die Reibenfolge dieselben 97 ). 
Kann man zwiscben zwei Gliedern G x — i, G x einer Hauptreibe zur 
Bildung einer Kompositionsreibe nocb Glieder -Hi, . . . H n ein- 
schieben, so sind die Gruppen 6r*_-i/Hi ; . . . H n /G x einander 

gleicb und die Gruppe G x -i/G x ist ibr direbtes Produkt 98 ). 

18. Isomorphismen einer G-ruppe mit sick selbst. Eine Gruppe 
G kann isomorph auf sicb selbst bezogen werden, jedenfalls da- 
durdh, dass man jeder ibrer Operationen A die transform! erte BA~*B 
zuordnet, unter B eine bestimmte Operation von G selbst ver- 
standen. Solcbe Isomorphismen einer Gruppe in sich beissen co- 
gredient ; giebt es nocb andere, so beissen diese contragredient "). 
Die cogredienten Isomorphismen bilden eine zu G homomorpbe 
Gruppe, speciell eine isomorpbe, wenn G keine ausgezeicbnete Ope- 


93) Der Sache nach bei P. Buffini, soc. It. mem. 9, 1802 [01], art. 29. 

94) G. Jordan , J. de matb. (2) 14, 1869, p. 139 ; der Name bei E. Netto, Subst.- 
Theorie p. 86. 

95) 0. Holder, Matb. Ann. 34, 1889 [88], p. 37; G. Frobenius , Berl. Ber. 
1895, p. 169. Den Satz, dass die Ordnungszahlcn der genannten Gruppen („Fak- 
toren der Zusammensetzung“) constant sind, batte scbon C. Jordan bewiesen, J. 
de matb. (2) 14, 1869, p. 139; einfacber E. Netto, J. f. Math. 78, 1874, p. 84. 

96) E. Netto , Subst.-Th. p. 92; J. f. Matb. 78, 1874, p. 82: „Grundreihe“. 
Ygl. Burnside, theory p. 123. 

97) 0. Holder, Matb. Ann. 34, 1889 [88], p. 38; die Constanz der Zahlen- 
faktoren scbon bei G. Jordan , traite p. 663. 

98) 0. Holder a. a. 0.; ygl. aucb C. Jordan , traite p. 48 und E. Netto, 
Subst.-Th. p. 95. 

99) In einem speciellen Falle F. Klein, Ikosaeder, Leipzig 1882, p. 232; 
allgemein 0. Holder, Matb. Ann, 43, 1893, p. 314. 
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ration ansser der 1 enthalt 10 °). Die samtlicken Isomorpliismen bil- 
den eine Gruppe, von der die der cogredienten Normalteiler ist 101 ). 
Eine Gruppe Gr, die keine contragredienten Isomorpliismen in sick 
zulasst und keine ausgezeicknete Operation ansser der 1 enthalt, keisst 
vollkommen 102 ); ist eine solcke Hormalteiler einer andem Gruppe R y so 
ist R direktes Produkt von G und Rj G . 103 ) Ein Teiler von G keisst 
charakteristischer Teiler 101 ) } wenn er kei jedem Isomorpkismus von G 
in sick iibergekt. 


19. Erzeugende Operationen. Geometriscke Bilder von Grup- 
pen. Konnen alle Operationen einer Gruppe aus q unter ihnen: 
S l9 S 2 , • - * S q durck successive Produktbildung abgeleitet werden, so 
sagt man, diese Operationen erjzeugen 105 ) die Gruppe. q Operationen, 
die durck keine andere Relation als: 


S& 


S t — 1 


verbunden sind, erzeugen eine unendlicke discontinuierlicke Gruppe. 
Man kann sie als Gruppe linearer Substitutionen einer complexen 
Variabeln darstellen (II B 1); z. B. indem man mit T* die Spiegelung 
am fc ten von n + 1 Kreisen mit gemeinsamem Orthogonalkreis be- 
zeichnet und S x — T x —±T y . setzt; man erkalt so eine Einteilung des 
Ortkogonalkreisinnern in Gebiete, deren gegenseitige Lage die Be- 
ziekungen zwiscken den Operationen der Gruppe veransckaulickt 106 ). 
Zu ikr ist die (unendlicke oder endliche) Gruppe G komomorpk, die 
von q Operationen erzeugt wird, die ausser (1) nock andern Relatio- 
nen der Form Q 

fists; • • • = l 


100) W. Burnside, theory p. 225. 

101) 0 . Holder a. a. 0. 

102) 0. Holder Math. Ann. 46, 1895 [94], p. 325. 

103) ib. — Die symmetrische Gruppe ist fur jedes n vollkommen , ausser 
fur n = 6 (ib. p. 345) ; ebenso die lineare Gruppe fur einen Primzahlmodul (far 
% — 1 ib. p. 348, allg. W. Burnside, theory p. 239. 245). — Ist G als regulare 
Substitutionengruppe von N Elementen dargestellt, so besteht die Gruppe H 
der Isomorphismen aus denjenigen Substitutionen derselben Elemente, die mit 
G vertauschbar sind (G. Frobenius, Berl. Ber. 1895, p. 185). Die Gruppe GH — HG 
nennt W. Burnside „the holomorph of G“ (ib, p. 228). 

104) G. Frobenius, Berl. Ber. 1895, p. 184. — Von einer „liicJcenlosen Beihe 
charaJcteristischer Teiler <( gelten analoge Satze, wie die der Nr. 17 (G. Frobenius, 
ib. p. 1027). 

105) derive bei A. Cauchy, exerc. d’anal. 3, 1844 [45], p. 183; Par. C. P. 
21, 1845, p. 605. — Beispiele von nicht zerfallenden Gruppen, die nicht aus zwei 
Operationen erzeugt werden konnen, giebt 0 . Holder, Math. Ann. 43, 1893, 
p. 341. 398. 

106) W. DycTc, Math. Ann. 20, 1881, p. 7. — Vgl. ubrigens II A 6 c. 
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geniigen 107 ). Der Identitat von T entsprieht dabei ein Nonnalteiler S 
von G und es ist T = G/H. Die zuerst abgegrenzten Gebiete lassen 
sich. dann zu grosseren Bereicben so zusammenfassen, dass die Ein- 
teilung des Orthogonalkreises in. diese Bereicbe ein Bild von H, die 
Einteilung eines solcben Bereich.es in die kleineren Gebiete ein Bild 
von T giebt 107a ). Die Kanten eines Bereiches sind dabei paarweise 
einander zugeordnet; fugt man je zrrei zugeordnete aneinander, so 
entsteht eine Flache von’bestimmtem Geschlecht (HI A 4). Die kleinste 
dabei mogliche Gesehlechtszahl p heisst Geschlecht der Gruppe los ); ist 
p > 1 ; so ist 109 ) die Ordnung der Gruppe 84 (p — 1). 

20. Abel’sche Gruppen. Ist die Composition der Elemente einer 
Gruppe commutativ, so heisst die Gruppe eine M&eZ’sche 110 ). In jeder 
solchen lassen sich g Erzeugende A, B, C der Ordnungen a,b, c ... 
so auswahlen, dass die Formel: 

0 = A a B?<y . . . 

jedes Element der Gruppe gerade einmal darstellt, wenn a, §, y .. . 
bez w. voile Restsysteme nach den Moduln a, h, c durchlaufen 111 ). Ein 
solches System von Erzeugenden heisst eine Basis m ) der Gruppe, 
der kleinste mogliche Wert von q ihr Bang 113 ). Man kann die Basis 
stets so wahlen, dass a,b,c... Primzahlpotenzen werden ; fiir alle 
solchen Basen sind diese Werte abgesehen von der Reihenfolge die- 


107) it. p. 16. 

107 a) ib. p. 11. 

108) ib. p. 31; Ygl. F Klein , ib. 14, 1878, p. 171. 

109) A. Hurwitz, Math. Ann. 41, 1893, p. 424. — Eine andere geometrische 
Yersinnlichnng von Gruppen giebt A. Cayley, coll. pp. 10, p. 324 (Loncl. Math. 
Proc. 9, 1878); (Amer. J. Math. 1, 1878, p. 574; 11, 1888, p. 139); vgl. auch 
A. B. Kempe, Lond. Trans. 177 1, 1886, p. 37. Uber den Zusammenhang zwischen 
clieser und der des Textes vgl. H. Maschke, Amer. J. Math. 18, 1896 [95], p. 155; 
W. Bwrnsi&e, theory, p. 306. — Noch eine andere Darstellung, fiir metacyklische 
Gruppen, bei L. Heffter , Math. Ann. 50, 1898 [97], p. 261. 

110) Abelsche Gleichungen bei L. Kronecher , Berl. Ber. 1870, p. 882 ; J. Be- 
rott , Amer. J. 11, 1889, p. 99; 13, 1891 [89], p. 235 sagt „groupes euldriens“. 

111) Der Satz ist implicite in N.H. Abel’s Untersuchungen tiber Gleichungen 
enthalten, ges. W. 1, p. 499 (J. f. Math. 4, 1839); andererseits in den Siitzen tiber 
die Composition der quadratischen Forrnen im Nachlasse von C. F. Gauss , ges. 
W. 2, p. 266 [a. d. J. 1801], und bei F. Scliering , Gott. Abh. 14, 1868, p. 13; 
abstract bei Kronecker , Berl. Ber. 1870, p. 882. — JR. Levavasseur , Par. C. R. 
122, 1896, p. 180 benutzt auch Galoissche Imaginare als Exponenten. 

112) G. Frobenius und L . Stickelberger, J. f. Math. 86, 1879 [78], p. 219. 
Kronecker a. a. 0. sagt „Fundamentalsystem“. 

113) Frobenius u. Stickelberger a. a. 0. 


21 . Die Sylow’scken Satze. 
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selben, also Invariantm der Gruppe 114 ). Man kann jeder Operation 
einer Abelscben Gruppe einen Zablwert (eine Einbeitswurzel) %(A) 
so zuordnen ; dass stets = wird; jedes System sol- 

dier Zablen heisst ein Charakter der Gruppe 115 ). Die Cbaraktere 
bilden selbst eine znr gegebenen isomorpbe Gruppe; diejenigen, die 
in dieser Gruppe Elemente der Ordnung 2 sind ? beissen meiseitig 
(ancipites) 116 ). Alle Elemente 7 fur die alle zweiseitigen Cbaraktere 
dieselben Werte baben, bilden ein GescJilecht (genus); diejenigen, fur 
die sie alle — 1 sind ; das Hauptgeschlecht 117 ). 

Eine Gruppe, deren samtlicbe Teiler Normalteiler sind, lasst sicb 
in der Form: 

darstellen, in der P eine Abel’scbe Gruppe, Q eine bestimmte Gruppe 
8. Ordnung ist 11Ta ). 

21. Die Sylow’scben Satze. Eine Gruppe 6r, deren Ordnung N 
durcb eine Primzablpotenz p* teilbar ist, bat 118 ) mindestens einen 
Teiler der Ordnung p y \ Ist p* die bocbste Potenz yon p, die in N 
aufgebt, so bat die Gruppe Teiler der Ordnung p*; ibre Anzabl ist 
= 1 (mod. p) y sie sind alle unter sicb gleicbberecbtigt, und es ist 
JSf = p*rj, wenn p y r die Ordnung des grossten Teilers yon G ist, 
yon dem ein solcber Teiler Normalteiler ist 119 ). Auf diesen Satzen 


114) H. Weber, Algebra 2, p. 42; anders bei Frobenius und Stickelberger 
a. a. 0. p. 236. 

115) H. Weber, Math. Ann. 20, 1882, p. 307; vgl. nbrigens C. F. Gauss, 
Disquis. arithm., 1801, art. 230 (ges. W. 1, p. 232); B. Dedelcind in JP. G. L. Di- 
richlefs Vorl. ii. Zaklentkeorie , 1. . Aufl. , Braunschw. 1863, p. 349. — Ver- 
allgemeinerung fur beliebige Gruppen bei G. Frobenius, Berl. Ber. 1896, p. 985. 

116) H. Weber, Algebra 2, p. 52. 

117) ib. p. 53. — Auck diese Begriffe stammen aus den disqu. aritkrn. 

Den Abelscken Gruppen nake steken die Gruppen, deren Ordnung eine 

Primzaklpotenz ist; vgl. E. MatJiieu, Ann. di mat. 4, 1861, p. 119; L. Sylow , 
Matk. Ann. 5, 1872, p. 588; A. Capelli, Giorn. di mat. 10, 1878, p. 69; E. JSfetto, 
J. f. Matk. 103, 1888 [87], p. 331; J. W. A. Young, Amer. J. 15, 1893 [92], p. 124; 
G. Frobenius, Berl. Ber. 1895, p. 173; sowie Burnside, theory cap. V. 

117 a) JR. Dedekind, Matk. Ann. 48, 1897 [96], p. 548. Er nennt Q die 
„Quaterniongruppe“ , JR eine „Hamilton’sche Gruppe“. 

118) Fiir tt = l A. Cauchy, Par. C. it. 21, 1845, p. 850; exerc. d’anal. 3, 
p. 250; allg. L. Sylow, Matk. Ann. 5, 1872, p. 584; dazu E. Netto, ib. 13, 1878 
[77], p. 249; G. Frobenius, J. f. Matk. 100, 1886 [84], p. 179; 101, 1887 [86], 
p. 282; Berl. Ber. 1895, p. 987. 

119) JL. Sylow a. a. 0.; specielle Dalle bei E. Mathieu, J. de matk. (2) 6, 
1861, p. 308; X. Sylotv, Ckrist. Forh. 1867, p. 109. 114. Nock nahere Angaben 
tiber j L. Syloio , Acta matk. 11, 1888, p. 215; G. Frobenius , Berl. Ber. 1895, p. 174. 
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beruht die Diskussion der moglichen Typen von Gruppen gegebener 
Ordnungszahl. 

22. Einfache Gruppen. Keine Primzahlpotenz kann Ordnung einer 
einfachen Gruppe sein 120 ); ferner keine Zahl der Form 
wenn fur jedes P* q kein Produkt aus 

lanter verschiedenen Primfaktoren 122 ); keine Zahl der Form p a qP } wenn 
p <^q und kleiner ist, als das Doppelte des Exponenten m, zu dem 
q (mod p) gehort 123 ); keine Zahl der Form p a q 2 , wenn m ) p < q. 
keine Zahl der Form /# 2 r 2 ; 124a ) kein Prodnkt von weniger als sechs 
Primzahlen, ausser 60 ; 168 ? 660 und 1092; 125 ) keine gerade Zahl ; 
die weder durch 12, noch durch 16, noch durch 56 teilbar ist 126 ). 

Enter den zusammengesetzten Zahlen ^ 1092 sind nur die fob 
genden Ordnungszahlen einfacher Gruppen (und zwar nur von je 
einer 127 ): 60, 168, 360, 504, 660, 1092. 

Andererseits ergeben sich Typen von Ordnungszahlen einfacher 
Gruppen aus der Entersuchung der Zusammensetzung der in den 
Nrn. 10 — 12 besprochenen Gruppen 128 ). 

— Verallgemeinerung auf Teiler der Ordnung p a , aO, bei G. Frobenius, ib, 
p. 988; E. Maillet , Par. these 1892, p. 114; Par. C. ft. 118, 1894, p. 1187; Toul. 
Ann 9, 1895, p. D7.; auf Teiler der Ordnung p a qP , G. A. Miller, N. Y. Bull. 
(2) 4, 1898, p. 326. 

120) L. Sylotu, Math. Ann. 5, 1872, p. 589. 

121) ib. 

122) G. Frobenius, Berl. Ber. 1893, p. 337. 

123) Fur /5 = 1 der Satz bei G. Frobenius, Berl. Ber. 1893, p. 340, Beweis 
Berl. Ber. 1895, p. 185 (eine Verallgemeinerung p. 192); fur |3 ib. p. 190; 
fur (5 = 4, q^>p ib. 1893, p. 344; allgemein W. Burnside, theory p. 345. 

124) W. Burnside, theory p. 348. 

124a) E. Maillet, Quart. J. 29, 1897, p. 263. 

125) W. Burnside, Bond. Math. Proc. 26, 1895, p. 211; p. 207 auch noch 
einige andere Formen; G. Frobenius, Berl. Ber. 1895, p. 335, p. 1041 (als Ver- 
xnuthung ib. 1893, p. 338). 

126) W. Burnside, Lond. Math. Proc. 26, 1895, p. 332. — Man kennt bis 
jetzt keine einfache Gruppe ungerader Ordnung (W. Burnside, theory p. 379). 

127) Bis iV r == 60 JB7. Galois, oeuvr. p. 26 (revue encyclopedique, sept. 1832), 
ohne Bew.; bis 200 0. Holder, Math. Ann. 40, 1892 [91], p. 55; bis 500, bezw. 
560 F. N. Cole , Amer. J. 14, 1892, p. 388 und 15, 1893, p. 302 (iiber AT ==432 
vgl. auch G. Frobenius, Berl. Ber. 1893, p. 344); bis N = 1092 W. Burnside, 
Lond. Math. Proc. 26, 1895, p. 333. — Die Gruppen iV= 60 und 360 sind die 
altemierenden Gruppen fur ^ = 5,6; die Gruppen = 60, 168, 660, 1092 die der 
Modulargleichungen (Nr. 11 ) fur n — 5, 7, 11 , 33; nur die Einfachheit einer Gruppe 
N = 504 war neues Ergebnis dieser Untersuchungen. Die Gruppe selbst gehort 
zu einem von E. Mathieu, J. de math. (2) 6, 1861, p. 262 aufgestellten Typus. 

128) Ygl. die Zusammenstellung von E. H. Moore, Chicago congress papers, 
1896 [93], p. 208; dann L. E. DicJcson, Quart. J. 29, 1897, p. 169. 
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23. Auflosbare Gruppen. Eine Gruppe, deren Faktoren der Zu- 
sammensetzung (Nr. 17) samtlich Primzahlen sind, beisst auflosbar m ). 
Bei der Untersucbung splcher Gruppen Fat man nicbt nacb der Ord- 
nung, sondern nacb dem Grad geordnet, mit Riicksicbt auf die An- 
wendung zur Auflosung von Gleicbungen durcb Radikale. Eine tran- 
sitive Gruppe, deren Grad zwei vers chie dene Primzablen entbalt, kann 
nur auflosbar sein, wenn sie imprimitiv ist 130 ). Eine transitive Gruppe, 
deren Grad Primzabl ist, ist dann und nur dann auflosbar, wenn sie 
in der linearen Gruppe fiir k ===== 1 entbalten ist 131 ). Eine primitive 
Gruppe, deren Grad Primzablpotenz p* ist, kann nur auflosbar sein ; 
wenn sie in der linearen Gruppe entbalten ist 132 ). 

tjlber die Bildung zusammengesetzter Gruppen aus gegebeneren einfachen 
vgl. man 0. Holder , Math. Ann. 46, 1895 [94], p. 321; E. Maillet , Par. these. 

Aufzahlung aller Gruppen bestimmter Ordnung geben: 

fiir JV=2 — 12 A. B. Kempe, Lond. Trans. 1771, 1886, p. 37; A. Cayley , 
Amer. J. 11, 1889, p. 144 — coll. pp. 12, p. 639. 

2V = 24 W. Burnside , theory p. 101 ; 

bis JV== 32 G. A. Miller , Par. C. R. 122, 1896, p. 370; 

bis jY=48 G. A. Miller, Qu. J. 28, 1896, p. 232; 

fiir N~p, p*, pg E. JSfetto, Subst.-Th. p. 133; 

fiir N =p 8 , p^QtPqr F. AT. Cole und J. W. Glover, Amer. J. Math. 15, 1893 
[92], p. 191; 0. Holder, Math. Ann. 43, 1893, p. 301; B. Levavasseur, Par. C. R. 
120, 1895, p. 822; 

fiir N = p i 0. Holder a. a. 0.; J. Young, Amer. J. Math. 14, 1893 [92], 
p. 124; 

fiir N— 2 W Levavasseur , Par. C. R. 120, 1895, p. 899; 

fiir quadratfreie Ordnungszahlen 0. Holder, Gott. Machr. 1895, p. 211. 

129) resoluble bei C. Jordan, J. de math. (2) 12, 1867, p. 111. H. Weber , 
Algebra 1, p. 598; 2, p. 27 gebraucht „metacyklisch lt in diesem Sinne. 

130) E. Galois, oeuvr. p. 11 (Bull. F6r. 13, 1830); p. 27 (rev. encycl. 1832); 
Bew. skizziert p. 51 (J. de math. 11, 1846 [31]; ausgefiihrt von E. Betti , Ann. 
mat. fis. 3, 1852, p. 71. 107, u. C. Jordan , J. ec. polyt. cah. 38, 1861, p. 190. Ygl. 
den entsprechenden Satz fiber Gleichungen bei N. H. Abel, oeuvr. 2, p. 222 (a. 
d. J. 1828, publ. 1839), p. 262 (a. d. J. 1826). 

131) E . Galois, oeuvr. p. 11 (Bull. Fer. 13, 1830), p. 23 (ib.); Bew. p. 46 (J. de 
math. 11, 1846 [31]). Der Satz von N. H. Abel, oeuvr. 2, p. 222. 233 [a. d. J. 1828, 
publ. 1839]; vgl. auch p. 256. 260. 262. 266. 270. 279) sagt fiir die Gruppen aus: 
eine Gruppe von Primzahlgrad ist nur auflosbar, wenn ihre Masse ^>p — 1 ist. 
Ableitung des Galoisschen Kriteriums aus dem Abelschen bei E. Betti, Ann. 
mat. fis. 2, 1851, p. 9. 

132) E. Galois, oeuvr. p. 27 (revue encyclop. 1832); Bew. fiir k = 2 p. 53 
(J. de math. 11, 1846 [31]) (vorher p. 11. 22 unrichtige Angaben). C. Jordan hat 
das Problem, alle auflosbaren Gruppen des Grades p * zu finden, die nicht in 
noch umfassenderen solchen Gruppen enthalten sind, auf die Losung desselben 
Problems fur kleinere Gradzahlen zuriickgefuhrt, Par. C. R. 64, 1867, p. 269. 586. 
1179; 72, 1871, p. 283; J. de math. (2) 12, 1867, p. 105. 109; traite p. 383—662. 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. 15 
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24. Gruppendeter min ante. Ordnet man jeder Operation R einer 
Gruppe eine Variable x R zu nnd bildet die Determinant e : 

I X PQ—1 I (?) Q = B'O’ 

so beisst sie die Determinant der Gmppe im ). 1st die Grruppe eine 
Abelscbe, so ist die Determinante gleicb einem Produkt yon Linear- 
faktoren 134 ), die die Cbaraktere zu Coefficienten baben 135 ). Im allge- 
meinen zerfallt sie in eine Reihe yon Faktoren, deren An?;abl gleich 
ist der Anzabl nicbt gleicbberecbtigter Operationen der Grruppe 136 ) ; 
jeder zu einer Potenz erboben, deren Exponent seinem Grade f gleicb 
ist 137 ). Jedem solcben Factor entspricht eine ;; primitiye“ Darstellung 
der Gruppe durcb lineare bomogene Substitutionen zwiscben f Va- 
riabeln 138 ). 


Ausgefuhrte Aufzablung fur % = 2 J. de math. (2) 13, 1868, p. Ill; andererseits 
auch implicite bei J. Gierster, Math. Ann. 18, 1881, p. 319. Vgl. auch JE. Betti 
Par. C. R. 48, 1859, p. 182. 

133) B. Dedekind bei G. Frobenius , Berl. Ber. 1896, p. 986. 1343. 

134) W. Burnside, Mess. (2) 23, 1894 [93], p. 112; specielle Fiille sind schon 
langer bekannt, ygl. die Citate bei G. Frobenius a. a. 0. p. 1008, sowie IA2 
Nr. 26. 

135) G. Frobenius a. a. 0. p. 1363. 

136) ib. p. 1368. 

137) ib. p. 1375. 

138) ib. 1897, p. 994. — Ygl. Abscknitt I B 3 f . 
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23. Auflosbare Gruppen. Eine Gruppe, deren Faktoren der Zu- 
sammensetzung (Nr. 17) samtlicE PrimzaElen sind, Eeisst auflosbar 129 ). 
Bei der UntersucEung solcEer Gruppen Eat man nicEt nacE der Ord- 
nung, sondern nacE dem Grad geordnet, mit RiicksicEt auf die An - 
wendung zur Auflosung von GleicEungen durcE Radikale. Eine tran- 
sitive Gruppe, deren Grad zwei verscEiedene PrimzaElen enthalt, kann 
nur auflosbar sein ; wenn sie imprimitiv ist 130 ). Eine transitive Gruppe, 
deren Grad PrimzaEl ist, ist dann und nur dann auflosbar, wenn sie 
in der linearen Gruppe fur % — l entEalten ist 131 ). Eine primitive 
Gruppe, deren Grad PrimzaElpotenz p x ist, kann nur auflosbar sein, 
wenn sie in der linearen Gruppe entEalten ist 132 ). 

Tiber die Bildung zusammengesetzter Gruppen aus gegebeneren einfacben 
vgl. man 0. Holder, Math. Ann. 46, 1895 [94], p. 321; E. Maillet, Par. these. 

Aufzahlung aller Gruppen bestimmter Ordnung geben: 

fur — 12 A. B. Kempe, Lond. Trans. 1771, 1886, p. 37; A. Cayley , 

Amer. J. 11, 1889, p. 144 = coll. pp. 12, p. 639. 

A" — 24 W. Burnside, theory p. 101; 

bis N=* 32 H A. Miller , Par. C. R. 122, 1896, p. 370; 

bis 48 G. A. Miller, Qu. J. 28, 1896, p. 232; 

fur N" p, p i , pq E. Netto, Subst.-Th. p. 133; 

fur N = p z , p*q, pqr F. N. Cole und J. W. Glover, Amer. J. Math. 15, 1893 

[92], p. 191; 0. Holder, Math. Ann. 43, 1893, p. 301; B. Levavasseur, Par. C. R. 

120, 1895, p. 822; 

fur JSf — p* 0 . Holder a. a. 0.; J. Young, Amer. J. Math. 14, 1893 [92], 
p. 124; 

fur N— 2 W Levavasseur, Par. C. R. 120, 1895, p. 899; 

fur quadratfreie Ordnungszahlen O. Holder, Gott. Nachr. 1895, p. 211. 

129) resoluble bei C. Jordan, J. de math. (2) 12, 1867, p. 111. H. Weber, 
Algebra 1, p. 598; 2, p. 27 gebraucht „metacyklisch u in diesern Sinne. 

130) E. Galois, oeuvr. p. 11 (Bull. Fer. 13, 1830); p. 27 (rev. encycl. 1832); 
Bew. skizziert p. 51 (J. de math. 11, 1846 [31]; ausgefuhrt von E. Betti , Ann. 
mat. fis. 3, 1852, p. 71. 107, u. C. Jordan, J. 6c. polyt. cah. 38, 1861, p. 190. Ygl. 
den entsprechenden Satz fiber Gleichungen bei N. H. Abel, oeuvr. 2, p. 222 (a. 
d. J. 1828, publ. 1839), p. 262 (a. d. J. 1826). 

131) E. Galois, oeuvr. p. 11 (Bull. F6r. 13, 1830) ? p. 23 (ib.); Bew. p. 46 (J. de 
math. 11, 1846 [31]). Der Satz von N. H. Abel, oeuvr. 2, p. 222. 233 [a. d. J. 1828, 
publ. 1839]; vgl. auch p. 256. 260. 262. 266. 270. 279) sagt fur die Gruppen aus: 
eine Gruppe von Primzahlgrad ist nur auflosbar, wenn ihre Klasse p — 1 ist. 
Ableitung des Galoisschen Kriteriums aus dem Abelschen bei E . Betti, Ann. 
mat. fis. 2, 1851, p. 9. 

132) E. Galois, oeuvr. p. 27 (revue encyclop. 1832); Bew. fur % — 2 p. 53 
(J. de math. 11, 1846 [31]) (vorher p. 11. 22 unrichtige Angaben). C. Jordan hat 
das Problem, alle auflosbaren Gruppen des Grades p* zu linden, die nicht in 
noch umfassenderen solchen Gruppen enthalten sind, auf die Losung desselben 
Problems fur kleinere Gradzahlen zurfickgeffihrt, Par. C. R. 64, 1867, p. 269. 586. 
1179; 72, 1871, p. 283; J. de math. (2) 12, 1867, p. 105. 109; traite p. 383—662 

JEncyklop. d. math. Wissensch. I. 15 
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24. Grappendeternnnante. Ordnet man jeder Operation It einer 
Gruppe eine Variable x R zu und bildet die Determinante: 

I x pqt ~ 1 I $ = * * * ^- i ), 

so lieisst sie die Determinante der Gruppe 1BS ). 1st die Gruppe eine 
Abelscbe, so ist die Determinante gleicb einem Produbt von Linear- 
fabtoren 134 ), die die Cbarabtere zn Coefficienten baben 135 ). Im allge- 
meinen zerfallt sie in eine Reibe von Fabtoren, deren Anzabl gleicb 
ist der An 7 : 3 , hi nicbt gleicbberecbtigter Operationen der Gruppe 136 ) ; 
jeder zu einer Potenz erboben, deren Exponent seinem Grade f gleicb 
ist 137 ). Jedem solchen Factor entspricbt eine ;; primitive“ Darstellung 
der Gruppe durcb lineare bomogene Substitutionen zwiscben f Va- 
riabeln 138 ). 


Ausgefiihrte Aufzablung fur % = 2 J. de math. (2) 13, 1868, p. Ill; andererseits 
auch implicite hei J. Gierster, Math. Ann. 18, 1881, p. 319. Vgl. auch E. Betti , 
Par. C. E. 48, 1859, p. 182. 

133) It. DedeTcind bei G. Frobenius, Berl. Ber. 1896, p. 986. 1343. 

134) W. Burnside, Mess. (2) 23, 1894 [93], p. 112; specielle Falle sind schon 
langer bekannt, vgl. die Citate bei G. Frobenius a. a. 0. p. 1008, sowie IA2 
Mr. 26. 

135) G. Frobenius a. a. 0: p. 1363. 

136) ib. p. 1368. 

137) ib. p. 1375. 

138) ib. 1897, p. 994. — Vgl. Abschnitt I B 3 f. 
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Litteratur. 

Monograpbien grosseren Umfanges, welcbe das gesamte Gebiet der ratio- 
nalen Funktionen und nur dieses umfassen, besteben nicbt. In den meisten 
Lebrbiicbern der Algebra und in einigen der Analysis sind die dabingeborigen 
Kapitel zu sucben. Das ist bei den folgenden Angaben zu berucksicbtigen. 

B. Utilizer, Tbeorie und Anwendung der Determinanten. 5. Aufi. Leipzig 1881. 
F. Fad di Bruno, Tbdorie des formes binaires. Turin 1876. Mit Unterstiitzung 
von M. Noether deutscb von Th. Walter. Leipzig 1881. 

15 * 
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Sn. Burnside and IT. Panton, Theory of equations. 3.ed. Dublinl892. New- York 1893. 

A. Capelli , Lezioni di Algebra complementare. 2. Aufl. Napoli 1898. 

P . Gordan, Yorlesungen iiber Invariantentheorie, herausgeg. von (r. Kerschen - 
Steiner. I. Determinanten. Leipzig 1885. II. Binare Formen. Leipzig 1887. 

JET. Laurent, Traits d’Algebre. 4. et 5. £d. Paris 1887 — 1894. 

E. Netto, Yorlesungen iiber Algebra. I. Leipzig 1896. II. Leipzig 1898/99. 

S. Pineherle, Algebra complementare. Milano 1893 — 1894. 

G. Salmon, Modern higher Algebra. 4. ed. Dublin 1885. Deutsch von W. Fiedler. 

2. Aufl. Leipzig 1877. 

J.-A. Serret, Algebre superieure. 5. ed. Paris 1885. Deutsch von G. Wertheim . 

2. Aufl. Leipzig 1878. 

0. Stolz, Allgemeine Arithmetik. 2. 4. Abschn. Leipzig 1886. 

G. Chrystal, Algebra. Edinburgh. 1. 1886. 2. 1889. 

E. Cesaro, Corso di Analisi algebrica. Torino 1894. 

Pi. Weber, Lehrbuch der Algebra. 2. Aufl. I. Braunschweig 1898. II. ib. 1899. 

JY Cor et J. Biemann, Traits d’algebre elementaire. Paris 1898. 

1. Definitionen. Ein Ausdruck von der Form ( 

f(z) = a Q z n -f- a ' 1 z n ~~ 1 -)-•••-{- a n —i# -f- a ny 
in welchem die a Konstanten und z eine Veranderliche bedeuten, 
lieisst eine ganze Funktion (gz. F.) der Variablen z vom Grade n] die 
a 0 , a 1J ... a n beissen ihre Koeffizienten (Koeff.). Der Ausdruck Funktion 
riihrt in diesem und in allgemeinerem Sinne von G. W. Leibniz her 1 ); I 

die symbolische Bezeichnung f(z) hat nach E. Baltzer’s Angabe 2 3 ) zuerst 
A. Cl. Clairaut angewendet. Der Quotient zweier ganzer Funktionen 
heisst eine gebrochene Funktion (gbr. F.); gz. und gbr. F. werden als 
rationale Funktionen (rat. F.) zusammengefasst 8 ). Haben die Koeff. a • 
keinen gemeinsamen Teller, dann heisst f eine primitive F. 4 ). Das 
Produkt zweier primitiver F. ist eine ebensolche F. 5 ). Setzt man 
y n f(x:y) an, so wird dies homogen und heisst eine binare Form } 
n teu Grades (vgl. Nr. 24). 

2. Konstantenzahlung. Interpolationsproblem. Partialbrucbe. 

f(z) enthalt (n + 1) Konstanten und ist daher bestimmt, wenn man 

1) Acta Eruditorum Lips. 1694, p. 306. Ganz modern definiert schon Joh. 

Bernoulli I. (Paris Mem. 1718, p. 100 = Oeuvres [Laus. et Geneve 1742] 2, 

p. 241): „On appelle ici fonction d’une grandeur variable une quantite composed | 

de quelque maniere que ce soit de cette grandeur variable et do constantes.“ | 

Leibniz schloss sich dem an; Commerc. epist. I, p. 386. f 

2) Elemente d. Math. 1, Leipzig 1872, p. 214 [7. Aufl. 1885, p. 236 ). | 

3) L. Euler, Introductio in anal, infin. Lausannae 1748. Lib. I. Cap. I. § 1—9. | 

4) Eingefuhrt von C. F. Gauss, Disq. arithm. § 226. — JL Weber, Algebra. 

1, § 2. — L. Kronecker, Grundziige einer arithm. Theorie der algebr. Grossen, 

J. f. Math. 92 (1882), p. 49. 

5) Ygl. Nr. 9; ( Gauss’ Satz). 
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den Werten jg 0} z 1} . . . z n des Argumentes & (n + 1) Werte u 0 , u u ... u n 
der F. zuordnet. Die Bestimmung kann durcb die Losung eines 
Systems linearer Grleicbungen (Grl.) mit der Determinante \zf\ bei 
(x, % = 0, 1, . . . n) gescbeben und ist, da fur yerscbiedene die 
Determinante =j= 0 wird, stets eindeutig moglieb. 

Dieses Interpolationsproblem findet seine Erledigung durcb mancberlei 
Interpolationsformeln. Eine solcbe stammt yon J. Newton ber 6 ); sie 
bat die Grestalt 


/‘0) = C 0 + C l( g — g o) + %(2—Zo) %) + ' ( g — g o)( g — g l) ( g - g d + ~-> 


Cq w 0 ; c% 



(»«— • «i)(*o — **) 


-+ 


(*1~ *«)(*.— *l)’ 


Eine andere Formel, die sicli aus dieser leicht ableiten lasst (wie aucli 
umgekehrt), hat J. L. Lagrange gegeben 7 ). Setzen wir 

9(z) = (*— ■ *«)(* — ' %) • ' • 0 — *») 
und bezeicbnen mit g' (z) die AUeitung (ygl. Nr. 6) yon g(z), so ist 






0 = 0, 1, ... n), 


wobei die Bedeutung jedes einzelnen Gliedes Mar ist. Aus ihr folgen, 
wenn man Ux = f(zi) setzt, die Euler’s, then Formeln 8 9 ) 


yr 

4 9\h) 


(2 = 0 , 1 , . 


0 (x < n) 

1 (x = n) 

aus denen man umgekebrt die Lagrange ' sche Formel berleiten kann. 
In beiden miissen die 2i ibrer Bedeutung nacb yon einander yer- 
scbieden sein. Jacobi gab Ausdebnungen fiir den Fall gleicber Werte 
s x *) liber den Fall x>n ygl. F. JBrioschi, J. f. Matb. 50 (1855), p. 239. 

Die Formeln reicben zur Zerlegung einer gebr. F„ in Partial - 
bruche aus, d. b. in Briicbe, deren Nenner nur fiir je einen einzigen 
Wert yon z yerschwinden, und deren Zabler zugleicb konstant sind 10 ). 
Ygl. Nr. 5, sowie den Schluss yon Nr. 14. 


6) Princip. Phil. Nat. ed. Amstelod. 1723, Lib. IE, lemma 8; p. 446. Vgl. 
aucli J. Fr. Encke , Berl. Astr. Jahrb. fur 1830, p. 265 (1828). 

7) J. Ec. polyt. cab. 8 (1812), p. 277 = Oeuvres 7, p. 285. 

8) Instit. Calc. Integr. Petrop. 1768—1770, 2, § 1169. 

9) Diss. Berol. 1825 = Werke 3, p. 1. — Auch Gh. Hermite bat (J. f. Matb. 
84 [1878], p. 70) eine Erweiterung in analytiscber Bebandlung geliefert, namlicb 
die, eine Funktion F(x) des Grades (n — 1) berzustellen, welcber n Werte 

F^\s^) fur 1 = 1, 2, * = 1,2 , . . ■ k 2 =«) 

vorgeschrieben sind, wenn dabei F^ (z) die * te Ableitung von F(z) bedeutet. 

10) Diese Art der Zerlegung stammt von Leibniz , Acta Erud. Lips. 1702, 
p. 210; 1703, p. 19 = Op. 3, p. 65, 66. Weiter siebe Euler, Introd. Cap. 2. u. 12; 
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A. L. Cauchy lieferte eine Erweiterung der Interpolationsforruel 
auf gebr. F. 11 ), obne einen Beweis fiir sie zu geben; X. Gr. J. Jacobi 
gab ihn 12 ) und diskutierte eingebend verscbiedene Darstellungsformen 
fiir ysblar und Nenner. Xronecker zeigte, dass die Cauchy’ sche Auf- 
gabe nicbt stets losbar sei, und stellte die Bedingungen fest, unter 
denen sie es ist 13 ). An die Cauchy’ sche Formel lassen sicb, abnlicb wie 
an die Lagrange’ scbe andere worn Charakter der obigen Euler' schen 
ankniipfen 14 ). 

L. Sticlcelberger verallgeineinert die Interpolationsaufgabe in der 
Weise, dass er die Reste (pi (z) vorscbreibt, welche f(z) bei der Divi- 
sion durcb gegebene Funktionen hi ( 2 ) baben soil 15 ). 

3. Interpolations- und Ausgleiekungs-Reohnung. Die charakte- 
ristiscbe Aufgabe fur Interpolationsformeln liegt darin, an die Stelle 
einer F., deren analjtiscber Ausdruck unbekannt oder unbequem ist, 
eine bekannte oder bequemere aus gegebenen numerischen Werten ge- 
bildete zu setzen, die sich innerbalb gewisser Grenzen statt jener zu 
numeriseben Zwecken benutzen lasst 16 ). Das einfacbste und zugleicb 
wichtigste Problem tritt auf, wenn die Zi aquidifferent sind, 0 1 ~z o = h ) 
— z t = h, ■ ■ • . Setzt man, wie in der Differenzenrcchnung (vgl. 
Nr. 4) als Symbole fiir Differenzen erster und boherer Ordnungen 
Au fl = u /1+1 — Up, A 3 u /i = — 

dann liefert die Newton' sche Formel aus Nr. 2 in der Gestalt 


/ " 0 ) = «<> + (*- 


+ 




■*o)( * — *l) 


(s — Z 0 ) • 


1 2 
Z n — l) 4 n Uo 

'• h n ~. 


Jl 2 


+ 


Inst. calc. diff. 2, Cap. 18. — Ausfuhrliche Litteraturangabcn liefert A. L. Crelle, 
J. f. Math. 9 (1832) p. 231; 10 (1833), p. 42. Ferner siehe Jacobi (Anm. 9) und 
Gauss, Werke 3; Nachlass p. 265, § 3. — Jacobi dehnt die Zerlcgung auch auf 
den Fall aus, dass als die Nenner der einzelnen Partialbriiehc die Produkte 
mehrerer Wurzelfaktoren (z — zf) (z — z ) auftreten. 

11) Cours d’analyse, Paris 1821, Note V. 

12) J. f. Math. 30 (1846), p. 127= Werke 3, p. 479. Vgl. auch Nr. 1 (», F. Jiosenhain. 

13) Berl. Ber. 1881 Juni, p. 535, bes. § II. Vgl. auch Netto, Math. Ann. 42 
(1893), p. 453. 

14) Netto, Zeitschr. Math. Phys. 41 (1896), p. 107. 

15) Math. Ann. 30 (1887), p. 405. 

16) S. F. Lacroix, Traitd des differences et des series; Paris 1800. — 
J. Stirling, Tractatus de summatione et interpolation serierum infinitarum, 
Bond. 1730; unvollst. schon Lond. Trans. 1718. — Lagrange , Lemons elementaires 
(V le?.). Oeuvres 7. — A. Markoff, Differenzenrechnung, St. Petersb. 1891 (deutsch 
von Th. Friesendorff und F. Prumm. Leipzig 1896, Teil I), wo ausfuhrliche 
Litteraturangaben zu linden sind. 
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die Losung des Problems durcb Angabe einer interpolierenden Funk- 
tion n ten Grades 17 ). J. F. EncJce 18 ) bearbeitete eine von J. Stirling 19 ) 
gegebene Metbode, von der Mitte der gegebenen Werte ans zu inter- 
polieren; diese ist desbalb von Wicbtigkeit ; weil der Fehler der Inter- 
polation am kleinsten wird, wenn man das z des gesucbten u moglicbst 
nabe an die Mitte der gegebenen Werte legt. Man vgl. I D 3. 

Auf Interpolation durcb periodiscbe Reiben und durcb Exponen- 
tialfunktionen sei bingewiesen 20 ). Die Interpolation des Integrals einer 
F. aus einzelnen Werten derselben beisst „ mechanische Quadrature 
und gebort in den Bereicb der Integralrecbnung 21 ). [II A 2 Nr. 50 u.f.] 

Mit der Interpolationsrecbnung stebt die Ausgleiehungsrechnung 
insofern in Zusammenbang, als bei ibr zur Bestimmung einer Funk- 
tion n tQU Grades f meiir als (n -f- 1) Werte u a gegeben sind; dabei 
bandelt es sicb dann um Herstellung einer Funktion f welcbe sicb 
den gegebenen Werten ^moglicbst gut“ anscbmiegt. Siebe I D 2, wo 
aucb darzulegen sein wird ; in welcber Art diese unbestimmt gebaltene 
Forderung bei willkurlicben u a zu prazisieren ist. 

4. Different enr e ehnung. Die Differenzenrecbnung untersucbt 
den Zusammenhang zweier F. F(x) und fix), die in der Beziebung 
stehen 

fix) — A F(x) = F{x + Ji) — F(x), 
wobei h eine gegebene Zabl bedeutet; und desbalb gebort, soweit F 
oder f ganze F. sind ; ein Hinweis an diese Stelle 22 ). Fur eine will- 
kiirlicbe Reibe von Grossen u Q , u X) u 2 , . . . gelten die Einfubrungen 
Ju, A 3 u, A 3 u , ... der vorigen Nummer. Man kann symboliscb setzen 
A n u a = (u — u n + a = (1 -f A)^u a , 

wobei nacb TJnterdriickung der Exponentenklammern und Ausfubrung 
des Potenzierens u x statt u * zu setzen und d*Uct als x te Differenz 
aufzufassen ist. 

Die m tQ Differenz A m F einer gz. F. des Grades nQ>m) ist eine 


17) Brief an H. Oldenburg , Okt. 24. 1676; auf mehrere Variable ausgedehnt 
von Lacroix , 1. c. § 894; umgeformt von P. S. Laplace, Th6orie anal, des probab. 
Paris 1812 = Oeuvres 3, p. 13. 

18) Berl. astron. Jahrb. fur 1837 (1835), p. 251. 

19) 1. c. Anm. 16, Propos. 20. 

20) Gauss, Werke 3, p. 279 if.; F. W. Bessel, Abhandl. 2, p. 364, 393; 
Encke , Berl. astron. Jabrb. fur 1860 (1857), Abh. I. — M. JR. de Prong, J. Ec. Polyt. 
cah. 2 (1795, an IV.), p. 24. 

21) Markoff, 1. c. Anm. 16, Kap. V. 

22) J. Fr. W. Herschel, Collect, of exampl. of the applic. of the calcul. of 
finite differences. Cambr. 1820. 
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gz. F. des Grades ( n — m). 1st f(x ) eine gz. F. von x des Grades n, 
so ist F(x) eine solcbe des Grades (n + 1)* 

Eine all gemeine Differenzenglei chung ist von der Form 

0{x, fix), 4 fix), . . . 4 m f(x)) = 0 , 

in der 0 eine gegebene und f(x ) die unbekannte F. bedeutetj naan 
kann ilir die Form geben, in welcber h bekannt ist: 

W(x, f(x), fix -f h ), . . . fix + mh)) = 0. 

Das Problem, fix) zu finden, findet seine Besprecbung in IE. 23 ) 


5, Wurzeln und ihre Multiplizitat. Nullstellen. Die Differenz 
f(*)~f(*- x) ist durcl1 — tei]d)ar ; und der Quotient f t (z) wird 
dabei eine gz. F. (n — l) ten Grades, deren hocbster Koeff. wieder a Q 
ist. Falls also f(zf) = 0 wird, bat man f(z) = {e — ^)/i(>)- Wird 
ebenso far einen Wert # 2 wieder f t (0 2 ) = 0, so folgt ebenso 
f(t) = (0 — (* — %)&(*), wo f 2 vom Grade (n — 2) ist, u. s. f. 

So kommt man moglicberweise zu einer Zerlegung in n Linearfactoren 

f(*) = «b(* - *d(* — *n) . 

Einen Wert %, der f(zf) = 0 macht, nennt man eine (W.) 

der Gl. /*(#) = 0, baufig aucb eine Nullstelle von f(z). Mebr als % W. 
kann eine Gl. w ten Grades nicbt haben, obne dass ihr Polynom iden- 
tiscb verscbwindet. Dies war scbon Neivton bekannt 24 ). Ob eine 
Zerlegung in n Linearfaktoren stets moglicb ist, stebt nocb dabin (vgl. 
Nr. 7). Aus dem Satze fiber die Maximalanzahl der W. folgt, dass 
zwei gz. F. n tea Grades gleiche Koeff. baben, wenn ibre numeriscben 
Werte ftir (n + 1) Argumente iibereinstimmen. 

Findet obige Zerlegung statt, so konnen melirere Zi gleicb werden. 
Ist f[z) durcb (0 — aber durcb keine bohere Potenz von (z — # x ) 
teilbar, dann beisst z 1 eine ^-fache W. oder eine W. von der Multi - 
jolizitdt p v Ordnet man nach den von einander verschiedenen Wurzeln 
so kann man mit Hervorhebung der Multiplizitat schreiben 

/“(*) = a 0 (a — z^ (b — z 2 y* ■■■ (ji, + ft, -f = n). 

Hat bei einer Partialbruch-Zerlegung der Nenner die ft-fache 
W. z l , so treten ft Briicbe auf, deren Nenner fur s = z, Null ist, 


+ 


(z—hT (*— 


4 f- 


23) Vgl. Laplace, Anm. 17. — Lagrange, Recherches sur lea suite recurrentes. 
Berlin, Mem. 1775 = Oeuvres 4, p. 149. — Lacroix , Anm. 16. --- O. Schlomilch, 
Theorie d. Differenzen u. der Summen. Halle 1848. — (A Boole, A treatise on 
the calculus of finite differences. Lond. 1872; 1880. — Markoff, Anm. 16. (Teil II.) 

24) Arithm. univers. ed. s’Gravesande; Lugd. 1732, p. 181. 
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Sind alle Koeff. a>i Ton. f(a) reell, und ist ein zi = xx + iyx komplex, 
so folgt aus fixi 4 - itjz) = 0 auch f(x x — iyx) = 0. 25 ) Daher gehort 
zu jeder ^-fachen W. (a?* -f iyx) yon. /== 0 eine /^-fache W. 
(xi — Wx)] zu jedem Faktor (e — x x — iyx) n yon f(z) der konjugiert 
komplexe (z — x x -f- iyx}^ x . — Jede gz. F. einer W. z 1 kann so urn- 
geformt werden, dass sie hoctstens bis zum- Grade (n — 1 ) aufsteigt. 

6. Ableitung und Stetigkeit. Entwickelt man f(z -f* &) uach 
Potenzen yon h und schreibt 

f(z + h) -f(M) + Jif (») + • • • + £/*•>(*), 

dann heisst f w (z) die l te Ableitung yon f(z) (ygl. II A 2 ). Die 
Ableitung der v ten Ableitung ist die (y + v ) u Ableitung. 

Aus dieser Darstellung fliesst der Satz, dass f(z) eine stetige F. 
(DAI, Nr. 9) von z ist, A. L dass | f(z-\-h) — f(z) | mit \h\ zur 
Null konyergiert. Dabei bedeutet nacb C. Weierstrass \a\ den ab- 
soluten Betrag oder den Modul von a . Sowohl bei reellen wie bei 
komplexen Werten yon 7i entscheidet das Yerhalten von f(z) uber 
den Sinn der Anderung von / > (^). 26 ) 

Bei einer AnzaH algebraischer Beweise wird folgende Stetigkeits- 
eigenschaft benutzt: Setzt man z = x -f- yi 7 f(z) — u + dann 
lasst sich stets, wenn | f(z) | = + v 2 yon Null yerschieden ist, 

ein Paar hinlanglich kleiner reeller Werte h, h so bestimmen, dass 

\f(x -f h -f- iy -f il) I < \f(x -f iy) \ 

wird 27 ). 

7. Fundamentaltkeorein der Algebra. Handelt es sich um die 
Frage, ob die allgemeine Grl. f{z) — 0 W. besitzt, so reicht es aus, 
die Koeff. reell anzunehmen 9 denn bei komplexen Koeff. braucht man 
nur f(z) mit der konjugiert komplexen F. f x {z) zu multiplizieren und 
die Grl. mit reellen Koeff. f (z) f x (z) — 0 zu betrachten. 

Unter der Annahme reeller Koeff. folgt aus Stetigkeitsbetrach- 
tungen (II A 1 , Nr. 9), dass jede Grl. ungeraden Grades stets eine 
reelle W. besitzt; ebenso, dass jede Gl. geraden Grades, in welcher 
das Produkt aoa n negatiy ist, eine positive und eine negative reelle 
W. hat 28 ). 

Besitzt jede Gl. eine W., dann folgt aus Nr. 3, dass eine jede 

25) Euler , Intro duetio etc. Cap. 2. 

26) Siehe z. B. Sernt-Wertheim, Algebra, 2. AufL 1, § 51—52. 

27) A. M. Legendre , Theorie <Ies nombres, 2. 6d. Paris 1808, p. 149. 

28) Euler , Introduct. Cap. 2; ebenda finden sick weitere elementare Eigen- 
schaften von Funktionen zusammengestellt. 
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Grl. n ten Grades genau n W., reelle oder gewohnlicke komplexe Zaklen 
kabe, wenn jede W. so oft gezahlt wird, als ikre Multiplizitat angiebt. 
Der Satz, dass dies wirklick der Fall ist, heisst nach Gauss das alge - 
braische Fundamentaltheorem. 

Die Existenz einer W. far jede algebraische Gl. seblossen die 
Mathematiker des vorigen Jabrhunderts zunackst aus der Betracktung 
besonderer GL, z. B. der binomiscken, ferner derjenigen von ungeradem 
Grade und derjenigen von geradem Grade mit sgn (a 0 a n ) = — 1. 
Der Nackweis im allgemeinen Falle kostete grosse Mute 5 J* d Alembert^ 
Euler, Eaviet de Foncenex, Lagrange versuchten vergeblicb ibn zu 
liefern. Der erste, strengeren Anforderungen geniigende Beweis des 
Fundamentaltkeorems wurde im Jakre 1797 von C. F. Gauss gefunden 
and 1799 in seiner Dissertation 29 ) unter Vermeidung der Benntzung 
komplexer Grossen veroffentlickt. Ebenda (Werke 3, p. 7—20) be- 
findet sicb eine eingehende Besprechung der friiberen ernstkaften Ver- 
suclie einer Begriindung des Fundamentaltkeorems. Gauss bat in der 
Folge nock drei andere Beweise des Satzes gegeben 30 ). Jetzt liegen so 
viele Beweise vor, dass eine Aufzaklung nickt moglich ist; wir mussen 
uns darauf beschranken, die gelieferten zu gruppieren und die Gruppen 
zu ckarakterisieren. Dabei seken wir von solcken Beweisen ab, welcke 
sich auf Lekren der Integralrecknung oder der Funktionentkeorie 
stiltzen 31 ). 

Hat f($) — 0 nickt zufallig eine rationale W. (vgl. Nr. 10 , Newton \ 
dann ist es nicht moglich, eine W. der Gl. durck eine endlicke An- 
zakl von rationalen Operationen darzustellen; ebensowenig gelingt es, 
die Existenz der W. ohne Benutzung von Stetigkeitsbetrachtungen 
(analytischer oder geometriscker Natur) oder von unendlich fortgesetzten 
Operationen nackzuweisen. 

Die eine Gruppe von Beweisen wendet derartige Hiilfsmittel an. 
Bei ikrer Beurteilung ist der Standpunkt, den man gegenilber der 
Auffassung der geometrischen Stetigkeit und des Irrationalen einnimmt, 
von entsckeidender Bedeutung. Solange ohne Bedenken jeder Strecke 

29) Helmstadt 1799 — Werke 3, p. 1: „Demonstratio nova tlieorematis 
omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variability in factores 
reales primi vel secundi ordinis resolvi posse. 44 Uber die lriiheren Beweis ver- 
suche vgl. G. Loria, Riv. di mat. 1 (1891), p. 185, Bibl. math. (2) 5 (1891) p. 99. 

30) Comment. Getting. 3, 1816; (1815, 7. Bez. und 1816, 30. Jan.). — 
Gotting. Abh. 4, 1850. Der vierte Beweis kann als eine Neuredaktion des ersten 
unter Benutzung der komplexen Grossen angesehen werden; er weist zugleich 
die Existenz aller n W. der Gl. gleichzeitig nach. 

31) Hierher gehort der dritte Gawss’sche Beweis, einer der Cauchy 1 schen 
Beweise u. s. f. 
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eine entsprecbende Zahl zugeordnet wurde (vgl. I A 3, Nr. 4), galten 
die geometrischen Beweise als bindend. Mit der Erkenntnis, dass 
solcbe Zuordnung ein geometrisches Axiom inyolyiere, anderte sich 
diese Meinung. — Ebenso stebt es bei den Beweisen, die sicb anf eine 
explizit-ausfubrbare Annaberung an den ;; Wurzelwert“ stiitzen, gegen- 
iiber der Auffassung des Irrationalen. Einen extremen Standpunkt 
nabm in dieser Hinsicbt Kronecker (J. f. Matb. 101 [1887], p. 337) 
ein, der die „sogenannte Existenz der reellen irrationalen Wurzeln alge- 
braiscber Gleicbungen einzig und allein in der Existenz yon Inter- 
yallen siebt“, die beliebig geringe Ausdehnung baben, an deren An- 
fangs- und End-Punkt entgegengesetzte Yorzeicben besitzt, und 
innerhalb deren gewisse obere Grenzen nicbt uberscbreitet. — 

Entsprecbend definiert F. Mertens, Monatsb. f. Matb. 3 (1892), p. 293: 
die W.-Existenz beweisen, beisse, eine Metbode zur Bestimmung eines 
rationalen komplexen Wertes fur z geben, dureb den beide „Koordi- 
naten“ der F. fii) yon gewiinscbter Kleinbeit wiirden. — I). Hilbert 
dagegen nennt diese Definition geradezu inkorrekt, Fortscbr. d. Matb. 
24 (1895), p. 87. 

Die andere Gruppe bedient sicb solcber Hiilfsmittel nicbt und 
reduziert daber das Problem nur so weit, als es bei dieser Einschran- 
kung gescbeben kann: es wird gezeigt, dass jede Gl. dann eine W. 
besitzt, wenn dies fiir jede Gl. ungeraden Grades der Fall ist. So 
wird der aritbmetiscbe Teil scharf yom ; ,transcendenten“ getrennt, wie 
Gordan sicb treffend ausdriickt 32 ). 

Die Beweise der ersten Gruppe konnen in solcbe unterscbieden 
werden, welche geometriscbe Stetigkeit benutzen und in solcbe, welcbe 
ein Yerfahren angeben, dureb das man sicb einem W.-Werte asympto- 
tiscb nabert. 

Zu den charakteristiscben geometriseben Beweisen zablen yor 
allem der erste bezw. der yierte Gauss 1 sebe. Ihr Prinzip berubt darauf, 
f(x -f- iy) = u -(- iv zu setzen, (x, y ) als Punkt der komplexen 
(GWss’schen) Ebene zu deuten und dann zu zeigen, dass die Kurven 
u(x, y) = 0, v(oc, y) — 0 Scbnittpunkte baben. Dies folgt aus ihrer 
fiir grosse Moduln Yx 2 -\-y 2 leiebt zu iiberblickenden Konfiguration 33 ). 
Andere Beweise stiitzen sicb auf die Umscblingung des Nullpunktes 
dureb die Eurve (u, v ) in einer zweiten imaginaren Ebene, wenn 


32) Vorles. iiber Invariantentheorie 1, herausgeg. v. Kerschensteiner, Leipzig 
1885, p. 166. 

33) Vgl. dazu Kronecker, Berl. Ber. 1878, p. 151, 152, welcher als Kern- 
punkt den Ubergang zu „reinen“ oder „binomischen u Gl. beraushebt. 
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( x } y) in der seinigen eine passend gewahlte geschlossene Kurve 
durchlauft 34 ). 

Der erste Beweis yon Cauchy r °) } der sicli im wesentlichen auf 
eine yon Legendre 86 ) herruhrende Idee stutzt, benutzt die Gestaltung 
der Flache w = u 2 (x, y) -f- v 2 (x, y), wobei x } y, w reclitwinblige Raum- 
boordinaten bedeuten, setzt die (als selbstverstandliche Annahme an- 
greifbare) Existenz eines Minimums fur das niemals negative w yoraus 
nnd weist mit Hiilfe des Scblusssatzes in Nr. 6 nach, dass dieses 
Minimum nicbt yon 0 verschieden sein bann; so wird fur das ent- 
sprechende (#, y ) gefunden u = 0, v = 0, d. L f — u -f- iv ~ 0. 

Der zweite Cauchy ' sche Beweis 37 ) bringt ein eigenartiges Element 
in die Betrachtung, namlich das Verhalten des Quotienten u : v beim 
Umbreisen eines W.-Punbtes: „Verfolgt man die Wertanderung des 
Quotienten u : v beim Durchlaufen einer einfaclien gescblossenen Kurye 
der xyCEhene, indem man dabei ihr Inneres zur Linben lasst, dann 
geht der Quotient so oft vom Positiven durch Null zum Negativen, 
als die doppelte Anzahl der im Innern der Kurye liegenden W.-Stellen 
betragt/' Von diesem allgemeinen Satze kommt Cauchy dann auf das 
Fundamentaltheorem durcb Betracbtung eines hinlanglich grossen 
(Gcmss’schen) Kreises an Stelle der gescblossenen Kurve. 

Die zweite Unterabteilung der Beweise erster Gruppe giebt 
analytiscbe Vorscbriften zur Annaberung an einen Wert fur den 
f($) yerscbwindet. Eine Reibe yon Beweisen der ersten Unter- 
abteilung lasst sicb bei geanderter Darstellung direbt in diese Form 
bringen. 

Der d'Alembert scbe Beweis 38 ), der erste, welch er fur das Funda- 
mentaltheorem yersucbt wurde, gehort bierher; er berubt auf der 
analytiscben Umkehrung der F. y = f(js) . Gauss , der ibn in einigen 
Punbten als unzureicbend nachweist, giebt zugleicb an, wie er zu 
Toller Strenge umgestaltet werden bonne 39 ). 

34=) Ygl. z. B. C. Ullherr, J. f. Math. 31 (1846), p. 231. 

35) Exerc. cle Math. 4, Paris 1829, p. 98. — Ygl. Cours d’ Analyse, Chap. X. 
Siehe auch J.B.Argand. , Gergonne Ann. 5 (1815), p. 201. Wegen der Existenz 
des Minimums vgl. z. B. Weber 1, § 41. 

36) TLAorie des nombres, Paris 1808, p. 149 if. 

37) J. Ec. polyt. Cah. 25 (1837), p. 176. — Ygl. Ch. Sturm u. J. Liouville, 

J. de Math. 1 (1836), p. 278 u. p. 290. F. N. M. Moigno , ibid. 5 (1840), p. 75. 
Auf eine Lticke in diesem Beweise hat F. Budio, Naturf.-Ges. Zurich 38 (1894) 
aufmerksam gemacht; es wird namlich die Zerlegbarkeit der Ebene in Teil- 
gebiete yon bestimmter Eigenschaft unbewiesen angeno mm en. 

38) Berlin Hist, de l’Acad. 1746, p. 182. 

39) 1. c. Werke 3, p. 29. — Ygl. Ch. v. Staudt, J. f. Math. 29 (1845), p. 97. 
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In rein analytischer Form giebt E. Lipschits einen Beweis 40 ), der 
sick auf das Schlusstheorem von Nr. 6 stiitzt. 

Zwei in ihrem Gedankengange ahnliche, aber in ihrer Durch- 
fuhrung von einander vollig versciiiedene Beweise sind die von 
F. Mertens 41 ) und von C. Weierstrass 42 ); beide benntzen die Newton- 
sche Naherungsformel als Algorithmic, vgl. IB 3a. 

Unter den Beweisen der zweiten Gruppe ist zunachst der zweite 
Gauss' sche Beweis zu nennen 43 ). Hier wird ein systematisch wichtiges 
Hulfsmittel benntzt: Eine Reihe von Eigenschaften einer Gl. n ten Grades 
mit n W. g(z) = 0 lasst sich dnrch Relationen ausdriicken, welche 
selbst in den, W. symmetrisch und also durch die Koeff. von g{£) 
rational darstellbar sind; diese Koeff. darf man nun durch die ent- 
sprechenden Koeff. einer Gl. f{£) — 0, iiber deren W.-Existenz nichts 
bekannt ist, ersetzen und kann aus dem Bestehen der Relationen auf 
die jener Eigenschaften auch bei f sehliessen 44 ). Eine Umgestaltung 
des Beweises riihrt von Kronecker her 45 ). Beide Beweise zeigen, wie 
unter der Yoraussetzung von W. jeder Gl. des Grades 2^ • v (v un- 
gerade) die Existenz von W. der Gl. des Gr. 2< a + 1 • v ± (v ± ungerade) 
folgt. Nach Gordan (Anm. 32) heisst p der „Grad der Auflosbarkeit". 

Auf andere, einfachere Art fuhrt Gordan 46 ) den Existenzbeweis, 
indem er Result anteneigenschaften benutzt (vgl. Nr. 18). 

Eine neue Darstellung giebt E. Phragmen 47 ) dem Beweise dadurch, 
dass er eine algebraische Kongruenz (vgl. Nr. 15) herleitet, 
f(z ) = F(w, r) z + G(w , r) mod. ( 2 s — 2w# -f - r *) ? 
bei den r = Q durch eine Gl. mit vermindertem Auflosbarkeitsgrade 
so bestimmt wird, dass F(w , p) = 0, G(w y q) — 0 eine gemeinsame 
W. w = G> besitzen; demnach ist /*(#) durch — 2 0£-f~P 2 teilbar. 

Ygl. hierzu auch die von Kronecker aufgestellten Kongruenzen 
(Nr. 15), welche zur Zerlegung von f(/) in Linearfaktoren fiihren. 

40) Lehrbuch d. Analysis, Bonn 1877, 1, § 61. — Eine nach Dedekind nnd 
6r. Frobenius vereinfachte Darstellung findet sich in Weber's Algebra 1, §42, p. 143. 

41) Wien. Abh. 1888 Dez. Abt. II a . — Monatsh. f. Math. 3 (1892), p. 291. 

42) Berl. Ber. 1891, p. 1085. — Ygl. auch Ch. Meray, Bull. d. scienc. math. 
(2) 15 (1891), p. 236. 

43) Werke 3, p. 31. 

44) Ausfuhrlich dargestellt bei J. Molk, Acta math. 6 (1885), p. 1. — Zu 
dieser G-ruppe gehort der Beweis yon Th. Vahlen , Acta math. 21 (1897), p. 287. 

45) Grundzuge einer arithm. Theorie u. s. w., J. f. Math. 92 (1882), § 13. 

46) Math. Ann. 10 (1876), p. 572; Invariantentheorie 1, p. 166. — Ygl. auch 
E. B. Elliott, Bond. Math. Soc. Proc. 25 (1894), p. 173. 

47) Stockholm Ofv. 16 (1891), p.113. — Siehe ferner D. Selkoanoff, Bull. Soc, 
Math, de France 13 (1885), p. 119. 
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8 * Zerlegung in Faktoren. Durch den Nachweis der W\-Existenz 
ist der Anschluss an Nr. 5 gewonnen; damit ist der Satz bewiesen, 
dass jede gz. F. n te “ Grades sick, abgesehen yon a 07 in lineare Faktoren 

/O) = «o0* — g i) (* — %)••• (* — 

= a 0 (z — z^{z — z 2 Y* ■ ■ ■ (z — ZrY r (ft + ft 4 h ft = n) 

zerlegen lasst. Wir setzen a 0 = 1. Multipliziert man die erste Form 
aus nnd vergleicht die Koeff. gleicher Potenzen yon z 7 so folgt 

'Szi = — ct ly 'SziZf.i = -f - <hl * * * 

d. h. es ergeben sich fundamental© Beziehungen zwischen den Koeff. 
und den symmetrischen F. der W. Auf diese wird in der Theorie 
der symmetrischen Funktionen I B 3 b eingegangen; wir brauchen hier 
nur den Satz, dass jede gz. symmetrische F. der W. eine gz. F. der 
ax ist. Er zeigt z. B. sofort, dass jede rat. F. alter W. zx als gz. F. 
derselben darstellbar ist, die in den ax gebr. Koeff. haben. 

Setzt man fx = (z — 0z) — £ 24 - 1 ) • * * (0 — #n) fur A == 1 ; 2 ; • . . 

n — 1, n, so folgt, dass jede W.-Potenz in der % > (n — A) ist, 
eine gze. gz.-zahlige F. yon Zx y • • • &n wird, die in Zx nur bis zur Potenz 
(n — A) steigt. Das ergiebt weiter, dass gze. gz.-zahlige F. der W. 
sich gz. und gz.-zahlig als Aggregate der nl Potenzprodukte 

■ • • Z h n I 7 1 (h = 0 , 1, • • • » - ft; ft = 1, 2, • • • » - 1) 

darstellen lassen, wobei die Koeff. gze. gz.-zahlige F. von a X) a 2 , . . . a a 
sind 48 ). Ein solch.es System heisst ein Fundamentalsystem. 

9. Rationalitatsbereich. Bei alien Fragen nach Zerlegbarkeit und 
Unzerlegbarkeit eines Ausdrucks ist zunachst festzustellen ; was als 
rational bekannt gelten soil. Da mit jeder rational bekannten Grosse 
zugleich auch alle ihre rationalen F. rational bekannt sind, so geniigt 
es, die Elemente 9F', 9 V ", . . . anzugeben, deren rationale F. den 
Rationalitatslereich (9F, 9t", 81'", . . .) ausmachen. Die rat. F. sind 
dabei stets mit gz. gz.-zahligen Koeff zu bilden 49 ). 

Eine gz. F. kann in einem Rationalitatsbereiche (Rat.-Ber.) un~ 
zerlegbar, irreduktibel (irred.) sein, wahrend sie in einem erweiterten 
zerlegbar, reduktibel (red.) ist. Im Bereiche der reellen Zahlen ist nach 
dem Fundamentaltheorem jede gz. gz.-zahlige F. f{z) in Faktoren ersten 
oder zweiten Grades, im Bereiche der komplexen Zahlen in Faktoren 

48) Kronecker , 1. c. § 12. 

49) Abel hat zuerst die Notwendigkeit dieser Festsetzungen orkannt: „Sur 
la resol. algebr. etc.“, Oeuvres (ed. Syloiu u. Lie) 2, p. 217. Die weitere Aus- 
bildung stammt von Kronecker , Berl. Ber. 1853, p. 365; 1873, p. 117; 1879, p. 205; 
Grundziige u. s. w, 1882, p. 3. 
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ersten Grades zerlegbar. Gauss hat gezeigt 50 ), dass fur Zerlegungen 
gz. gz.-zahliger F. f(z) der Rat.-Ber. der rat. gehrochenen Zahlen sich 
durch den der rat. gz. Zahlen ersetzen lasst; nxit anderen Worten, 
dass das Produkt zweier primitiver F. wieder eine primitive F. wird. 

10 . Reduktibilitat. Irreduktibilitat. Die Frage, ob eine gz. 
gz.-zahlige F. f(z) im „naturlichen“ Rat.-Ber. (9i') = (1) zerlegbar ist, 
kann so entschieden werden, dass man alle W.-Faktoren (z — zx) be- 
stimmt und einzeln betrachtet, oder zu je zwei, drei, ... multipliziert; 
Zerlegung findet dann und nur dann statt, wenn dabei eins der 
Produkte eine gz. gz.-zahlige F. wird. — Die direkte Behandlung der 
Frage fiihrt auf Eliminationsprobleme und wandelt sie in die andere 
um, ob gewisse Gl. gz. gz.-zahlige W. haben 51 ). Beide Methoden 
sind praktisch nicht verwendbar. — Nimmt man die W.-Existenz als 
bewiesen an, dann lasst sich eine Grenze fur den absoluten Betrag 
der Moduln der Koeff. der Faktoren aus den absoluten Betragen der 
Koeff. von f(z) herleiten 52 ). Damit kann man die Frage durch eine 
endliche Anzahl von Versuchen bequemer erledigen. 

Ohne Voraussetzung des Fundamentaltheorems, welches er aus 
Griinden der Systematik an eine spatere Stelle setzt, gelangt Kronecker 
zur Losung des Problems, indem er mit Htilfe der Lagrange' schen 
Interpolationsformel alle F. aufstellt, die uberhaupt als Teiler von 
f(z) in Frage kommen 53 ). Diese Methode ist von Bunge weiter 
durchgearbeitet und zu praktischem Gebrauche verwendbar gemacht 
worden 54 ). 

M.Mandl 65 ) ersetzt das Heine' sche Eliminationsverfahren (Anm.51) 
durch die Losung einer Reihe diophantischer Gleichungen. 

Schon Newton hat den Fall linearer Faktoren erledigt 56 ), derart 
dass er fur eine Reihe von Argumentwerten die Glieder einer arith- 
metischen Reihe annimmt; er hat auch die Erweiterung auf Faktoren 
hoherer Ordnung angedeutet; hierbei tritt eine nahe Verwandtsehaft 
der Kronecker' schen mit der Newton' schen Methode zu Tage. 

G. Eisenstein hat einen Satz aufgestellt 57 ), durch welchen aus der 
formalen Beschaffenheit der Koeff. einer F. ein Schluss auf ihre Irred. 


50) Disq. arithm. Lips. 1801, § 42 = Werke 1, p. 34. Vgl. ibid. § 11. 

51) JS. Heine, J. f. Math. 48 (1854), p. 267. 

52) K. Bunge, J. f. Math. 99 (1886), p. 93, 94; vgl. IB 3a, Nr. 2. 

53) Grrundziige u. s. w. § 4, p. 11. 

54) J. f. Math. 99 (1886), p. 89. 

55) J. f. Math. 113 (1894), p. 252. 

56) Arithmetica universalis, Lugd. 1732. 

57) J. f. Math. 39 (1850), p. 160. 
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gezogen werden kann: sind bei a 0 — 1 alle Koeff. a t , a 2 , . . . a n durcb die 
Primzahl p, und ist a n durcb keine hohere Potenz von p als die 
erste teilbar, dann ist f irreduktibel. — L. Konigsberger 58 ) hat eine 
Verallgemeinerung dieses Theorems durcb eine ganze Reihe von 
Satzen gegeben; an diese schliessen sicb andere in derselben Ricbtung 
an, die Netto fand 59 ). 

Der Eisenstein’ sche Satz liefert einen unmittelbaren Beweis fiir die 
Irred. der „Kreisteilungsgl zP~~ x -f- £* ? '~ 2 + * • • + # + 1 = 0 fiir eine 
Primzahl p und ebenso fiir eine Primzahlpotenz (1. c.). Der erste Be- 
weis fur die Irreduktibilitat der Kreisteilungsgl. stammt von Gauss 
(Disq. aritb. Sect. VII, § 341); in der Folgezeit wurde eine ganze 
Anzabl weiterer Beweise gegeben 60 ). — Ein einfacber Beweis fur die 
Irreduktibilitat von z^—a, falls a keine p te Potenz ist (Abel: Sur 
la resol. alg. § 2), stammt von Mertens, und ein rein arithmetiscber 
Beweis von A. Kneser 61 ). 

Die Behandlung der Reduktibilitat in einem willkurlichen Rat.- 
Ber. fordert genaues Eingehen auf die Tbeorie der Elimination 
und der algebraiscben Grossen. Man findet eine grundlegende Unter- 
sucbung bei Kronecker („Grundzuge“) und Erlauterungen dazu bei Moll 
(L c.) und bei A . Kneser , Math. Ann. 30 (1887), p. 179, § 3. Die 
Irreduktibilitat der Kreisteilungsgl. in allgemeineren Rat.-Gebieten findet 
sich in den, Anm. 60 zitierten Arbeiten gleichfalls behandelt. 

Tiber die Irreduktibilitat von Funktionen f(z) = 0^^ (0 2 (z)) bat 
A. Capelli TTntersuchungen angestellt 62 ). Dabei gehoren die Koeffi- 
zienten der Funktionen G x (i y ) , 0 2 (z) einem beliebigen Rationalitats- 
gebiete (31) an. Fur die Irreduktibilitat von f ist es cbarakteristisch, 
dass 0 x (y) in (31) und 0 2 (z) — y 1 in (3ft, y t ) irreduktibel ist; y x be- 
deutet bier eine Wurzel von 0 X (y) — 0. 

Mit Hiilfe dieses allgemeinen Satzes erledigt Capelli die Frage 
nacb der Irreduktibilitat der binomischen Gleichung z n — a — 0 fur 
beliebige Rationalitatsbereiche. Die Potenzen von 2, fiir n ge- 
nommen, treten bei den Resultaten in eine Ausnahmestellung. 

58) J. f. Math. 115 (1895), p. 53 und weiter Berl. Her. 1898, p. 735. 

59) Algebra 1, p. 61. 

60) Kronecker, J. f. Math. 29 (1845), p. 280; J. de Math. 19 (1845), p. 177; 
ibid. (2) 1 (1856), p. 399 [= Werke 1, p. 1, 75, 99]; J. f. Math. 100 (1887), p. 79. 
Serret, J. de Math. 15 (1850), p. 296. Th. Schdnemann, J. f. Math. 32 (1846), p. 93. 
Dedekind, ibid. 54 (1857), p. 27. F. Arndt, ibid. 56 (1859), p. 178. V.-A. Lebesgue, 
J. de Math. (2) 4 (1859), p. 105. 

61) F. Mertens, Monatsh. f. Math. 2 (1891), p. 291; A. Kneser, J. f. Math. 
106 (1890), p. 48. 

62) Napoli Rend. (1897, Dez.; 1898, Febr., Mai). 
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11. Teilbarkeitseigenschaften. Den Irreduktibilitats- konnen 
Teilbarheits -Eigensebaften gegeniibergestellt werden, bei denen es 
sicb daruin bandelt, dass gewisse F. dnrcb andere geteilt werden 
konnen. Bei Umfommngen in der Determinantentbeorie begegnet 
man haufig solcben Formeln. Hervorzubeben ist eine Arbeit 
von TF. Fr. Meyer QS ) iiber die Teilbarkeit ganzer Funktionen boberer 
Differentialquotienten wo hi den Zabler der & tea Ableitnng 
eines Brucbes g ($) : f(&) bedeutet. Es mag bier angemerkt werden, 
dass alle Determinanten \Hi+ k \ sebr leicbt als solcbe dargestellt werden 
konnen, deren Elemente Ableitungen der /*, g sind, woraus allgemei- 
nere Teilbarkeits-Eigenscbaften entspringen. Ferner sei auf den Zu- 
sammenbang dieser Formeln mit den Entwiekelungen der C Q gegen 
Ende von Nr. 12 hingewiesen. 

Teilbarkeits-Eigenscbaften sind ferner far Resultanten and Dis- 
kriminanten (Nr. 19) in grosser Anzahl entwickelt. 

D. Hilbert giebt in eleganter Weise die cbarakteristiscben Be- 
dingungen dafdr, dass eine binare Form eine vollstandige Potenz einer 
anderen binaren Form sei; hier knupft 0. Weltzien an, leitet in den 
einfacbsten Fallen diese Bedingungen elementar ab und erweitert 
die Untersuebung anf ternare Formen 64 ). 

12, Grosster gemeinsamer Teiler. Sind f(z) vom Grade n , 
und /i ( 0 ) vom Grade (n — nf) gz. gz.-zablige Funktionen, dann lie- 
fert das Euhlid 7 scbe Schema des grossten gemeinsamen Tellers (gr. gm. T.) 
eine endlicbe Reibe von Gleicbungen [I B 3 a] 

fi-i=figx—fx+i 0 — 1, 2, ... r; f 0 = f), 
in denen der Grad von fx+i kleiner als der von fx ist, und f r +i — 0 
wird. Das Vorzeicben des Restes wird anderer Untersucbungen balber 
{Sturm 1 scbe Reibe) negativ gewablt. Der Grad von fx sei {n — nx), so 
dass nx+i > n% und % 0 wird. Jedes fx lasst sicb in der Form 

fx — fifx—i —f(px - 1 

darstellen, wobei fx und cpx bezw. die Grade nx und (nx — nf) be- 
sitzen. Die Koeff. in den fx brauchen nicht ganzzablig zu sein; 
durch Benutzung von Konstanten, mit denen vor der Division mul- 
tipliziert wird, kann man ganzzablige F. fx, gx erbalten, so dass 

rx — 1 fx — 1 = fxQx — 

gesetzt wird, wo alle fx+i primitive F. werden. Die fremden 

63) Math. Ann. 36 (1890), p. 436. 

64) Hilbert , Math. Ann. 27 (1886), p. 381; vgl. F. Brioschi, Pal. C. M. R. 10 
(1896), p. 153; (7. Weltzien, Progr. d. Friedr. Werd. Ober-Realsch., Berlin 1892, 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. 16 
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durch rx—i eingeftihrten Faktoren fallen durch $z-f -2 wieder heraus, 
indem Sx+% ein Multiplum von n—i wird 65 ). Wir wollen aber bei 
der ersten Darstellung mit gebrocbenen Koeff. bleiben. 

Das EuM # scbe Schema ^liefert die Kettenbruchentwickelung 

j = l/gi — V9i V9r 

und. femer die Darstellung desselben Brucbes als Summe von Prim- 

briiehen , . i 

L = _J_ 4- _i— -| 1 - ; 

f %-i t r ’ 

das wicbtigste Ergebnis des Yerfabrens aber ist die Herstellung des 
gr. gm. T., der freilieh mit gebrochenen Koeff. bebaftet auftritt, 

f r = flfr- l — f<Pr-l- 

Die Reibe der fur die fx oben aufgestellten Gl. fiihrt zu der 
Aufgabe, zwei gz. F. IP" und $ so zu bestimmen, dass wenn. 

— f® = F, und die Grade von W, <X>, F gleicb v, v — n lr q 
werden, dann v-(-p<Cw ist, wie dies bei tpi— i, <pz—i, fx der Fall war. 
Diese Aufgabe kann man durcb Reibenentwickelung 

^- = c 0 «- 1 +c 1 r" 2 + ^«-M 

losen; bezeichnen wir | c p +q\ mit C G (jp, <1 = 0, 1, • • • 6 — 1), so 
konnen eindeutige Losungen nur fur solche Gradzahlen von W auf- 
treten, welche gleichzeitig Ordnungszahlen nicht verschwindender C a 
sind. Durch das Yerschwinden derartiger Determinanten wird zu- 
gleich der Grad des gr. gm. T. der Funktionen f f x bestimmt. Die 
fx, ipxj yx lassen sich durch ahnlich gebildete, mit den C Q verwandte 
Determinanten darstellen. Die Umwandlung in Determinanten ; deren 
Elemente die Koeff. von f und f x statt der cx sind, lasst sich 
auf verschiedene Weise durchfiihren 66 ). 

Uber die Darstellung des gr. gm. T. vgl. auch den Schlusssatz 
von Kr. 18. 

13. Irreduktible Funktionen. Haben / und f\ keinen gem. T. 
ausser einer Konstanten, dann heissen sie relativ prim zu einander 
oder teilerfremd. Fur solche kann 

f-F\ + f x -F = 1 

gesetzt werden, wo F und F x passend gewahlte gz. F. hdchstens von 
den Graden (n — n x — 1) und (n — 1) mit gebrochenen Koeff. sind. 

65) Netto, J. f. Math. 116 (1896), p. 45. 

66) Vgl. zu dieser Nummer: Kronecker , Berl. Ber. 1881, p. 535. — Netto , 
Algebra 1, Yorles. 6 und 7. 


I 
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Aus diesem fundamentals Satze folgt 67 ): Hat f mit einer irred. 
F. cp einen gem . T., so ist f selbst dureli cp teilbar. — Wenn weder 
f x nocb f 2 durcb die irred. F. <p teilbar ist, dann wird auch f x f 2 niclit 
durcb cp teilbar. — Ist f x f 2 durcb. ein f teilbar, Welches keinen gem. 

T. mit f 2 bat, dann ist f ± durcb f teilbar. — Ist f ein Yielfacbes 

yon f x und yon f 2 , und baben f t und f 2 keinen gem. T. ; dann ist f 

aucb ein Yielfacbes yon f x f 2 . — Jede F. lasst sicb auf wesentlich 

nur eine Art, d. b. abgeseben Yon konstanten Faktoren, in ein 
Produkt you irred. Faktoren zerlegen. Hier treten Analogien zur 
Zablentbeorie beraus; die irredukt. Faktoren iibernebmen die Rolle 
yon Primzahlen und die Konstanten diejenige yon Einbeiten. 

14. Trennung vielfacher Wurzeln. Aus der in Hr. 8 gegebenen 
Form yon f(z) folgt, wenn die Multiplizitat ^ bat, 

und daraus ergiebt sicb, dass f und f als gr. gm. T. das Produkt 
fl (*) = {s — ^i- 1 (z — z^- 1 •••(* — 0r) flr ~ l 

baben, d. b. das Produkt aller Wurzelfaktoren, jeden in einer urn 1 
yerminderten Multiplizitat gegeniiber /*(#). 

Yerfabren wir ebenso mit f x und f X) so wird deren gr. gm. T.: 

U 0) = 0 — (* — O'"* -2 •••(* — O' 1 '"' 2 * 

wo alle Faktoren mit negativen Exponenten zu unterdriicken sind; 
u. s. f. Es entbalt f(d): f x {z) — 0 alle W. yon f — 0, und zwar eine 
jede einfacb; f x {%) : f 2 (z) = 0 alle W. yon f — 0, die mindestens die 
Multiplizitat 2 baben, und zwar eine jede einfacb; u. s. w. Femer 
liefern 

mm — o _ o 

A* (2) ’ f«J(z) 

alle einfacben, alle Doppel-W., . . . und zwar jede in der Multipli- 
zitat l. 68 ) 

Jede ^-fache W. yon f(z) — 0 ist zugleich W. yon f (js) = 0, 

. . . f^— 1 ) (z) — 0 und umgekebrt 69 ). 

Setzen wir unter Wabrung der Bedeutung yon /J f und /j 

f(?) = fi (*) • 9 0 ) , f (?) = A (s) ■ h (t) , 

67) Diese Analoga zu Satzen der Zablentheorie sind in jedem Lehrbuche 
der Algebra zu finden; vgl. aucb Molk 1. c. 

68) Vgl. z. B. Servet - Wertheim Algebra, 2. Aufl., 1, § 50. 

69) J. Hudde, Brief an F. van Schooten (Epist. II) in dessen Ausgabe von 
Descartes Geometric, Amstelod. 1658. — Euler , Inst. Calc. Diff. 2, § 249. 

16* 
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so folgt, dass g(z) = 0 keine vielfachen W. babe, aus dem Funda- 
mentaltheorem. Ft. Engel™') bat ohue Voraussetzung desselben den 
gleicben Satz bewiesen, indem er von einer Bemerkung yon Gauss 
ausging 71 ). 

1st eine gz. F. f(&) so in Faktoren zerlegt, f = JS£ m Pp . . . S\ 
dass die 61. M- P- ■ ■ S = 0 nur einfache W. besitzt, dann giebt es, 
wie Ch. Eermite gezeigt hat 7S ), eine Zerlegung jedes Bruches 


m M m p p 



wobei die Zahler @ rat. gz. Funktionen sind. Diese Dar- 

stellung, welehe auf rationalem Wege durehgefiihrt werden kann ; ist 
fiir die Integration des Bruches von Wichtigkeit. [II A 2.] 

Besteben unter den W. einer Gil. g Relationen z a = dann 
nennt J. J. Sylvester (Phil. Mag. [4] 3 [1852], p. 375 u. 460) g die 
Multiplizitat der Gl .; diese kann je nacb dem Zusammenhange der W. 
sebr verscbiedenen Charakter baben. Fiir alle besteben gewisse nur 
von g abhangige (Eveetamten-) Eigenscbaften. (Uber die Definition 
der Evectanten vgl. G. Salmon, Higher Algebra § 134, sowie I B 2.) 
Vgl. welter Nr. 22. 


15. Algebraische Kongruenzen. Ist 

F(z) =f(e) +g(?) ■ <p(z), 

dann heissen F(z) und f(z), in Analogie zu Bezeicbnungen der 
Zablentbeorie, einander kongruent nacb dem Modul g{z). Dies liefert 
die „ algebraische Kongruem u 

F(e)=f(t ) (mod. g(z)), 

deren erste Bebandlung von Cauchy starnmt 73 ), und deren weitere 
Erforscliung durcli Arbeiten von J-A. Serret u ), von Th. Schonemann 75 ) 
und von E. Dedekind’ 76 ) gegeben wurde. Sind alle auftretenden Zahlen- 
koeff. in F und g gz. Zahlen, dann kann man sie nacb einem Zahlen- 
moduli betracbten. Demnach lassen sich auch alle ganzen, ganzzahligen 
Funktionen sowohl mod. g(z) als auch mod. k , also nacb dem Doppel- 
modul (g {%) 5 k) betracbten. g(z) beisst dabei nacb Srrrct die Modular- 
funktion. Man kann die Anzahl der Modularfunktionen eines vor- 


70) Leipz. Ber. 49 (1897), p. G03. 

71) Demonstr. nova altera, § 10, Werke 3, p. 4-4. 

72) Cours d’ Analyse 1 (1873), p. 265. 

73) Exerc. d’anal. 3 (1844), p. 87. 

74) Serret, Paris M&n. 35 (1866), p. 617 und Algobre 2, Section 3. 

75) J. f. Math. 31 (1846), p. 269. 

76) J. f. Math. 54 (1857), p. 1. 
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15. Algebraische Kongruenzen. 16. Resultantendarstellung. 

geschriebenen Grades bei gegebenem Modul Jc bestimmen; ebenso die 
Anzahl der Eeste f(z), bei denen weder Grad nocb Betrag der Koeff. 
mod. (g (z) ; Jc) erniedrigt werden kann. 

Die Fassung der Begriffe Irreduktibiliat und Teilbarkeit, von 
Kongruenzwurzeln, u. s. w. ist klar. Bei den binomiscben Kongruenzen 
x n — 1=0 mod. (#(#); Jc) 

treten die Wurzeln, die zu gewissen Exponenten „gehoren u } zusammen; 
dieser Begriff sowie derjenige der primitiven W. entspricbt dem in 
der Zahlentheorie gebrauehlichen. 

Auch in diesem Gebiete ist das Problem der Zerlegung einer 
gegebenen F. F(z) i* 1 irred. Faktoren zu losen 77 ). — 

Hier seien ferner die KronecJcer 1 scben 78 ) Untersucbungen erwahnt, 
durcb welcbe zu jeder gz. F. von z ein Modul gefunden wird, fur welchen 
sie in lineare Faktoren von z zerfallt werden kann. So ist z. B. 

4 • (9c) 3 (z 3 — c) = (9cz — if) (18 c* + 9 ct + if) (18 c* — 9c* + if) 

mod. (; t 6 -j- 27 c 2 ) . 

16. Resultantendarstellung. Sind zwei Gl. ; f(z) = 0 vom Grade m 
mit den Koeff. a 0 , ... a m und den W. a x , . . a m) und g (z) — 0 vom 
Grade n mit den Koeff. b 0 , . . b n und den W. ... (3 n gegeben, 
(wo m n sei), dann scbliesst bei unbestimmten a, b die Kette des 
EuklicP scken Algoritbmus mit einem konstanten aus den a, b ge- 
bildeten Brucbe. Das Yerschwinden seines Zahlers giebt die Bedin- 
gungen fur einen gm. T. von f und g. Nach Brill-Noether, Deutsche 
Math. Ver. 3 (1892 — 93), p. 134 stammt diese Methode von J. P. de Gua. 

Die Frage nach diesem gm. T. wird auch durch die Betrachtung 
des Produkts (erste Euler'sche Methode) 

R(f, 9 ) = all™ IKtXy. — pi) (x = 1, 2, . . m; X = 1, 2, . . n) 
erledigt; der Faktor vor dem II bewirkt, dass die symmetrische F. R 
sich als gz. F. der a, b ausdriicken lasst. 79 ) Es ist 

R(f, 9) = «fo(« i) • • -9(a m ) = (- 1 ) mn Km ■ ■ -m = (- 1 ) mn H(9, f). 
R = 0 liefert die charakteristische Bedingung fiir einen gm. T. 

R heisst die Resultante (R) von f und g . 80 ) Euler gab eine Me- 

77) In engem Zusammenhange hiermit steht die Theorie der (rafois’schen 
imaginaren Wurzeln. Ygl. Bull. Eerussac 13 (1830), p. 428 = J. de Math. 11 
(1846), p. 399 — Oeuvres publ. p. E. Picard, Paris 1897, p. 15. [I C 1]. 

78) Mathesis, Mai 1885, p. 102; J. f. Math. 100 (1887), p. 490. 

79) Euler , Berl. Hist. 1748, p. 243. — G. Cramer, Introduct. a 1’ Analyse 
des lignes courbes etc. G-enf 1750. 

80) Newton , Arithm. univers 1. Uber d. Elimination; Bezout , Paris Mem. 
1764, p. 286. — Yon englischen Mathematikern wird auch die Bezeichnung 
Eliminante gebraucht. Ygl. uber diese Nomenldatur IB lb, Nr. 13 u. 14. 
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tbode 81 ) ; die Berecbnung yon R bei n — m auf das gleicbe Problem 
fur (m — 1) zu reduzieren; Be'zout erweiterte sie 82 ) und fubrte die 
Anfgabe auf ein Eliminationsproblem fur lineare Gleichungen zurtick ; 
indem er (Be'zouf sche Methode) 

(pa = a 0 Z aJ r h da, b 1 Z a ~ 1 + * * ■ + l a ; 

4><xf (pag — dulZ m ~ 1J r f" d am = 0 (tt = 0 , 1, •• fft — 1) 

setzte und aus dem letzten Gl.-Systeme die Potenzen 1, z, z 2 y • • • 1 

eliminierte 83 ). Jacobi bat diese Metbode durcbgearbeitet 84 ) und zuerst das 
Verscbwinden der Determinante $==1^*1 als dieBedingung eines gm. T. 
angegeben 85 ). Rosenhain 86 ) erweitert die Metbode auf den Pall m n 5 
Cayley 81 ) feommt durcb die Betracbtung der Koeff. yon ~ 2 ; • • . 1 i n 

— fitM*)]’- (* — 0 

zu denselben 4> a f — <p a g wie Be'zout . 

Die Elemente der Determinante S—\d^ lv \ sind noch P. der Koeff. 
0. Hesse 88 ) bat zuerst die Bedingung in die Form einer yerschwindenden 
Dei gebracbt ; deren Elemente die Koeff. selbst sind. Die einfacbste 
Herleitung dieses Besultates wurde yon Sylvester 89 ) mittels seiner 
„dialytiscben“ Metbode geliefert: Multipliziert man f= 0 und g~0 
mit 1 , z } z 2 } • • * z 71 - 1 bezw. 1 , z, z 2 ? • • • z™- 1 , so entstehen (n -f- m) 
lineare Gl. mit den (n-f-m — 1 ) Unbekannten z, z 2 , • • • 1 . jj lre 

Elimination aus diesen Gl. ergiebt die Determinante 


a x a%- j-i 

* ' Ctx- \-m-\-n — 1 

(x = 0,~ 

- V- 

■) n + 1\ 

h bx+i • • 

* * bx-\^rn- \-n—l j 

! U = 0, - 

-1,-. 

■> — m + 1 ) 


(alle bx, deren Indices negatiy oder grosser als m bez. n werden, 
sind 0). Es lasst sicb zeigen ; dass T= 0 aucb hinreichende Be- 
dingung fur einen gm. T. ist. Hesse bat 90 ) die Ubereinstimmung yon 

81) Introd. in Anal. Inf. 2; § 474 ff. — Berlin Hist. 1764, p. 96. 

82) Bezout, 1. c. Anm. 80. 

83) Euler benutzt zu seiner Reduktion nur die Gl. mit a — 0 und a = m — 1 
(sogen.: „Zweite Euler’ sche Methode 41 ); diese findct sich ubrigens bereits in der 
Arithm. uniyers. von Newton dargelegt. 

84) J. f. Math. 15 (1836), p. 101 = Werke 3, p. 295. 

85) Yon Sylvester, Phil. Trans. 143 (1853), p. 407 als Bezoutiantc bezeichnet. 

86) J. f. Math. 28 (1844), p. 268. 

87) J. f. Math. 53 (1857), j). 366 = Pap. 4, p. 38; dazu Zeichenerliiuterungen v. 
Borchardt ib. p. 367. Vgl. auch Borchardt, J. f. Math. 57 (1860), p. ill, 183 = 
Werke p. 391. 

88) J. f. Math. 27 (1844), p. 1 = Werke, p. 83. 

89) Phil. Mag. 1840, Nr. 101; wesentlich nur eine andere Darstellung der 
Methode yon F . J. Bichelot , J. f. Math. 21 (1840), p. 226 und Hesse, 1. c. Anm. 88. 

90) Xritische Zeitschr. f. Math. (1858), p. 483 = Werke, p. 475; auf andere 
Weise Borchardt, J. f. Math. 57 (1860), p. 183 = Werke, p. 145. 
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Rtf, g ) und T direkt nacbgewiesen; ferner Balteer n ) die Gleicbung 

8 = ( — 1) 2 T (bei m = n). 

W. Stahl liefert fur n = m eine Determinante, welcbe nur von 
der Ordnung (m — 1) ist 92 ). 

Die erste Euler’ sche Darstellung benutzt die Werte a und /3, fur 
welche die F. f bez. g verschwinden; G. Rosenhain lost das allgexneinere 
Problem, die Resultante aus den Werten ... f(ym+n)i g(y i), ... 

g(y m +n) darzustellen, welcbe beide F. fur willkiirlicbe Argumente y 1} . . . 
y m + n annehmen 93 ), Mit Hiilfe seines Resultats kann man die Cauchy- 
sche Interpolationsformel berleiten. Diese „interpolatoriscbe“ Dar- 
stellung wurde von Borchardt folgendermassen modifiziert 94 ): bei 
Rosenhain sind die Werte /*(%), . . . f(y m +n) und ebenso g (y x ) , . . . 
g(ym+n) uicht von einander unabbangig (vgl. Nr. 2); Borchardt nimmt 
bei m — n die von einander unabbangigen Werte von f und g fur 
willkurlicbe y 1; y 2 , . . . y n +i und bestimmt daraus die R. 

Hervorzuheben ist bier nocb eine Arbeit von P. Gordan (Matb. 
Ann. 7 [1874], p. 433), in der eine Determinantenformel von A. Brill 
(Matb. Ann. 4 [1871], p. 530) zur Aufstellung von Relationen zwi- 
schen Wurzel-Potenz-Determinanten und Koeffizienten einer Gleicbung 
benutzt wird; diese liefern dann nicbt nur die R. in ibrer Determi- 
nantenform, sondern aucb eine Erweiterung clerselben, bei welcber 
eine Determinante aus den Koeffizienten dreier Gleicbungen gebildet 
wird, deren Yerscbwinden gleicbfalls von der Existenz gemeinsamer 
Wurzeln abbangt. In derselben Abbandlung wird eine explicite Dar- 
stellung fur den gr. gm. T. zweier F. geliefert. 

17. Bedingungen fur gemeinsame Teiler. Weiter noch tragt 
die Frage nacb den Bedingungen dafur, dass f und g einen Faktor 
von vorgescbriebenem Grade h gemeinsam baben. Sie lasst sich nacb 
der zweiten Euler 1 scben Metbode bebandeln und fubrt dabei auf die 
Bedingungen, dass ausser R aucb Qc — 1) einfacb gebildete Sub- 
determinanten von R verschwinden mussen. Selir ubersicbtlicb sind 
diese Ergebnisse von W. Scheibner 95 ) bergeleitet. 

91) Determinanten § 11. Conziser dargestellt von Gordan- Kerschenstemer 1, 
p. 153. Ein anderer Beweis von Netto (Algebra 1, § 144) erstreckt sick aucb anf 
die Umformung entsprechender Snbdeterminanten der Res. 

92) Math. Ann. 35 (1890), p. 395. 

93) J. f. Matb. 30 (1846), p. 157. 

94) J. f. Matb. 57 (1860), p. Ill = Berl. Ber. 1859, p. 376 *= Werke p. 131. 
Erweitert wurden diese Formeln durcb Kronecker, Berl. Ber. 1865 Dez., p. 686. 

95) Leipz. Ber. 40 (1888), p. 1. Vgl. aucb Fad di Bruno 1. c. § 5 ff., be- 
sonders § 11. — Gordan- Kerschenstemer, 1. c. Nr. 129 ff. Weitere Untersucbungen 
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Nach derselben Richtung gehen die in Nr. 12 erwahnten Kronecker- 
schen Untersuchungen, welche an die Entwickelung von f : g nach 
fallenden Potenzen von s ankniipfen 96 ). Setzt man, wie dort, | Cp^- g | 
_ Q (p, q = 0, 1, . . . Q — 1), dann folgen fiir n = m — 1 als cha- 
rakteristisclie Bedingungen fur die Existenz eines gr. gm. T. h ten Grades 
von f und g und keines hoheren Grades : 

C„=0, C n - 1 = 0 ,... C n -h + 1 = 0 , £ 7 »_* 4 = 0 . 

Netto hat die direkte Umwandlung dieser Determinanten in S 
und in die entsprechenden Suh determinanten gegeben 97 ). 


18. Eigensehaften der Resultanten. Aus den Darstellungen der 
R. lasst sich eine Reihe von Eigensehaften ablesen (IB 2): die R. ist 
homogen in den a vom n ten und in den b vom Grade; sie ist 
isobarisch in den a und b vom Gewiehte m • n. Es ist R(f,g 1 g 2 ) = 
R(f, gj . Rif, g a )‘, und R(f, g + xf) = R(f> d), wenn * eine Kon- 
stante hedeutet; ferner ist fiir m = n, wenn x, X, x, A' Konstanten 
bedeuten, R (xf + Ig, xf -f- X'g) — (xX — x X) m ■ R(f, g), (Invarianten- 
eharakter). 98 ) Fiir die Resultanten bestehen Differentialgleichungen"), 
z. B. die beiden folgenden: 


dB 

^da x 

dB 


ma a — + * 


wn dB , 


i t. 8B . , 

■ + nb^-]-{n- 


dR 






dB 
' m da m 


= 0 , 


die zur numeriseken Berecknung der in B eintretenden Konstanten 
benutzt werden konnen. M. Bother kat bewiesen (Fad di Bruno -Walter, 
1. c. p. 281), dass alle kier moglicken Differentialgleickungen Folgen 
der einen ekarakteristiseken sind: 

^ \ — a o ^*+0 \ B = 0 . 


Sind die a, h allgemeine Grossen, dann ist R. irreduktibel 100 ); 
sind dieselben aber Funktionen anderer Variablen u, v, . . so kann 
R in Faktoren zerfallen, deren einige von u 9 v, . . . frei sind; Sylvester 


sind von V.Hioux, Ann. Ec. Norm. (2) 10 (1881), p. 389; von B. Igcl , Wien. Ber. 75 
(1877), p. 145; G. Darboux , Bull, scienc. math. 10 (1876), p. 56 u. (2) 1 (1877), 
p. 54, okne wesentlich Neues zu fordern, angestellt worden. 

96) Berl. Ber. 1881, p. 535. N. v. Szutz , Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 34. 

97) J. f. Math. 116 (1896), p. 33. 

98) Jacobi , J. f. Math. 15 (1836), p. 101 = Werke 3, p. 295. 

99) Von F Brioschi aufgestellt J. f. Math. 53 (1857), p. 372; Ann. di mat. 2 
(1859). Weiter behandelt von Fad di Bruno , J. f. Math. 54 (1857), p. 283; sp Liter 
von Noether genauer untersucht in der Ubersetzung von Fad di Bruno. 

100) Netto, Algebra 1, § 153. 
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nennt sie (Anm. 85) „spezielle Faktoren^ und den zuruckbleibenden 
Teil, welcher ihm aus geometrisclien Grunden wicbtig ist, die redu- 
zierte R. 101 ). — Haben /*=(), # = 0 nur eine W. % gemeinsam, 
dann ist fur beliebige A, g, % und d 102 ) 

gz # ^ dR m dR dR ' cR 

— 1 — x d dm, — [a — y, 0 bn — 1 — cr d bn — /u — a 

Dieser Satz lasst sich auf mebrere gemeinsame Wurzeln ausdebnen. 

Setzt man mit einem Parameter p 

f= 4 h + f -a m z m , 

9=\q 1 + h P 1 ” 1 * 4 h fti -1 QZ 1 ” 1 + + 6i+i 2 l+1 4 \-b n z n 

<P = a o 4" 4 b 5 9 = fy>4“ 4 f~ 

tp = a* -f- 4” ••• + b n Z n ~~ l y 

so wird R(f> g ), nacb steigenden Potenzen von p entwickelt, mit dem 
Gliede R(cp, qf) • jR(^, $') • Q kl beginnen 103 ). — 

Mit Hulfe der Kr oneoker* seben Entwicbelungen von f: g (Nr. 12 ) 
kann die Tbeorie der R. obne Yoraussetzung des Fundamentaltbeorems 
durcbgefuhrt, und dann darauf der Beweis dieses Theorems gestiitzt 
werden. Das ist der Gordari sebe Gang (vgl. Nr. 5) des W.-Existenz- 
beweises. — Gordan fasst 104 ) die R. aucb als bilineare Form i 
auf, wobei nach dem Laplace 1 seben Zerlegungssatze die A x Determi- 
nanten der a, und die B z Determinanten der b bedeuten. Die Deter- 
minante dieser bilinearen Form bat dann den Wert + 1. 

J \ Liiroth 105 ) leitet die Hauptsatze iiber R. mittels des Begriffes 
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen, statt, wie es gewobnlicb ge- 
schieht, des grossten gemeinsamen Teilers ber. 

19 . Berechnung der Resultanten. Die Berecbnung der Resul- 
tanten ist umstandlich. Cayley 106 ) bedient sicb einer Art geometriseber 
Darstellung der R. ; um ihre Koeff. tibersichtlich anzuordnen. Die erste 
von ibm benutzte Berechnungsmetbode batte sebon Cramer (Anm. 79) 
angewendet; sie stiitzt sich auf die Cramer-Poisson 1 sebe Produkt- 

101) Cayley , J. f. Math. 34 (1847), p. 30 — Coll. Pap. 1, p. 143. Uber eine 
andere Bedeutung dieses Ausdrucks siehe I B 1 b Nr. 15. 

102) Richelot, J. f. Math. 21 (1840), p. 226. 

103) W. Fr. Meyer , Gott. Nachr. 1895, p. 119 u. 135; Acta math. 19 (1895), 
p. 385. (Analog fur D(f), vgl. Nr. 20 u. f.) Netto, Gott. Nachr. 1895, p. 209. 
Andere Bemerkungen iiber die Struktur der R. liefert A. Brill , Math. Ann. 16 
(1880), p. 348. 

104) Math. Ann. 45 (1894), p. 405. Die Bedeutung des Satzes erhellt erst 
aus einer Arbeit von A. Hurwitz , ibid. 45 (1894), p. 401. 

105) Zeitschr. Math. Phys. 40 (1895), p. 247. 

106) Bond. Trans. 147 (1857), p. 703 = Coll. Pap. 2, p. 440. 
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clarstellung und auf die Benutzung symmetriscber F.; Cayley's zweite 
Metliode kn iipft an die Determinanten-Form an und benutzt die Nr. 18 
gegen Ende erw'abnte Darstellung ~f~ A%B X . Dieselbe Form wertet 
& Dr. Boe jr. 107 ) aus, indem er die R. als vierfaebe Summe darstellt; 
die Glieder der R. zerfallen in ,,Normalformen" und in ^reducible 
Formen" — Scbon Newton giebt in der , ; Aritbmetica universalis" die 
einfachsten Resultate an. In Salmon's „Higber algebra" finden sich 
die R. fur (m, n) = (2, 2), (3, 2), (4, 2), (5, 2); (3 ; 3), (4, 3); (4, 4). 
Bei (4, 4) giebt es bereits 217 Terme. Fine ahnliche Tabelle giebt 
Fad di Bruno in seinen ;; Binaren Formen". G-ordan 108 ) liefert die 
TJntersucbungen zur allgemeinen invariantentbeoretischen Berecbnung, 
sowie die fertigen Formeln fur (m, n) = (6 ; 2); (5, 3); (5, 4); Clebsch m ) 
fur (m, 2) mittels symboliscber Produkte; Boe (1. c.) wieder far (m, 2) 
und (5, 4); E. Pascal 110 ) fur (m, 3). 

Bei manchen geometriscben TJntersucbungen bandelt es sicb 
lediglicb darum, den Grad einer Resultante oder Diskriminante (siebe 
folgende N umm er) abzuzablen. Solcbe Bestimmungen finden sicb bei 
W. Fr . Meyer 111 ), wo die Grade bei einer Anzabl von speziellen, geo- 
nxetriscb wichtigen Gleicbungen angegeben werden. 

Ebenda wird auf Bediiktibilitatsfragen bei R. und Diskriminanten 
(Nr. 20) eingegangen; aus der Natur der Singularitaten von ebenen wie 
raumlichen Kurven scbliesst man, dass das Zusammenrucken zweier 
singularer Elemente meistens nocb dasjenige eines weiteren singularen 
Elementes zur Folge bat. Daher baben die Diskriminanten und R. 
der Gl., von denen die einfacbsten Singularitaten abhangen, Faktoren 
miteinander gemeinsam. Die Zerlegung solcher R. und Diskriminanten 
wird in den beiden Arbeiten geliefert. (Vgl. nocb Brill , Math. Ann. 16, 
1880, p. 348.) 

Die R. gewisser, aus einer Stammform abgeleiteter Formen sind 
durcb die Diskriminante der Form (Nr. 20) teilbar 112 ). Ebenso werden 
in einer ausgedebnten Reibe von Fallen die Invarianten und Kovarianten 
binarer Formen durcb gewisse Potenzen der R. oder der Diskrimi- 
nante der Stammform teilbar 113 ). 

107) ,,Die Entwickelung der Sylvester’schen Determinante nach Normal- 
formen“. Leipz., Teubner (1898). 

108) Math. Ann. 3 (1871), p. 389. 

109) J. f. Math. 58 (1861), p. 273. 

110) Gi. di mat. 25 (1887), p. 257; Nap. Rend. (2) 2 (1888), p. 67. 

111) Math. Ann. 38 (1891), p. 369 und ibid. 43 (1893), p. 286. 

112) P. Gordan, Math. Ann. 4 (1871), p. 169. 

118) G. Kohn, Wien. Ber. 100 (1891), p. 865 u. 1013; ib. 102 (1893), p. SOI. 
— E. Waelsch, ibid. 100 (1891), p. 574. 
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20. Diskriminante. Nimmt man g(g) — f (z) und setzt R(f, f) 
— a 0 D(f ), so heisst I) die Diskriminante (D.) yon f. 1M ) Es wird 

D = V-YOO • • • fW = (~ 1 )^ m(m “ 1) a 0 2m ~ 2 ll(«, - «„)*. 

D — 0 ist cbarakteristiscb dafur, dass fund f einen gm. T. baben, 
dass also f = 0 mebrfacbe Wurzeln besitzt (Nr. 14). Aus der Deter- 
minantenform yon E folgt bier 

&>e &%+ 1 ***$2m-— 2-f-x 

(m X)ciz (m X l)$;-fi • * * ( — M -f- 2 — A)<^ 2 W _ 2_|_2 



/ % = 0, — 1 ; *•* — m -j- 1\ 

U = 0, — 1; — w / 


(a x ist 0 ; wenn % negatiy oder grosser als n genommen wird). 

Man kann die D, in Gestalt einer Determinate (m — l) ter Ordnung 


Macbt man bei z — — durcb Multiplikation mit y m 


darstellen. 
r. /(f) ganz und bomogen, so ist 


die 


D 


m 




dy' 


df\ 

dx) 


Fiibrt man die Koeffizienten der Entwiekelung yon f(js)if(z) 
ein (ygl. die C Q in Nr. 17), welcbe bier (ygl. die erste Formel in 
Nr. 14) Summen der Wurzelpotenzen werden c 0 = s 07 c x = s ly . . so 
folgt die Cayley'sohz Darstellungsform, J. de Matb. 11 (1846), p. 298 
= Coll. Pap. 1, p. 306 

D = (- « 0 3m-S • I I (*, X = 0, 1, • • • m - 1) . 


21. Eigenschaften der Diskriminante. Die D. ist in den Koeff. 
von f(z) bomogen vom Grade (2 m — 2) und isobariscb vom Grade 
m(m — 1). — Ist % eine Doppelw. yon f = 0, so gilt die Gl. 

i * t • f 2 * . . . = RR . . 

dieser Satz lasst sich auf Wurzeln von hoberer Multiplizitat, ent- 
sprecbend modifiziert, ausdebnen 115 ). — Es ist ferner 

Witt = (- 1 ■ R\fi, q, 

wenn m 17 m 2 die Ordnungen von f x und von f 2 bedeuten. — Fur die 
D. gelten partielle Differentialgl., wie z. B. 


114) Sylvester, Phil. Mag. (4) 2 (1851) II, p. 406; Cambr. a. Dubl. M. J. 6 
(1847), p. 52. — Gauss gebraucht dafdr die Bezeichnung: „Determinante“, Disq. 
arithm. Sect. V, § 154 = Werke 1, p. 122. 

115) Ygl. Jacobi , J. f. Math. 15 (1836), p. 106; Richelot, J. f. Math. 21 
(1840), p. 228. — C. Brioschi } Teor. dei Determinant!, Pavia 1854. 
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dD , , -.s dD , , „ 2Z> _ n- 

ma o + ( m - + " ' + ““- 1 - U ’ 

auch hier hat Noether (1. c. Nr. 18) nachgewiesen, dass alle moglichen 
Differentialgl. aus einer einzigen abgeleitet werden konnen. — Serret 11 ^ 
benutzt solche Differentialgl. zur Berechnung der Zahlenfaktoren der D. 

Hilbert 11,1 ) lost die Aufgabe ; zwei binare Formen f ly f 2 des Grades 
n so zu bestimmen, dass D(xf t + Af 2 ) e i ne gegebene F-ornx des 
Grades (2n — 2) yon % und X wird. 

Fur die Gleichungen niederer Grade ist es gelungen, D durch 
„fundamentale“ Invarianten (niedrigeren Grades) auszudriieken (I B 2). 
G. Boole 118 ) hat D yon az 1 -j- 4 bz % -f* 6 cz 2 -|- 4tdz - j- e — 0 auf die Form 
D = 16 (J 3 — 27 J 2 ) gebracht, wobei far I und J die Inyarianten 

ae — APd + 3c 2 , ace + 2bcd — ad 2 — eb 2 — c 3 

zu setzen sind. Fur Gl. 5 teQ , 6 ten , 7 tea Grades ist ahnliches durch 
G. Salmon 119 ) ; _F. Brioschi 120 ), G. Maisano 121 ) ; Gordan 122 ) geleistet. Ein 
systematisches Verfahren hierfur hat Gordan angegeben 123 ). 

6r. Bauer kniipft im Anschluss an A. Cayley die Berechnung der 
D. binarer Formen an die Gestalt D = a 2 Y -j- a 0 U an 124 ). 

22. Diskriminant enflaclie . Deutet man bei a 0 — 1 die unbestimmt 
gedachten Koeff. a lf a 2 , ... a n von f(z) als Koordinaten eines Punktes 
P im Raume yon n Dimensionen, dann liefert JD(a 1? . . . a n ) = 0 die 
JDiskriminantenfldche. Andern sich bei der Bewegung des Punktes P 
die Realitatsyerhaltnisse der Gl.-W. ; so ist dies nur moglich, wenn P, 
auch den Multiplizitats-Charakter andernd (Nr. 14), D — 0 passiert 125 ). 
D = 0 teilt den Raum in Gebiete yon invariantem Realitats-Charakter. 
Hierauf hat Kroneclcer im Anschluss an seine Charakteristiken- 
theorie aufmerksam gemacht (vgl. I B 1 b, Nr. 25). Er untersucht 


116) Serret, Alg. sup£r. 1, Nr. 202. 

117) Math. Ann. 31 (1887), p. 482. 

118) Cambr. M. J. 2 (1841), p. 70. Siehe ferner Cayley, Cambr. M. J. 4 
(1845), p. 193 = Coll. Pap. 1, p. 94: weiter Lond. Trans. 148 (1858), p. 429, § 129 
= Coll. Pap. 2, p. 527; vgl. auch Clebsch, J. f. Math. 64 (1865), p. 95. 

119) Cambr. a. Dubl. M. J. 9 (1854), p. 32. 

120) Ann. di Mat. (2) 1 (1867), p. 159. 

121) Math. Ann. 30 (1885), p. 442. 

122) Math. Ann. 31 (1888), p. 566. 

123) Gordan- Kerschensteiner, Vorlesungen 2, p. 108. 

124) G. Bauer , Munch. Ber. (1886), p. 189; Cayley, J. f. Math. 47 (1854), 
p. 109 = Coll. Pap. 2, p. 164. Ygl. noch Anm. 103. 

125) Brill , Math. Ann. 12 (1877), p. 87 ; Kerschensteiner, Diss. Erl. 1888. 
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nacb dieser Metbode die Gl. vierten Grades 126 ). Hilbert zeigt, dass die 
Bestimmung der man.nigfaltigen Ausartungen einer f durcb die D. 
und ibre Polaren allein scbon moglicb sei 127 ). Seine Arbeit stebt mit 
friiberen yon Cayley 128 ) und Sylvester 129 ) im Zusammenbange, wo 
„Evektanten“ (ygl. Nr. 14 Scbluss) und deren Struktur zu gleicbem 
Zwecke verwendet werden. 

23. Funktionen mit reellen Nullstellen. Realitatsyerhaltnisse. 

Die Frage nacb den Gebieten ; in welcbe die D(a X} ...) = 0 den Raum 
teilt, fiibrt zu der Frage nacb dem Gebiete, Welches die Funktionen 
mit nur reellen Nullstellen bestimmt. Yon den bieriiber bekannten 
Tbeoremen fubren wir an: Das Legendre' scbe Polynom, d. b. die 
w te Ableitung yon ( — l)) w bat lauter getrennte, reelle, zwiscben 0 
und 1 liegende Nullstellen; die „Sakulargleicbung“ (ygl. I A 2, Nr. 26, 
Anm*. 100) bat reelle Wurzeln; das Gleicbe gilt fur die Biehler' scben 
Gleicbungen 17=0, V — 0, wobei £7+ iV —Hiz — — ibf) ist. 

Es giebt nacb dieser Ricbtung bin eine Ftille yon Spezialunter- 
sucbungen 130 ), auf die wir nur bindeuten konnen. 

Die Tbeorien iiber die Realitatsyerbaltnisse der W. einer Gl. 
fallen in die Bebandlung der Gl. (ygl. IB 3a). — Hier seien nocb 
die Arbeiten yon Fr. Meyer erwabnt 131 ), welcbe folgendes Problem 
erledigen: Welcben Anderungen sind die Anzablen der reellen Singu- 
laritaten yon Kuryen unterworfen, wenn bei Yariation der Kuryen ein 
Zusammenfallen zweier Singularitaten durcb das Yerscbwinden gewisser 
Faktoren der D. oder der R. stattfindet, welcbe den Singularitats- 
gleicbungen angeboren. Wenn man femer jedesmal nocb die D* der 
quadratischen Gl., deren W. naberungsweise die beiden koincidierenden 
W. sind, auf ibr Vorzeicben untersucbt, kann man daraus wesentlicbe 
Schliisse auf gewisse bei jener Yariation inyariante Zablen zieben. 
Die Metbode geht offenbar uber die besprocbene Aufgabe binaus. 

24. Hinweise auf angrenzen.de G-ebiete. Die Tbeorie der binaren 
Formen ist lediglicb wegen der Yerscbiedenbeit der yerwendeten Hiilfs- 

126) Berl. Ber. 1878, Febr. p. 119; siebe aucb C. Faerber, Dissert. Berl. 
1889; JR. j E. Hoppe, Arcb. f. Matb. u. Pbys. 14 (1896), p. 398; Brill, Matb. Arm. 
20 (1882), p. 330. 

127) Matb. Ann. 30 (1887), p. 437. 

128) Bond. Trans. 147 (1857), p. 727 = Coll. Pap. 2, p. 465. 

129) Pbil. Mag. (4) 3 (1852), p. 375 u. 460. 

130) Ausfubrlicbe Angaben linden sicb in Netto, Algebra I, Abscbnitt 2. 

131) A. Brill, Matb. Ann. 16 (1880), p. 345 u. 348; W. Fr. Meyer, ibid. 38 
(1891), p. 369; 43 (1893), p. 286; Gott. ISTacbr. 1888, p. 74; 1890, p. 366 u. 493; 
1891, p. 14 u. 88; Monatsb. f. Matb. Phys. 4 (1893), p. 229 u. 331. 
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mittel der Forschung an anderer Stelle untergebracbt (I B 2). — 
Die Fragen nach der Umwandlung rationaler F. durcb lineare Sub- 
stitutionen geboren gleicbfalls zum Grebiete der Invariantentbeorie I B 2 . 
— Die Ketten yon F. ; welche in Nr. 12 als f, f 1P f% 7 . . . f r aufgefiihrt 
sind> werden als Sturm 7 scbe Reiben in IB 3 a besprocben werden. — 
Erwabnt seien die Untersucbungen yon P. L. Tschebyscheff fiber gz. 
rat. F., die sicb innerbalb eines bestimmten Interyalles gegebenen F. 
moglicbst genau anscbmiegen, also z. B. die gz. F. ? welcbe dem Wert des 

Bruches — — in einem Intervalle moglichst nahe bleibt; diese Aufgabe 

ist fur die Integration gewisser F. yon Wicbtigkeit [II A 2]. Damit im 
Zusammenhange steben seine Arbeiten fiber gz. F. g(z), deren grosste 
absolute Werte in gegebenen Intervallen moglicbst klein werden 132 ) 
[I D 2 7 3 ; IE]; wenn namlicb 9 ( 0 ) die gegebene F. und 1 (z) das 
annabernde Polynom ist 7 dann wird dieses durcb die Bedingung be- 
st imm t ; dass q >(/) — F(z) fiir alle Wurzeln von g(£) verscbwindet. 

132) St. Petersb. Denkscbr. 61 (1889); 64 (1891), p. 1; St. Petersb. Abb. 72 
(1893), p. 1; St. Petersb. Mem. 22 (1873); Moscou Soc. Pbilom. 4 (1870). Acta 
matb. 18 (1894), p. 113; E. Vallier C. B, 116 (1893). p. 712. 


Verzeicbnis der Abkiirzungen. 

D = Diskriminante 
F =j Funktion 
gbr = gebrocben 
G-l = Grleiebung 
gm = gemeinsam 
gr = grosster 
gz = ganz 
irred = irreduktibel 
Koeff = Koeffizient 
R = Resultante 
rat = rational 

Rat.-Br = Rationalitilts-Bereich 
red — reduktibel 
T = Teiler 
W = Wnrzel 
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1. Definitionen. Ein Ausdruck 

(1) f{z x , . . . A.) = ^ C a^y.J a AH ■ ■ ' 4» 

in welchen die m Veranderlichen, Variablen z 1} z 2 , ... z m und die 

Konstanten c a p r ... eintreten, und in dem die Summe (a + /3 -| (- 6) 

alle Werte 0,1,2, ...n durchlauft, wahrend die a, (3, .. . ganze nicht 
negative Zahlen sind, heisst eine ganze Funktion n t6T Dimension (gz. F.) 
der m Variablen Zi. Sie bat 1 ) im allgemeinen Falle 

= + m ) = N(m,n) 

Terme (Potenzprodukte). Die Anzabl derjenigen Terme unter ihnen, 
die dureb keins der Monome Zi\ z^% . • . Zm n teilbar sind, betragt in 
der Bezeicbnung der Differenzenrechnung 4a*...a m N(n, m) . 

Man kann vermittelst der Auflosung linearer Gleichungen fiir die c 
dureb N(n, m) vorgesebriebene Werte von (1) fiir eben so viele 
Wertsysteme (z x , z 2 , . . . z m ) — (£i ? , £ 2 ^ • • * ??kn allgemeinen^ die 
F. (1) bestimmen, d. b. dann und nur dann, wenn das System (£ 1? ,...) 
eine gewisse Determinante niebt zu Null macht 2 ). Das naturgemass 
bierher gehorige Interpolationsproblem kann erst in Angriff genommen 
werden, wenn weitere Vorbereitungen erfolgt sind (vgl. Nr. 24). 

Kommen in (1) nur Terme vor ; bei denen (a + ft ■+“ 7 -f ) den- 

selben Wert n besitzt, dann heisst f eine homogene gz. F. der n tm 
Dimension (Euler, Introductio 1, cap. 5). 

2. Wurzeln. Identisch.es Verschwinden. Einen Wertkomplex 
(Si? S 2 ? • • • Sm)? welcher (1) zu Null maclit , nennen wir eine Wurzel 
(W.) (Auflosung, solutio) von f= 0 oder eine Nullstelle von f- 
Si? S 2 ? * • • Sm heissen nach gebraueblieher geometriseber Bezeichnung 
die Koordinaten. Die in Nr. 1 besprochenen Eigenschaften zeigen, dass 


1) Derartige Abzahlungen zum Zwecke der Elimination hat E. Bezout an- 
gestellt, Theorie gen&rale des Equations, Paris 1779.' Weitere Ausfiihrungen 
stammen von J.-A. Serret : Algebre superieure 1 (troisieme edit. Paris 1866), 
p. 142 ff. und von E. Netto , Algebra 2, 1 (Leipzig 1898). 

2) Aus der Nichtberticksichtigung dieses Umstandes folgt das Euler* sche 
Paradoxon. L. Euler, Berl. M4m. 1748, p. 219 schliesst z. B., dass durch 9 
Punkte einer Ebene stets eine und nur eine Kurve dritter Ordnung gelegt werden 
konne; dies stehe dann im Widerspruch zu dem Umstande, dass zwei Kurven 
dritter Ordnung sich in 9 Punkten schneiden (Nr. 0). Ygl. auch G. Cramer , 
Analyse etc. § 48, p. 78; C. G. J. Jacobi, J. f. Math. 15 (1836), p. 285 Werke 3, 
p. 329. Das Paradoxon lost sich sofort, wenn man das Verschwinden jener Deter- 
minante aus Potenzprodukten der Koordinaten beachtet. 
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zwiscben je N(n, m) W. yon (1) Relationen besteben, so dass also (anders 
als fur m — 1) die Gesamtbeit der W. einer Gl. f{z . . .) = 0 
niclit willkurlich gewablt werden kann (ygl. Nr. 24). 

1st jedes beliebige Wertsjstem (£ 1; ...&») eine W. yon (1), dann 
sind alle c gleicb Null, d. b. es ist f= 0. — Wenn ein Produkt 
mebrerer gz. F. fur jedes Wertsystem (£ 17 . . . g TO ) verscbwindet, dann 
ist mindestens einer der Faktoren identiseb gleicb Null. 

3. Potenzentwickelung gewisser rationaler Funktionen. Uber 
die Entwickelung gewisser rationaler F. mebrerer Yar. nacb steigen- 
den nnd fallenden Potenzen derselben stellt C. G. J ’ Jacobi 3 ) Unter- 
sucbungen an, deren Wesen aus dem folgenden, fur zwei Yar. ge- 
gebenen Resultate klar wird. Der erste (zweite) Brucb des Produktes 

y) ax ly __ £ ^ 

wird nacb fallenden Potenzen yon x (yon y) entwickelt; dann liefert 
R(x, y ) dreierlei Arten yon Gliedern: a) solcbe, in denen x und y; 
/3) solcbe, in denen nur X] endlicb y) solcbe, in denen nur y in nega- 
tiyen Potenzen auftreten. Man kann R — L a -j- Lp + L Y derart be- 
stimmen, dass die Entwickelung der einzelnen L a , Lp, L y alle und 
nur die einzelnen Glieder a) bezw. /?) und y) liefert. — Ferner werden 
Tbeoreme abgeleitet, wie das folgende: Die Koeffizienten yon x~~'^y~ v 
und yon bezw. t m t ± n in 

1 1 und in (fil j — b — a 1 ty- 1 

(ax-\-by) m + 1 (\y-\-a 1 x) n + 1 (a& x — a x b)f*+ v ~ 1 

stimmen uberein. — Weitergefiibrt sind diese Untersucliungen nicbt. 

4. Meh.rfache Wurzeln. — Unendlich. grosse Wurzeln. Man kann 
durcb eine lineare, umkebrbare Transformation eine gegebene F. f so 
zubereiten, dass dadurcb jede der neuen Yar. zu einem Grade aufsteigt, 
die der Dimension der F. gleicb wird. Dadurcb werden Besonderbeiten 
der Gl.-Form vermieden, z. B. die, dass Wurzeln yon f— 0 vorkommen ; 
bei denen nur einzelne Koordinaten unendlicb gross werden. Vgl. Nr. 11. 

Ist namlicli, nacb fallenden Potenzen yon 8 t geordnet, 

f= 9>oOs> • • • *«) e i + • • • V)V -1 H 1- • • • *»>)> 

und bedeutet (f 2 , . . . £ m ) eine W. yon <p 0 — 0 7 so nennt man auf 
Grund einer Grenzbetracbtung oder der Einfubrung von y x = 1 : 
aucb (oo, , . . . g m ) eine W. yon f — 0. Durcb die erwabnte Substitu- 
tion kann man es erreichen, dass keine W. existiert, welcbe gleicb- 
zeitig endliclie und unendlicbe Koordinaten bat. 

3) J. f. Math. 5 (1830), p. 344 — Werke 3, p. 67. 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. 
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1st f homogen, und &, ■ • • U) eme W. von f= 0 , so ist fiir 

jedes q auch (t lQ> • • • 6.(0 eine W ' TOn / ~5 ) ‘ 

Ist f nicht homogen, und ordnet man es nach homogenen Kom- 

plexen von Gliedern fallender Dimensionen: 

f = g n (z t , *, • • • *0 + 9—fa> 

ist femer (fc, &, . . • « eine W ' der homo g enen ®; ^7= °’ daim ist 

for 9 = oc auch (fc ft • • • 6.*) eme J ^ J on / = .°5 oder ««*, 

* ...... f 2 i e bt das Verhaltnis der Koordmaten emer unendlicli 

grossen W. von f= 0. Ist g n eine ^definite Form" d. h. hat es 
ausser (0,0,...) keine reellen Nullstellen, dann liegt f= 0 g an2 

im Endlichen. , . 

Der Teilbarkeit von f(e) durch (s — 0, wenn § erne W. von 
f/ 0 \ _ o i s t, stellt sich hier als Analogon zur Seite, dass wenn 
(L • • • 6.) eine W. von (1) ist, dann Gleichungen der Form 
f(g u ■ ■ ■ g m ) = (% — Si) & + (^2 — & H ”1" O 2 ™ &n) Xm 

bestehen 4 ). Hat jedes — 0, . . • %m = 0 wieder dieselbe W. (£ 1; . . . &.), 
dann kann ahnlich weiter auf verschiedene Weise 


f= "J? {S a — So) $ a > I* 

o-esetzt werden. In diesem Falle heisst (Su • • • S >«) eine Doppelmrzel. 
In gleicher Weise kann man Wurzeln hfihercr Multiplizitaten definieren. 
Fu” eine p-fache W. verschwinden mit /' zugleich alle Ableitungen 
bis inclusive der ( ? - 1)*“. VgL Nr. 11 und Nr. 17. 


5 . Rednktibilitat und Irreduktibilitat. /' heisst rcduUibel (red.) 
oder irredultibd (irred.), je nachdem es als ein Produkt ahnlicher 
Faktoren wie f dargestellt werden kann oder nielit. Anders als bei 
einer einzigen Var. gilt hier der Sate, dass auch bei beliebig erwei- 
tertem Bationalitatsbereiche allgemeine F. nicht in (lineare) Faktoren 
zerlegbar sind 5 ). Ob eine gegebene F. red. ist oder nicht, kann prak- 

4) L. Eronecker, Berl. Ber. 1805, p. 087 liat. diose Form semen Unter- 
suckungen iiber Interpolation zu Grumle gelegt. 

5) Uber die Zerlegbarkeit bei m ■— 2 vgl. S. 11. Aronhold, .(. Math. 55 (1858), 
p. 97; F.Brioschi, Ann. di mat. (2) 7 (1875/70), p. J«i»; A. Than-, Math. Ann. 
14 (1879), p- 545- Die Frage nach den Bedingungen des Zeri'allens, some nach 
den Faktoren der zerfiillbaren Formen win I mit Hulfe der Theorie dor symme- 
trischen Funktionen mehrerer Grossenreihen von ir. •Junker bohandelt, Math. 
Ann. 45 (1894), p. 1, der an Untersudiungen von A. Jirill, Gott.. Nadir. Dez. 
1893, p. 757 ankniipi't. Das gleiche Problem liehamlelt, I'. (Iordan, Math. Ann. 
45 (1894), p. 410, unter Verwendung gewisser Diirerentialpro/.e.-Ke, besonders inr 
temare Formen. Vgl. weiter Brill, Matli. Ann. 50 (ls'JS), p. 157; femer J. Ha- 
damard, Bull. soc. math. 27 (1899), p. 34. 
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tisch entweder so untersucht werden, dass man substituiert: z 1 — t, 
*= — if, . . . nnd dabei q so bocb nimmt, dass alle Potenz- 

produkte in f als Potenzen yon t verschiedene Exponenten erhalten; 
dann die neue F. der einen Yar. t auf ibre Reduktibilitat untersucht, 
und von den etwa gefundenen Faktoren in t auf solcbe in den z zuriick 
zu geben sucht 6 ); oder man kann das Kronecker' sebe Yerfabren bei einer 
Yar., welcbes sicb auf die Lagrange 1 scbe Interpolationsformel stiitzt 7 ), 
direkt auf den Fall mebrerer Yar. erweitern. 

Die Ableitung des grossten gemeinsamen Teilers (gr. gm. T.) ist 
aucb fur m> 1 mit Hiilfe des EuklicC scben Algoritbmus moglicb (vgl. 
IB la Nr. 12). Bei den bier notigen Divisionen wird eine der Yar. 
etwa z x bevorzugt; dadurch treten gebrocbene F. der anderen z 2 , z 3} . . . 
auf, deren sonst storender Einfluss durcb eine vorlaufige Transforma- 
tion (Nr. 4) beseitigt werden kann (vgl. aucb Nr. 10 das Lahatie’s cbe 
Theorem). Tiber die bei dem Algoritbmus der fortgesetzten Division 
auftretenden Hiilfsfunktionen gelten ahnliche Satze wie bei einer Yar. 
(IB la Nr. 12). Dasselbe gilt fur die Darstellung des gr. gm. T. als 
einer homogenen linearen F. der gegebenen F. 

Durcb Erweiterung kommt man zu dem Satze, dass wenn T 
der gr. gm. T. von f 1} f 2 , f s , . . . ist, dann Polynome P x , P 2 , . . . ge- 
funden werden konnen, welcbe eine Gl. 

fi^i + A ^2 + + ■ * « = T . 

befriedigen, in der & nicht mehr alle Yar. 0 enthalt. 

Jetzt ist die Ableitung der Hauptsatze uber irred. F. moglicb; sie 
gestaltet sicb in diesem Gebiete viel umstandlicher als bei einer Yar. 
und sie wird im allgemeinen auf den Scbluss von n auf (n -j- 1) auf- 
gebaut 8 ). 

Es zeigt sicb, dass die Zerlegung in irred. Faktoren eindeutig 
ist. — Eine irred. F. g teilt entweder die beliebige F. f oder ist zu 
ibr teilerfremd. — Ist (f x • f 2 ) durcb eine irred. F. g teilbar, so ist 
mindestens einer der Faktoren f 19 f 2 durcb g teilbar. — Ist f in zwei 
Faktoren zerlegbar, die in z 1 ganz und in z 2 , z 3 , . . . rational aber 
gebrocben sind, dann giebt es auch eine Zerlegung von f 7 in welcber 
beide Faktoren gz. F. aller z sind ; Cnmss’scher Satz (vgl. I B 1 a 
Nr. 13). — Yerschwindet f(z 19 . . .) fur alle W. von g{z 17 . . .) = 0, dann 
ist f durcb jeden einzelnen irred. Faktor von g teilbar 9 ), und also 

6) L. Kronecker, Grundlagen einer arithm. Theorie u. s. w. § 4. 

7) Netto, Algebra 2, 1. Ygl. IB la Nr. 8 und Nr. 10. 

8) J. Molk, Acta math. 6 (1885), p. 1 ; H. Weber , Algebra 1 ; Netto , Algebra 2, 1. 

9) J . J. Sylvester's „logic of characteristics 11 , Cambr. Dubl. Math. J. 6 (1851), 
p. 186; bewiesen von 0. Holder > BOklen math. nat. Mitt. 1 (1884), p. 60; von 

17* 
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wird eine Potenz von f durch g selbst teilbar werden. Dieser 
Satz hat eine wesentliche Erweiterung durch D. Hilbert erfahren 10 ); 
wir heben hier den fur geometrische Anwendungen wichtigsten Pall 
•seines allgemeinen Theorems heraus : Wenn f fur alle W ertsysteme 
0 19 j . . . z n verschwindet, welch e g± = 0, g 2 = 0, . . . g m = 0 machen, 
dann giebt es einen Exponenten r derart, dass die Potenz f r linear 
und homogen durch g v g 2) • • -flfo darstellbar wird. 

Ein anderer wichtiger, auf die Irreduktibilitat beziiglicher Satz 
stammt gleichfalls von Hilbert 11 ): Wenn p 7 q , . . .) e ine 

irred. gz. ganzzahlige F. der Yeranderlichen z x , z 2 , ... und der 
Parameter p, <p . . . bezeichnet, so ist es stets auf unendlich viele 
Weisen moglich, fur die Parameter p, q , . . . gz. rationale Zahlen ein- 
zusetzen, so dass dadurch die Funktion in eine irred. F. der Ver- 
anderlichen b u ubergeht. Dieses Theorem ist z. B. fiir die 

Galois 1 sehe Theorie der Grleichungen von grundlegender Bedeutung. 

Hier muss ferner ein Satz von E. Bcrtini , Lomb. Bend. (2) 15, 
•p. 24 (1882, Jan.) angefiihrt werden, mit dem sich auch J. Lurotk , 
Math. Ann. 42 (1893), p. 457; 44 (1894), p. 539 beschaftigt: Zerfallt 
« 2 ,'. . .) in Bezug auf die a bei unbestimmten Parametem % } 
so lasst sich von f ein Faktor abspalten, der nur die z enthalt, 
oder f kann mit Hulfe einer Gl., deren Koeffizienten linear in den % 
sind, in ein Produkt von gz. F. zerlegt werden, die einem und dem- 
selben Buschel angehoren. 

6. Elimination. Bdzout’schh Method©. Sind allgeinein m Grl. 
f ± = 0, . . . f m — 0 von den Dimensionen n t , n . 2 , . . . n m mit m Unbe- 
kannten z 1} ... z m vorgelegt, so heisst (£ u . . . £,„ ) eine Wurzcl dieses 
GleicJmngssystems , wenn die Substitution {s u . . . s m ) = (£ 1? ... £ m ) 
alle GH. fi = 0 befriedigt. Es fragt sich, ob jedes System W. besitzt, 
wie viele, und wie sie bestimmt werden konnen. 

Der Bezoul sche Satz besagt, dass im allgemeinen Italic W. exi- 
stieren, und dass die Zahl dieser W. gleieh dem Pnxlukte (w, • n 2 • • • 


Weber , Netto. — fiber die Rcduktibilitiit. vgl. den Aufsatz von W. 

Fr. Meyer , Math. Ann. 30 (1887), p. 30, in welchom es sieli uni die Liisung fol- 
genden Problems handelt: Sind /J,(X), . . . f i{ (X) linear miabhiingige, gauze F. von 1, 
so sollen die G-rossen m 0 , ... u d als gz. F. von n Variabeln p n so 

bestimmt werden, dass n 0 f 0 + u x j\ -f • • • -|- u d f d reduldibel in l wird. Siehe 
auch W. Fr. Meyer , Miinch. Ber. 1885, p. 415. 

10) Ygl. M. Noether , Math. Ann. G (1872), p. 351; E. Jivrtini , ib. 34 (1889), 
p. 450; E. Netto , Acta math. 7 (1885), p. 101 ; 1). Hilbert , Math. Ann. 43 (1802), p. 320. 

11) J. f. Math. 110 (1892), p. 104. Der Beweis stutzt sich aul’ Reikenent- 
wickelungen der Wurzeln; vgl. Nr. 10. 
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der Dimensionen n 13 n 2 , . . . der gegebenen 61. sei. Fur den Fall m — 2 
wurde das Theorem zuerst yon C. Mac Laurin ausgesprocben 12 ); 
G. Cramer 1 *) und Euler u ) versuebten, Beweise fur diesen Fall zu 
geben. Der erste, wenigstens seinem Prinzipe nacb ausreicliende Be- 
weis fur den allgemeinen Satz wurde von Bezout geliefert 15 ); dieser 
erkannte zuerst und spracb es aus ; „dass nicht eine allmalige, sondern 
nur eine gleicbzeitige Elimination von (m — 1) der m Yariablen zum 
ricbtigen 6rade der EndgleicJmng oder der Eliminante fubren . konne“ 
Bei allmablicber Elimination treten namlieb stets fremde Losungen 
auf 16 ). Bezout zeigt durcli eine Konstantenabzablung (ygl. Nr. 1) 
die Moglicbkeit, m gz. F. g> 19 (p 2P . . . <p m der Yar. so zu bestimmen ; 
dass die Summe 

fi9i + f%<P* + h fm<Pm = Rfa) 

von z 2} z 3 , . . . 0 m frei wird. Die W. von Ufa) = 0 geben dann die 
^-Koordinaten der W. des Gleicbungssy stems. Die Bestimmung der 
q)x bangt von linearen Gl. ab ; deren Anzabl diejenige der TJnbekannten 
iibertrifft. Aus einem besonderen ; einfacben Falle wird dann die Auf- 
losbarkeit des Systems der linearen Gl. erscblossen 17 ). J. Liouville 18 ) 
bemerkte zuerst, dass nocb zur YervoUstandigung der Metbode zu 
beweisen bleibt, dass zu jeder einfacben W. £ x von B(z 1 ) = 0 aucb 
eine einzige W. (f 3 • • • &») des Systems gebore, und fiillte diese 

Liicke aus. Bezout wendete (1. c.) seine Metbode gleicbfalls auf un- 
vollstandige Gl. und auf Gl. von besonderer Form an. Es ist dabei 
der Satz unerlasslicb, dass jede gz. F. der W. so reduziert werden 
kann, dass bocbstens bis zum Grade (n x — 1) ; femer bocbstens 
bis zum Grade (n 2 — 1), . . . aufsteigt 19 ). 

Das obige B(z^) wird passend als Eliminante bezeicbnet; natur- 
licb kann sicb die Bildung der Eliminante auf jede der Yar. bezieben. 

12) Geometria organica (Bond. 1720), Sect. V. Lemn. 3. Cor. 1. 

13) Introduction a l’analyse etc. (Geneve 1750.) Append. V. 

14) Berl. Hist. 1748, p. 234—248. 

15) Cours de math, a l’usage des Gardes du Pavilion, an. 1764/69, p. 209. — 
Theorie generate des equat. algebr. (Paris 1779.) 

16) Vgl. Netto, Algebra 2, 1, p. 98. 

17) Ygl. G. Schmidt , Zeitschr. f. Math. 31 (1886), p. 214, wo nachgewiesen 
wird, dass dieser Schluss nicht ohne weiteres richtig ist, und wo eine Erganzung 
desselben geliefert wird. 

18) J. de Math. 6 (1841), p. 359. Auch die Liouville ' schen Schliisse bediirfen 
einer Prazisierung, die C. Schmidt ebenfalls (1. c.) giebt. 

19) Serret-Wertheim , Algebra 1, § 69. Dieses Theorem lasst sich nicht, wie 
z. B. H. Laurent es unterninimt (Traite d'Algebre, Paris 1894), durch allmalige 
Elimination erledigen, und tritt in dieser Beziehung dem Bezout ' schen Satze 
zur Seite. 
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7. Poisson’sche Methode. — Eliminante. S. D. Poisson 2 °) ver- 
offentlichte 1804 eine andere Methode, die er selbst in der Einleitung 
seiner Abhandlung fur eine Erweiterung der von Cramer (1. c .) bei 
m = 2 benutzten erklart. Er stutzt sich bei der Durchfuhrung der 
Elimination auf die Theorie der von Ch. A. Vandermonde 21 ) unter- 
suchten symmetrischen P. mehrerer Reihen von Grossen (vgl. Kr. 25) 
und verwendet gleichzeitig den von Cramer (1. c.) eingefuhrten Begrijf 
des Gewichtes (I B 2) einer F. — Poisson denkt sich die (m — l) 
ersten GL f x = 0 nach z 2 ,n s , . . aufgelost. Ihre W. (fc K , & x> . . . ^ 
werden samtlich in f m eingetragen, und da sie algebraische F. von z l 
sind, so wird das iiber alle W. erstreckte symmetrische Produkt 

Tlfmi^u • • • tmx) 

rational durch die Koeffizienten yon f 1} . . . f m und durch darstellbar. 
Es ist dies die Eliminante. Schwierigkeiten treten bei der Ableitung 
dadurcb auf, dass die ganzen symmetrischen F. der (& x , . . . £ mx ) ge _ 
brochene Ausdriicke der Koeffizienten yon f ly . . . f m -t werden, bei 
denen Potenzen einer nur yon den Konstanten abhangigen gz. P. 
in den Nenner treten konnen. 

8. Cayley’sche und Sylvester’sche Method©. A. Cayley 22 ) hat die 
zweite JSwfeFsche Methode der Elimination bei einer GL einer Var. 
auf Systeme von Gl. mit mehreren Unbekannten auszudehnen versucht 
(ygl. IB la Nr. 16). Er multipliziert in Erweiterung jener Methode 
samtliche gegebenen F. fx der Reihe nach mit alien Potenzprodukten 
aller Unbekannten von 0 ter , l tor , . . . Dimensionen, bis er GL in 
solcher Anzahl erhalt, dass sie die Anzahl der Potenzprodukte in 
denselben iibertrifft, was nach den Abzahlungen in Nr. 1 stets mog- 
lich ist. Betrachtet man die einzelnen Potenzprodukte als unab- 
hangige Yar., so entsteht ein System linearcr Gleichungen; eliminiert 
man alle Potenzprodukte aus einer passenden Zalil dieser GL, dann 
erhalt man ein Vielfaches der Eliminante. Es kommt aher darauf an, 
sie selbst frei von fremden Faktoren darzustellen. Dies wird von 
Cayley auf folgende Frage der Theorie homogener, linearer GL 
hinausgespielt: „Zwischen n Unbekannten bestehen n x homogene 
lineare GL; zwischen deren Polynomen bestehen homogene lineare 
Relationen; zwischen deren Polynomen wiederurn n :i Relationen u. s. f. 

20) J. Ec. Polyt. 4, Call. 11 (an X), p. 100. 

21) Par. Mem. 1772, II prt., p. 516 — Abhandlun<jp;n, deutsch von C. 
sohn , Berl. 1888, p. 85. 

22) Cambr. Dubl. Math. J. 2 (1847), p. 52; ibid. :i (1H4K), p. 116 = Coll. 
Pap. 1, p. 259, 370. 
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bis n r . Dabei ist n < n x ; n > n x — n 2 - n < % — -f- ’ * * 

n = % — w 2 4* — • • • + n r * sollen die cbarakteristiscben Be- 

dingungen dafiir aufgesucbt werden, dass das System durch n von 0 
verscbiedene Werte der Unbekannten befriedigt werden kann.“ Gr. Sal- 
mon giebt 23 ) eine ungeniigende Herleitung fur das Cayley' sohe Resultat; 
dies ist wabrscbeinlicb richtig, aber nock unbewiesen. Das Kriterinm 
bestebt in dem Verschwinden eines Qnotienten aus zwei Determi- 
nantenprodukten. In dieser Gestalt tritt dann ancb die reine Elimi- 
nante des Gl.-Systems bei Cayley auf. 

J. Sylvester u ) hat in anderer Art ; aber gleichfalls nicht bindend, 
die Eliminations- Aufgabe fiir m — 8 ; n ± — n 2 = n 3 und m = 4; % = • * * 
= n± = 2 gelost. Er ordnet die Terme in verschiedener Weise an, 
bildet lineare, homogene Gl. aus ihnen und zieht die Determinanten 
der Aggregate zu Hiilfe. Es fehlt hierbei jedoch der notwendige Nach- 
weis dafiir, dass die erhaltenen Relationen von einander unabhangig 
seien 25 ). 

9. Kronecker’scbe Methode. — Stufenzahl. Kronecker 26 ) hah das 
Eliminations-Problem so aufgefasst, dass er uber die Zahl der Gl. und 
die der Unbekannten keine Yoraussetzungen macht, sondern die allge- 
meine Frage formuliert: Welche Einschrankungen iiben die vorgelegten 
G1. auf die sonst unbeschrankte Mannigfaltigkeit (# 1} z 2 , . . . z m ) aus? 
Dazu tritt die zweite Frage: Wie viele Gl. sind hochstens notwendig, 
um jede durch Gl. definierte Mannigfaltigkeit rein d. h. ohne fremde 
Punkte (£ 1? £ 2 , . . . £ m ) darzustellen. 

Die Kronecker 1 sche Methode geht so vor: Es wird f ± = K t F u 
f 2 = JR t F 2 , • • • f m = R 1 F m gesetzt, wobei R t der gr. gm. T. der f sein 
mag; von vielfachen Faktoren soil stets abgesehen werden. Dann liefera 
die F — 0 nebst 1^ = 0 das Gleiche wie die f\ — 0, abgesehen von 
der Multiplizitat der W. Mit Hiilfe unbestimmter Parameter werden die 
beiden Gl. u 1 F 1 -J- n 2 F 2 • * * -f- u m F m = 0 und v 1 F 1 %F% -f- • * • 
-)- v m F m — 0 gebildet, und aus beiden wird z. B. z m eliminiert. Man 


23) Lessons introd. to the modern higher Algebra (4. ed.). Dublin 1885, § 93. 

24) Cambr. Dublin Math. J. 7 (1852), p. 68. 

25) „Uber e. Eliminations-Problem nach Sylvester ’ seher Methode behandelt* 1 
siehe Sylvester , Cambr. Math. J. 2 (1841), p. 232. Th Muir , Edinb. Proc. 20 
(1895), p. 300. Cayley , ibid. 306 = Pap. 13, p. 545. Es handelt sich dabei um 
die Elimination aus den Gl. ay 2 — 2c t xy bcc^ = 0, bz 2 — 2 a* yz + cy* = 0, 
cx 2 — 2 zx + az 2 = 0; und die Eliminante tritt als Diskriminante von 
a¥+br}* + c£*+2a 1 ri£+n i tt + 2qgi? = 0 auf. 

26) Grundziige einer arithm. Theorie u. s. f. J. f. Math. 92 (1882), p. 1. VgL 
auch die ausfuhrlichen Erlauterungen von J. MolJc (1. c.). 
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ordnet die Eliminante nach Potenzprodukten der u und v und be- 
zeichnet die dabei auftretenden Koeffizienten mit g x , g 2 , — Dann geben 
die so erbaltenen Gl. gi= 0 dasselbe wie die Gl. Fz=0. Es wird nun 
wieder g t — 9% = 9$ = ^2 & 3 ; * ‘ * gesetzt; aucb bier 

wird von yielfacben Faktoren abgesehen. Dann sind die fx = 0 durcb 
R t • = 0 nebst G 1 = 0, £ 2 = 0, • • • ersetzt, u. s. £ Hierdurcb 

entstebt scbliesslicb die Gesamteliminante in der Form = 0 , 

wobei • • • *«_«+ 1 ) = 0 eine Mannigfaltigkeit der Dimen- 

sion liefert; diese einzelnen sind die Teileliminanten. Die Gesamt- 
eliminante zerfallt also bierbei nacb den Dimensionen aller verschie- 
denen durcb die fi = 0 gleicbzeitig dargestellten Gebilde. 

So kommt der Begriff der Stufe des Modulsystems 
zu stande 27 ). Es beisst ein System f 1 = 0, / 2 = 0, . . . efer 
Stufe , wenn samtliche Wurzeln feste Koordinaten haben ; d. h. eine 
Mannigfaltigkeit 0 ter Dimension bilden. Das System heisst ^ 
(m — l) ten Stufe , wenn die Wurzeln eine Mannigfaltigkeit erster Di- 
mension ausmacben; kommen ausser dieser Mannigfaltigkeit, mit ihr 
verbunden nocb einzelne W. mit festen Koordinaten vor, dann beisst 
das System gemischt, andernfalls ist es ein reines System. In gleicher 
Weise kann man weiter geben. Ygl. Nr. 11. 

Wie scbon angedeutet wurde, leidet die Kroncclzcf' sche Bebandlung 
an dem Mangel, dass die Multiplizitat der Losungen nicht geniigend 
berucksichtigt wird. 

Auf die zweite der oben aufgeworfenen Fragen erhalt man die 
Antwort, dass yermittelst (m + 1) Gl. jedes durcb eine beliebige 
Anzabl yon Gl. definierte Gebilde von m Var. rein dargcstellt werden 
konne; es tritt natiirlich (m + 1) nur als Maximalzabl auf. Ein Bei- 
spiel bierzu giebt fur m= 3 K Th. Valilen , J. f. Math. 103 (1891), p. 346. 

10. Mmding’sche Regel. — Labatie’s Theorem. Nach diesen 
allgemeinen Erorterungen Tiber Elimination wollen wir zwei fur zwei 
Gl. f t = 0, f 2 = 0 mit zwei Var. wichtige Untersuchungen hervor- 
heben. Zunachst gehen wir auf die Minding sd\a Regel ein 28 ). Diese 
Regel stellt den Grad der Eliminante bei gogebencn Gl. test; sie stiitzt 
sicb auf die Entwickelung aller einzelnen W. s x einer der Gl. etwa 
fi (?i ? % 2 ) — namlich £ 11? f 12 , - . . nach fallcndcn Poicnzen von z 2 . 
Eine solcbe Entwickelung geschiebt am einfacbsten nach dem Schema, 


27) Kronecker, Grundzuge § 20 u. § 21; J. f. Math. 90 (1886), p. 336. 
J. Molk, Acta math. 6 (1885), Chap. III. 

28) J. f. Math. 22 (1841), p. 178; ibid. 31 (1846), p. 1; L. J . Magnus , ibid. 
26 (1843), p. 365; E. F. A. Minding, ibid. 27 (1844) p. 379. 


10, Minding’sche Regel. Labatie’s Theorem. 
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welches durch das Newton’ sche Polygon gegeben wird 29 ). Meist reicht 
fur den angegebenen Zweck die Kenntnis der Ordnnng des Anfangs- 
gliedes jeder Entwickelung aus. Hat man die ersten Glieder der 
Entwickelungen berechnet, dann liefert nacb Substitution derselben in 
das Poisson' sche Produkt f 2 (£ n , ^2) /s (&12? **)•-- eine Abzahlung den 
Grad der Eliminante nacb # 2 . Man kann die Eliminante selbst be- 
rechnen, wenn man die Entwickelungen soweit benutzt, als in das 
Produkt positive Potenzen von eintreten. Die Bestimmung ist 
hier bequemer als bei den tibrigen Methoden, welcbe samtlich kom- 
pliziertere Rechnungen erfordem. 

Eine andere Regel, welcbe Minding giebt (J. f. Matb. 31), zeicbnet 
sicb dadurcb vor dei ersten aus, dass sie eine Formel liefert, welcbe 
die Koeffizienten von f ± und f 2 symmetrisch enthalt. 

Das Labatie'sche Theorem 30 ) ist wicbtig fur die Elimination, weil es 
die Metbode des gr. gm. T. benutzt, dabei aber die fremden Faktoren, 
welcbe bei den fortgesetzten Divisionen auftreten, wieder zu entfemen 
weiss (vgl. Nr. 5). Es tritt zugleicb die Zerlegung der Eliminante in 
Faktoren ein. Die Metbode gilt aucb nocb, wenn die beiden Gl. viel- 
facbe W. besitzen. Sie berubt auf folgendem: Sind f 0 (z 1} # 2 ), f x {pu £ 2 ) 
■die gegebenen F., so fubrt das Schema des gr. gm. T. nacb z x auf 
eine Reibe von Gl. der Form: 


Mi — fl+ltfr+l — fl+ 2<PZ+2 (1 = 0 , 1 , 2, . . .) , 


in denen die f und die q gz. in z lf # 2 ; die cp und die Tp gz. in z 2 und 
gebrochen in sind. Bezeicbnet man den gr. gm. T. von 

*lb lb • 'll) lb 'll) 

7p 11 tp 3 mit von -j- 1 , <p 4 mit d 2 ] von -~-g- s , <p 5 mit ... 


dann gilt der Satz, dass jede W. von f 0 = 0, f x — 0 aucb eines der 

Systeme fi = 0, = 0 befriedigt, und dass umgekebrt die W. 

d x+i 

aller dieser Systeme aucb samtlicbe W. von f 0 = 0, f x = 0 geben. 


29) Opuscula ed. Castillon 1, p. 12 u. 39; Method of fluxions, ed. J . Colson , 
London 1736, § 29. Vgl. Br. Taylor , Method, incrementorum, Lond. 1715. — 
J. P. de Gua ersetzte das Parallelogramm durch ein Dreieck „le triangle alg6- 
brique“, Usage de V Analyse, Paris 1740, p. 24 ff.; G. Cramer , Introduct. a 1’ Ana- 
lyse, Geneve 1750, benutzt dasselbe als „triangle analytique“ (Chap. VII) und 
bezieht sich dabei (§ 92) auf Newton und Stirling , Lineae 3* ordinis, Oxon. 1717. 
— Vgl. die Darstellung von C. Jordan in seinem „Cours d’analyse 44 1, Paris 1882, 
p. 89; 2. Aufl. 1893, p. 90; von B. Baltzer, „Analyt. Geometric 44 , Leipzig 1882, § 39, 
von F. Lindemann-A. Clebsch , Geometries Leipzig 1876, p. 331 und von E. Netto, 
Algebra 2, § 369. 

30) M6thode d’ elimination par le plus grand commun diviseur. Paris 1835. 



266 I B 1 b. .Rationale Funktionen mebrerer Veranderlichen. 

11. Vielfache und unendliche Wurzeln eines Grleichtmgssystems. 
In die Behandlung des Eliminations-Problems ffihrte gelegentlich S. D. 
Poisson 81 ) und spater bei seinen Untersuchungen systematisch J. Liou - 
ville 32 ) eine wesentliche Yereinfachung ein durch die Substitution 
einer Grosse x vermittelst der Gl. 

x — -f- ^ 2^2 

in welcher die % unbestimmte Parameter bedeuten. Substituiert man 
namlich x an Stelle einer der Var. ; z. B. an Stelle von z 1 in die vor- 
gelegten Gl v und eliminiert aus ihnen , . . . # m , so bleibt eine Eliminante 
P in x zuriick. R(x) = 0 hangt in den Koeffizienten von ab; 

setzt man % a = 1 und die fibrigen % gleieb Null, so entsteht die 
Eliminante fur e a . 1st R(x) = 0 gelost, wobei sich zeigt, dass B(x) 
in lineare Faktoren nacb oc 1} zerfallt, dann liefert dieselbe 

Substitution aus den W. x 19 x 2 , . . . die W.-Koordinaten der Die Dar- 
stellung der &«,.•• 6n« aus x a ist aucb in der Form ^ a = H a (x a ) 
moglich. Damit ist auch das dritte Problem aus Nr. 6 erledigt. 

Die Einfuhrung des x ist ausserdem dadurch von Wichtigkeit, 
dass B{x) in relativ einfacher Weise die symmetriscben Funktionen der 
Grossen £ la , . . . £ ma , (a = 1, 2, ... ft) giebt, sobald man die 

Koeffizienten von B(x) als Formen der % l7 . . . x m auffasst. 

Ferner bietet sicb bei der Einfubrung von B(x) die Definition 
der Multiplizitat einer W. des Systems von selbst dar. Hat B(x) = 0 
eine g-fache W. x = %, so ist das zugehorige (g l? f 2 , . .. £ m ) eine q-fache 
Wurzel der Gl. f x — 0, f 2 = 0, . . . f m = 0; vgl. Nr. 17. — 1st 
(f x , . . . £ m ) eine ^-fache W. von f t = 0 ? eine g 2 -fache W. von 
/ 2 = 0, u. s. f., dann ist es eine mindestens • # 2 • • * g m )-fache W. 
des gesamten Gl.-Systems 33 ). Dieser Satz ist fiir die Theorie der 
Scbnittpunkte bei geometrischen Gebilden von Wichtigkeit. 

Uber die verschiedenen Arten der ^Multiplizitat" und ihre Unter- 
scbeidungen ist auf I B la, Nr. 14 zu verweisen; die erwahnten Unter- 
sucbungen J. J. Sylvester' s 34 ) beziehen sich auch auf mehrere Yar., 
zumal die Satze fiber Evektanten ( Salmon , Higher Algebra § 134, u. I B 2). 

Die Anzabl der W. kann fur besondere Systeme von Gl. nur 
dann unter die nach dem JBezouf schen Theorem vorhandene Anzahl 

31) J. Ec. Polyt. Cah. 11 (an X), p. 199. 

32) J. de Math. 12 (1847), p. 68. 

33) Vgl. P. Gordan- G. Kerschensteiner 1, § 142, p. 148, wo die Forderung 
nacb einer rein algebraiscben Begrundung dieses allgemeinen Satzes ausgesprochen 
ist. Dieser wird geniigt bei Netto, Algebra 2, § 400 durch Einfubrung einer 
Erweiterung des Begriffes „Grewicht eines Terms 44 . 

34) Phil. Mag. (4) 3 (1852), p. 375 u. p. 460. 
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(% • n 2 • • • sinken, wenn der erste Koeffizient von R(x) oder 
mekrere der ersten versckwinden. In diesem Falle konnen und miissen 
wir wieder den Begriff von unendlick grossen W. einf ukr en. Die 
Existenz solcker unendlick grossen W. fordert, dass die komogenen 
Gl., welcke entsteken, wenn man bei alien f— 0 nur die Glieder 
kockster Dimension beibekalt, von (0, . . . 0) versckiedene W. kaben, 
vgl. Nr. 4L Erst L. Ruler Zb ) nimmt bei der Abzaklung von W. so- 
wokl auf die vielfacken als auck auf die unendlicken W. gebiikrende 
Riicksickt. Frukere Matkematiker wurden durck das Auftreten solcker 
Wurzeln vom Aussprecken des Be'zouf scken Satzes zuruckgekalten. 

Es ist ferner moglick, dass die fx — 0 iiberkaupt keine W. kaben; 
dies tritt ein, wenn sick R(x) auf eine Konstante reduziert, und ist 
demnack so aufzufassen, als ob alle (% • n 2 • * • n m ) W. des allgemeinen 
Systems in diesem besonderen Falle unendlick gross geworden waren. 
Beispiele kierzu lassen sick leickt konstruieren, wie f x 0 2 ) — 0, 
*») + const. = 0 zeigt. 

Endlick ist die Moglichkeit vorkanden, dass die Gl. fx — 0 unend- 
lick viele W. miteinander gemein kaben. Ckarakteristisck ist dafur der 
Umstand, dass die Eliminante JR(x) identisck versckwindet. Es 4 ist 
zu beackten, dass aus dem identiscken Yersckwinden von B(x) nickt 
der sckeinbar plausible Schluss gezogen werden kann, dass alle 
Koordinaten ss 17 z 2 , . . . # m unendlick viele Werte annekmen konnen. 
Die einscklagigen Yerkaltnisse Mart die Kromcker ' scke Eliminations- 
Metkode (Nr. 9) durck die Einfukrung der Stufenzahl, durck welcke 
bei den Losungen eines Systems, geometrisck gesprochen, die gemein- 
samen Punkte, Kurven, Flacken u. s. w. getrennt werden. Entsckeidend 
ist dabei folgendes: Das Gl.-System fx = 0 von m Unbekannten ist 
von der m ten Stufe, wenn R(x) nickt identisck versckwindet. — Das 
System wird von der (m — l) ten Stufe, wenn zwar R(oc)^0 ist, aber 
bei unbestimmten z m und bei der Elimination von # 2 , z 3 , . . . Zm—\ 
aus (m — 1) passend gewahlten Gl. des Systems wenigstens ein 
R^x, %rf) nickt identisck Null wird. Hierbei kann man dann die Un- 
bekannte z m beliebig wahlen, x durch Losung von R 1 = 0 bestimmen 
und dadurch die ubrigen Koordinaten festlegen, so dass die W. eine 
Mannigfaltigkeit erster Dimension bilden; kommen ausser diesen keine 
anderen vor, so keisst das System der fx ein r eines System der 
(m — l) teu Stufe; kommen nock andere mit festen Koordinaten vor, 
dann keisst es ein gemischtes System dieser Stufe. In derselben 
Weise kann man fortgeken, wenn auck alle jR x = 0 sind. Man lasst 


35) Berl. Hist. 1748, p. 234. 
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dann namlich und z m unbestimmt und eliminiert # 2 , ... 

aus je ( m — 2) der Gl. /i = 6 • u. s. f. Bei diesem Verfahren ist 
eine vorlaufige Transformation (vgl. Nr. 4) notig ; durch welche ver- 
mieden wird ; dass etwa zu festen £2 > • • • 5m — i unendlich yiele 
Werte gehoren 36 ). 

B. Perrin untersucht mit Hiilfe seiner Eliminantendarstellung 
(vgl. Nr. 1 4c, Anm. 60) die Kriterien der verschiedenen Arten gemein- 
samer ; vielfacher Losungen zweier Gleichungen mit einer ? sowie dreier 
Gleichungen mit zwei TTnbekannten 37 ); er bestimmt also z. B. ; wann 
die Polynome f x (z) und f 2 (z) die Gestalten f 1 =a 2 /3 2 g) 1; f 2 =a?p(p 2 
a n n eb men., wobei a, j3 lineare Faktoren sind ; und cp ly <p 2 keinen ge- 
meinsamen Teiler besitzen. In gleicher Weise wird eine ganze Reihe 
yon Kriterien abgeleitet, und gleichzeitig wird die allgemeine Metbode 
der Behandlung des Problems fur m Var. gegeben. 

W. Pnd beschaftigt sich 38 ) bei der Erweiterung eines Jacobi scben 
Satzes (vgl. Nr. 22) mit dem Falle, dass die fi(z 17 z 2) z, ti ) (i— 1 ; 2 ; 3) 
ausser fur eine endlicbe Anzabl einzelner Werte nocli fur ein einfacb 
unendlicbes Wertsystem verschwinden; geometrisch also mit dem 
Falle, dass drei Flachen ausser einer endlichen Anzabl diskreter Punkte 
nocb eine Kurve gemeinsam haben. 

12. Auflosung linearer Grleichungen. — Spezielle Eliminations- 
probleme. Das einfachste Eliminations-Problem liefert die Aufgabe, 
m lineare Gl. fur m Unbekannte aufzulosen; dies war der Ausgangs- 
punkt fiir die Einfiihrung und das Studium der Determinanten |'I A 2]. 
j Leibniz 39 ) war der erste, welcher sich mit dieser Frage bescbaftigte; 
ibm folgten Cramer* 0 ), Vandermonde dl ) und Laplace*-). C. G. J. Jacobi 
bespricht den allgemeinen Fall 43 ), ohne auf alle inoglichen Besonder- 
heiten einzugehen; er erklart dies (1. c. Ernie von § 7) fur ein 
„paullo prolixum negotium“ Weiter sind Canchy' u ) und K Grass - 
mann 45 ) zu erwahnen. Man iiberwindet alle Scbwierigkeiten durcb 

36) „Grrundziige u u. s. w. § 10. Ferner: J. f. Math. 90 (1886), p. 336. — Vgl. 
auch Molk 1. c. 

37) Par. C. R. 106 (1888), p. 1780; ibid. 107 (1888), p. 22 u. p. 210. 

38) Math. Ann. 35 (1800), p. 82; Auszug aus e. Tiibinger Dissertation (1887). 

39) Brief an G. F. de VHopibal (1603); Acta Krndit. 17o<>, p. 200. 

40) Introduction etc., Append. 1750. 

41) Paris Mem. 1772, II part., p. 516. 

42) Ibid. p. 204. 

43) J. f. Math. 22 (1841), p. 285. 

44) „ Analyse algebrique“, Paris 1821, Chap. 3, § 2 . — J. !<>. Polyt, Cah. 17 
(1812), p. 69. — Resumes analytiqueis, Paris 1833, § 4, p. 10. 

45) „Lineale Ausdehn.-Lehre u , Leipz. [1844 j 1878 , p. 71 u. 72. 
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die Einfubrung des Begriffes yom Range 46 ) eines Systems aus p • q 
Grossen. Baltzer 47 ) giebt Kronecker ' s erste Resultate in der voll- 
standigen Bebandlung des Problems; die spateren sind aus anderen 
Darstellungen 48 ) zu entnebmen. Yielfacb findet sieh bierbei die 
Zuriickfubrung des allgemeinen Problems auf bomogene GL Das er- 
scbeint nicbt zweckmassig, weil dadurcb die Erkenntnis der Bedin- 
gungen fur die Existenz endlicher Losungen gebindert wird. Desbalb 
baben aucb z. B. P. Gordan 49 ) und H. Weber 50 ) diese Falle getrennt 
bebandelt. Wir wollen eine IJbersicbt iiber die Losung derart geben, 
dass umgekebrt die Bebandlung bomogener Gl. als besonderer Fall des 
allgemeinen erledigt wird 51 ). 

Liegen die pq Grossen a ik (i = 1, 2, * * • jp; Jc== 1, 2, • • * q) vor, so 
beisst das System der a,* k vom Range r } wenn r die grosste Zabl ist ; fur 
welcbe nicbt alle aus r Zeilen und r Spalten der a ik gebildeten Deter- 
minanten verschwinden. In diesem Falle kann man die Grossen a- tk 
so angeordnet denken, dass die Determinante D—\a ik \ (i, h—1, 2, r) 
von Null verscbieden ist. Sind nun p bomogene lineare F. in den 
Unbekannten ... z q mit jenen Koeffizienten a ik gegeben: 

fa = d a 1#1 4 “ a a2#2 4 “ “ * 4 “ a aq0q (oi — 1 3 2 } • p) ? 

dann ist jedes f a durcb f 2 , ••• f r linear und bomogen darstellbar, 
wie die leicbt ersicbtlicbe Relation 

\fh d kl aw-a kr | = 0 (k = 1, 2, r; a) 
zeigt; denn der Koeffizient von f a ist D, also =J= 0. Sollen nun 


46j Diesen Begriff hat der Sacbe wie dem bezeichnenden Worte nach. 
G. Frobenius eingefuhrt. Er hat seine Bedeutung bereits J. f. Math. 82 (1877), 
p. 290, § 3 „■ iiber lineare Gleichungen u. altemierende bilineare Eormen“ ins 
rechte Licht geriickt. Die Bezeichnnng „Bang cc ist von ihm zum erstenMale ib. 86 
(1879), p. 1 benntzt: „Wenn in einer Determinante alle Unterdeterminanten 
(m + l) teu Grades verschwinden, die m ten Grades aber nicht samtlich Null sind, 
so nenne ich m den Rang der Determinante. “ — KronecTcer hat (Berl. Ber. 1884, 
p. 1071, 1179) diesen von Frobenius bereits mehrfach durchgearbeiteten Begriff 
ubernommen. Hiernacb ist die Bemerknng I A 2, Nr. 24 nebst Anm. 91 richtig 
zn stellen. — J. J. Sylvester nennt Amer. J. of Math, 6 (1884), p. 271, Lect. 1 
eine Determinante n tex Ordnung, bei der alle Subdeterminanten (n — i -f l) ter 
Ordnung verschwinden, aber nicht alle der (n — i) ten Ordnung, eine Determi- 
nante von der „Nullitat“ (nullity) i. 

47) Baltzer, Determin. 2. Aufi., Leipz. 1864, p. 60. 

48) J. fur Math. 99 (1886), p. 342. 

49) Gordan-Kerschensteiner 1. e., p. 101. 

50) Weber, Algebra 1 (2. AufL), p. 97 u. p. 104. 

51) Kronecker bebandelt die linearen Kongruenzen ahnlich, J. f. Math. 99 
(1886), p. 340. 
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die nicht homogenen Gl. f a + $<*o — 0 (cc=l erfiillbar sein, 
so muss aucli das System due (i = 1 ; 2 ; •• • _p; 1c = 0 ? 1^ 2 ; ••• 
Tom Range r werden. Dann ergiebt sich ans der Erfiillung der 
geforderten GH. fur # = 1, 2 ; y die Erfiillung aller vorgelegten 
p Gleichungen. 

Die Betracbtung der Determinante 

|« 9 l«l + »f,r+l«r+l4 1 + — <V| = 0 (p = 1, 2, ••• f) 

zeigt, dass • D) durch die willkiirlich bleibenden z r+1 , ... ^ ^ 
stimmt wird. Das gleicbe gilt fur (z 2 •!>),••• (« r • D). Also bat das 
System eine Mannigfaltigheit (g — r'f r Dimension von Losmgen. Man 
erkennt die enge Beziehung zwischen Rang und Stufenzahl. 

Das gleicbe gilt, wenn die a a0 — 0, also die Gl. bomogen sind, 
nur dass die auf den Rang beziiglicbe Losbarkeitsbedingung fortfallt. 
Wird dabei g=r, so miissen sammtliche z verschwinden. 1st q=r-\- l 
flann folgt die Proportionalitat der z it z 2) ■ ■ ■ z q zu den entsprechen- 
den ersten Subdeterminanten des Koeffizienten-Systems. — 

Von weiteren Spezialuntersuchungen, die sich auf Elimination 
bei Gleicbungen hoherer Grade beziehen, niogen die folgenden er- 
wahnt werden: Die Bebandlung von drei Gleicbungen zweiten Grades 
mit drei Unbekannten, welche 0. Hesse 52 ) (lurchgefiihrt und zum 
grossen Nutzen fur die Geometric auf das Studium der Kurven dritter 
Ordnung angewendet hat; ferner die von Scrret M ) oluie wesentlich 
neue Resultate gelieferte Diskussion der gleichen Aufgabe; endlich 
das yon A. Clebsch M ) wieder zu geometrisclion Zwecken geloste 
Problem der Elimination bei m homogenen Gleich., von denen (m — 2) 
linear, eine quadratiscb und die letzte von beliebigem Grade ist. An- 
dere weitere Untersuchungen bietet die Geometric reichlicb dar; vgl. 
fur darauf bezugliche Litteratur aucli Anmcrkung 57. 

13. Eigenschaften der Eliminante. Bei der Po/ssow’schen, wie 
bei der ffcmtfschen Methodo zeigt sich, dass fiir allgemeine Gl.- 
Systeme mit unbestimmten Ivoeflizienten der Grad der Eliminante 
gleich dem Produkte der Dimensionen der Gl. des Systems wird 
(Bezout' sohox Satz). Weiter bemerkt man, dass die. Eliminations-Gl. 
B(x) = 0 fiir x — x 1 z 1 -f- in den KoeHizienten dor Funkt. 

fx homogen von einem Grade wird, welcher deni Produkte der Di- 
mensionen der iibrigen /' gleichkommt. b’erner ist II „mbariscl“ 
von einem Gewicbte gleich dem Produkte der Dimensionen der m Funk- 


52) J. f. Math. 28 (1844), p. 08 =. Werkc p. 80. 

53) Algcbre superieuro 1, § 70 IF. 

54) J. f. Math. 58 (1861), p. 273. 
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tionen fx (IB 2). — Der Grad yon B kann nur durck das Verschwinden 
der ersten Koeffizienten in B yerringert werden. Sind nun q 0 , q ± , 
diese Koeffizienten der kocksten Potenzen yon x in B } so sagt = 0 
aus ; dass die m komogenen Gl. ; welcke entsteken, wenn man in jedem 
fx= 0 die Glieder kockster Dimension beibehalt, eine yon (0, ...0) 
yerschiedene W. kaben, oder mit anderen Worten, dass das System 
fx = 0 unendlick grosse W. besitzt. — Bei allgemeinen GL fx — 0 ist B 
irreduktibel 55 ), und bei iknen ist p 0 4=Q- Werden bei einer besonderen 
Gl. Qq = 0, = 0, • • • Q/u—i = 0, so ist jeder yon ... abkangige 

Faktor des Q fL in Qp+i, ^+ 2 , ... als Teiler entkalten 56 ). — Die Eli- 
minante yon 

/i=°; 0; /i+JM/i+fei/i— 0; ••• 

stimmt mit derjenigen yon f ± =0, = 0, f z — 0, • * • iiberein fur 

beliebige gz. F. q a p\ gleickwohl besitzt das erste System gegeniiber 
dem zweiten im allgemeinen nock unendliche Wurzeln. — Bei der 
Poisson! scke Metkode ergiebt sick stets das gleicke welcke der 
Gleickungen man auck an das Ende setzen und bei der Produkt- 
bildung benutzen mag. 

Ein Theorem yon Liouville ist yon Bedeutung fur die Geometrie 
geworden; ikm zufolge sind die ersten Koeffizienten der Eliminante 
nur yon gewissen ersten Koeffizienten der einzelnen F. abkangig; es 
bleibt bei Anderung der iibrigen Gl.-Koeffizienten eine yon jenen ab- 
kangige Reike von Eliminations-Eigensckaften ungeandert, deren geo- 
metrisclie Bedeutung yerwertet werden kann 57 ). 

14. Resultant© und ihre Eigenschaften. Sind (m -j- 1) Glei- 
ckungen f a — 0 (cc = 0, 1 ? * • • m) zwiscken den m Unbekannten 
0 17 ... z m gegeben; bestimmt man samtlicke W. (£ 1 *, £ 2 x, . . . Smx) 

der letzten m von diesen GL; setzt man diese W. in f 0 ein und nimmt 
das Produkt aller f 0 (£ix, ... £ m *); multipliziert man endlick dieses 
Produkt mit der einfacksten Konst ant en, welcke es zu einer gz. F. 
der Koeffizienten mackt ? so erkalt man eine ganze F. der Gleickungs- 
koeffizienten, deren Yersckwinden ckarakteristisch fur das Besteken 


55) Laurent , Traite d’Algebre 4 (Complements), Paris 1894, und Netto, Al- 
gebra 2, 1, p. 79. 

56) Netto 1. 0., 2, p. 86. 

57) Liouville , J. de Math. (1), 6 (1841), p. 359. Weitere Arbeiten hieriiber 
lieferten.* E. Laguerre , Par. C. R. 60 (1865),, p. 71 ; Bull. soc. math. 8 (1879), 
p. 52; G. Humbert , J. de math. (4), 3 (1887), p. 327; 5 (1889), p. 81 u. 129; 
6 (1890), p. 233; G. Fouret, Nouy. Aim. (3), 9 (1890), p. 258; J. Hadamard , 
Acta math, 20 (1896), p. 201. 
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gemeinsamer W. der (m -f~ 1) GL f a = ® Diese Funkt. heisst 
„die Besultante (Res.) der (m + 1) Gleichungen Uo 8 ). Macht man 
die Gl. f a =0 durch Einfukrung einer (m + l) teu Yar. u homogen, 
dann ist die Eliminante derselben nach u gleick jener Res., ab- 
gesehen Ton einer Potenz von u als Faktor. Fasst man in den 
f a = 0 die Koeffizienten als gz. F. einer neuen Yar. £ 0 auf, dann ist 
die Res., wie sie fur die m Yar. definiert wurde, die Eliminante nack 
der TJnterschied von Res. und Eliminante liegt in der Auffassung der 
Koeffizienten als Konstante oder als gz. F. einer weiteren Yar. Daker 
finden viele Eigensckaften der Eliminante (aus Nr. 13) hier ikre 
Analoga. 

Mertens 59 ) giebt in Parallele zu der JBezouf schen Formel eine 
Ableitung der Result., welche von der Verwendung des Eliminations- 
prozesses absiekt, indern er, falls die f a — 0 keine gem. W. kaben, 
die Existenz eines bestimmten linearen, liomogenen Aggregates der 
Polynome f 0 , f X) . . . von gewissen Gradeigenschaften nachweist, welckes 
die Yar. nickt mekr entkalt. 

Hinsichtlick dieser Form JR — cpx weist It. Perrin* 0 ) nack, 
dass die Multiplikatoren cpx als gz. F. der gegebenen F. f a gewaklt 
werden konnen. Er benutzt den TJmstand, dass, wenn g 0 , g 1} . . . die 
Werte sind, die f 0 , f 17 ... fur ein willkiirlickes Yar.-System annehmen, 
dann die Gl. f a — = 0 gemeinsame W. und also eine verschwin- 

dende Res. kaben; da diese in den Koeffizienten der ( fa — g a ) ganz 
ist, so folgt daraus der Satz. 

Bei der obigen Poisson ’ scken Produktform der Res. nimmt f Q 
eine Ausnakmestellung ein; es giebt demgemass, je nach der Wahl 
der ersten Gl. (m + 1) verschiedene Formen der Res., deren Uberein- 
stimmung nickt so einfach zu erkennen ist, wie bei m = 1. Mit 
diesen verschiedenen Formen beschiLftigt sick 0. Hermann* 1 ) und 
eingehender J. Hadamard* 2 ). 

Eine ausfiihrlicke Theorie der Res. findet man in einer umfang- 
reicken Abhandlung von L. Schldfli fi3 ), der zu IViiiier bekannten Eigen- 
sckaften neue hinzufiigt. Er zeigt z. B., dass w(*mi /j, /[>, ... nume- 


58) Es erscheint nicht unpassend, im Anschluss an unglische Autoren die 
sonst unterschiedlos gebrauehten Bezeiehnungen „Elimimintu“ und „Eesultante a 
begrifflich so zu trennen, wie bier gesehehen ist. 

59) Wien. Ber. 93 (1886), p. 527. 

60) Par. C. E. 106 (1888), p. 1789. 

61) Monatsh. 1 Math. u. Phys. 5 (1894), p. 17. 

62) Acta math. 20 (1896), p. 201. 

63) Wien. Denkschr. 1852, Abt. 2, p. 1. 
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riscke Koeffizienten kaben, JR in lineare Faktoren zerfallt, die in den 
Koeffizienten yon f 0 ganz sind; er fasst die z als rationale F. anderer 
Yar. y l9 y 2 , ... y m auf; er untersuckt die Struktur der Res.; er stellt 
gewisse partielle Differential-Gl. ker, denen die Res. genfigen, u. s. f. — 
Eine in dem oben ? Anm. 52 ? zitierten Anfsatze yon Hesse angedeutete 
allgemeine Eliminationsmetbode wird yon Schlafli [p. 9] als unzu- 
reickend nackgewiesen. 

K. Th. Vahlen* 4 ) setzt die Koeffizienten der f a gleick gz. F. einer 
zweiten Yariablenreike und untersuckt die Dimension der Res. in 
diesen; es ist das erlangte Resultat fur die Tkeorie der algebrai- 
scken Korrespondenzen wicktig. 

Die Berecknung yon Resultanten nack den angegebenen Metkoden 
ist sekr umstandlick. Einige Erleichterung gewakrt die Benutzung 
der eben erwaknten Differentialgleickungen fur die Herstellung der 
numeriscken Koeffizienten. — P. Gordan kat 65 ) die Resultanten 
temarer Formen allgemein inyariantiy ; d. k. durck tTbersckiebungen 
dargestellt (I B 2). 

Uber die Teilbarkeit yon Result, yerweisen wir auf die in I B 1 a 
Nr. 19 gegebenen Auseinandersetzungen. Ebendort findet man die 
Litteraturangab en. 

15. Reduzierte Resultante. Die in IB 1 a Nr. 14 gemackte Be- 
merkung fiber die Cayley' sche reduzierte JResultante u gekort auck 
kierker. — Ferner sind kier (und auck dort) nock andere yon A. Brill 
gemackte Untersuckungen 66 ) zu erwaknen. Haben m Gleickungen 
yon (m — 1) Yar. eine bestimmte Anzakl yon W. gemeinsam ; dann 
kann man nack den Bedingungen fragen, unter denen die Gl. nock 
eine weitere gemeinsame W. besitzen. Diese Bedingungen werden 
durck das Versckwinden der sogenannten „Brill’schen reduzierten 
Besultante u gegeben. Die Existenz eines solcken Gebildes wird be- 
grfindet; seine Konstitution wird untersuckt; dasselbe wird als gm. T. 
gewisser Glieder einer Entwickelung erkannt ? die durck einen ein- 
faclien Algoritkmus kergestellt werden kann; seine Wicktigkeit ffir 
Fragen der Geometrie wird nackgewiesen. 

16. Reduktibilitat und Teilbarkeit von Grleicbungssystemen. 
In der KronecTcer ' schen Eliminations-Tkeorie keisst ein F.~ oder ein 
Gl.-System irreduktibel oder reduktibel, wenn die Gesamteliminante 

64) J. f. Math. 113 (1894), p. 348. 

65) Math. Ann. 50 (1898), p. 113; J. de math. (3), 5 (1897), p. 195; Ziiricher 
Kongress (1898), p. 143. 

66) Math. Ann. 4 (1871), p. 510; Munch. Abhandl. 17 (1892), p. 89. 

Encyklop. d. mat'll. Wissenscli. I. 18 
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(Nr. 9) es ist. Es folgt die Zerlegung eines reduktiblen Systems in 
irreduktible; ebenso dieBegriffe des Teilers eines Gl.-Systems, derteiler- 
fremden Systeme und des gr. gm. T. zweier Systeme. Es ist zu be- 
merken, dass Analogiescbliisse gegeniiber den F. einer Var. nur mit 
Vorsicbt zu verwenden sind. J. Mollc 67 ) hat analytisch diese Ideen 
behandelt, die in der Raumgeometrie bereits gelaufig waren. 

17. D iakrirainan te eines Gleicbungssystems. Eine Erweiterung 
des Begriffes der DisJcriminante (Diskr.) einer Gl. f(z) — 0 mit einer 
Yar. lrann auf verschiedene Arten fur mehrere Yar. durchgefiihrt wer- 
den, je nachdem man fur eine solche Yerallgemeinerung diese oder 
jene Eigenschaft der Diskr. einer Gl. mit einer Unbekannten benutzt. 
Fur f(z) = 0 drxickt das Verschwinden der Diskr. die Bedingung aus, 
dass die Gl. vielfache W. besitze. Ist ein Gl.-System f a = 0 (a = l ; 
2, ... m) mit den Unbekannten z 1} ... z m gegeben, so kann man 
ebenso fragen, wann eine W. (&, ... &») als vielfache W. der Gl. gilt. 
Eine solche Bedingung ist Nr. 11 im Anschluss an die Eliminante 
B(x) angefiihrt: R(%) = 0 muss eine vielfache W. haben. Eine andere 

_ - . -r-t -t . • -i -r / • / /~m i i . \ 


J(* l9 2m) = 


W, 1>- 

■■fj _ 

. (fl ■■ 


2 (*1 , • 

• • 


■ Zm) i CXp 


{a, (i = 1 ; 2j ... m) 


fur (g u ... U) verscliwindet. Bildet man namlich das iiber alle W. 
des Systems erstreckte Produkt JjJ(£ 1 *, &x, • • • &«*), so wird dies 
eine rationale F. der Koeffizienten, welclie nur verschwindet, wenn 
das System f a — 0 mindestens eine mehrfaehe W. besitzt. In dem 
sogenannten allgemeinen Falle, in dem die Zabl der W. gleich dem 
Produkte der Grl.-Dimensionen ist ; kann jenes Produkt bis auf einen 
konstanten Paktor in das Quadrat einer Detenninante umgewandelt 
werden, deren Elemente Potenzprodukte der W. sind. Es tritt also 
eine Analogic mit den Grl. f(z) = 0 einer einzigen Unbekannten auf G9 ) ; 
wo die Ableitung der F. an der Stelle der bier auftretenden Punkt.- 
Det. erscheint; vgl. I B la Nr. 20. 


18. Diskriminante einer Grleichung. Dieser Erwoitorung stelit 
eine zweite zur Seite, welche an eine andere Diskr.- Eigenschaft bei 


67) Mollc (1. c.) Chap. 5, § 3, p. 155. Vgl. a.ueh Nvito, Algebra 2, 1 § 435. 

68) Eingeftihrt von Jacobi , J. f. Math. 22 (1841), p. 519 Werke 3, p. 193; 
vgl. Nr. 19 u. 20. Die Englander bezeichnen sit; nach Cayley, J. f. Math. 52 
(1856), p. 276 = Coll. Pap. 4, p. 30 ala „Jacobian u . Die zweit.e Hchreibweise im Text 
stammt von W. F. Donkin , Phil. Trans. 1854, 1, p. 72; die dritle von (Jordan- 
Kerschensteiner 1, p. 121; Hesse gebraucht gelegentlich eine noeh kilrzere, 
namlich: (f t , ... fj. 

69) H. Lament, Traitd d’analyse, 1'arin 18H5, 1, p. :w. r >. 
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Gl. mit einer Yar. ankniipft. Man legt am einfacksten eine komogene 
F. q)(0 1} z 2 , ... 2 m ) zu grunde, und bezeieknet die Res. der n ersten 

Ableitungen |j, ••• ~~~ als Diskriminante™) von cp (Diskr.). 

Yersckwindet die Diskr. ftir irgend einen Punkt des Gebildes cp — 0, so 
ist dies ein singuldrer Punkt ; ein solcker lasst, geometrisck gesprocken, 
mekr als eine Tangentialebene zu. Hierin liegt gleickfalls eine Ver- 
allgemeinerung der Diskr.-Eigensckaft der F. mit einer Yar. Hat <p 
die Dimension n, so ist die Diskr. in den Koeffizienten yon cp komogen 
von der Dimension m(n — l)* 1 ” 1 und kat das Qewickt n(n — l) m—1 . 71 ) 
Ferner besitzt sie Invarianteneigensckaft [IB 2]. 

Ist g) eine komogene, nickt lineare F. anderer F. g 19 g 2 , ... der Yar., 
und sind die F. derart, dass das System g a = 0 unendliek viele W. 
besitzt, dann versckwindet die Diskr. von cp identisck. — Hat cp nur 
einen einzigen singularen Punkt, so kann dieser durck Differentiation 
der Diskr. gefunden werden 72 ), vgl. IB la, Nr. 21. 


19. Unabkangigkeit von Funktionen. Sind q F. von m Yar. 
z gegeben f a (% , . . .), so keissen sie von einander unabkangig 7S ), 
wenn keine rationale Gl. F(f 1} . . . f q ) = 0 bestekt, deren Koeffizienten 
von den Yar. unabkangig sind, und die nickt fur beliebige Werte 
von /i, ... f q , also nickt identisck erfullt ist. Ist # > m, dann giebt 
es stets solche Gl. F — 0, d. k. q > m F. f a sind nie von einander 
unabkangig. Ist q^m, dann bestimme man alle Eliminanten fur je 
( q — 1) Yar. aus den q Gl. /*«(%, . . .) — cp a = 0, in denen die cp a 
Symbole fur die f a sind; wird eine dieser Eliminanten von den iibrigen 
Yar. unabkangig, dann und nur dann bilden die fa, ein abkangiges 
F.-System; diese Eliminante gekt fiir cp a — f a in eine Relation F = 0 
iiber 74 ). Jacobi kat (1. c.) folgendes Kriterium anderer Art fiir die 
Unabkangigkeit eines F.-Systems in dem Falle m = q aufgestellt: Die 
ckarakteristiscke Bedingung fiir die Abkangigkeit bestekt in dem iden- 


tisckenVersckwinden von J = 




Dieses Kriterium besckrankt 


■ . zj 

sick nickt auf den Fall, dass die fa gz. F. der Yar. sind. 


70) Yon Hesse (1. c.) und Schldfli (1. c.) als Determinante der F. cp bezeiclinet. 

71) Diese und die folgenden nebst weiteren Eigenscbaften bat Schldfli (1. c.) 
angegeben. 

72) OfFenbar sind beide in den Nrn. 17 und 18 gegebenen Erweiterungen 
nur die Grenzfalle einer allgemeinen. die sieb auf willkurlicbe Gl.-Systeme be- 
ziebt. Ibre Behandlung stebt nocb aus. 

73) Jacobi , J. f. Matb. 22 (1841), p. 319 = Werke 3, p. 393. 

74) Netto, Algebra 2, 1. 

18 * 
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20. Unabliangigkeit von Gleickungen. Jacobi definiert (1. c .) 
Gleichungen £= 0, .../*= 0 als unabhangig oder als abhangig 
yon einander, je nacbdem es moglich oder unmoglich ist, aus ihnen 
g der Unbekannten (m 2> q) durch die iibrigen auszudriicken. Statt 
dessen kann man sagen: f q = 0 beisst dann und nur dann abhangig 
von /;= 0, . . . f q -i= 0, wenn jede W. dieses letzten Systems aucb 
f q = 0 befriedigt (vgl. dazn Nr. 5). 

21, Funktionaldeterminante. Die F. J spielt in der Tbeorie der 
F. me br erer Var. eine abnlicb bedeutende Rolle, wie die Ableitung 
f(is) bei einer F. f(z) einer Yar. Jacobi bat sie eingefubrt und ana- 
lytiscb erforscbt 75 ). Bertrand™) giebt von ihr folgende Definition, 
deren Cbarakter als Erweiterung der Ableitung klar ist: er setzt 
statt eines Differential-Quotienten den Quotienten von zwei mit m Diffe- 
rentialen gebildeten Determinanten m t6r Ordnung J — | d K fx | : | d x z x \ } 
wobei die f Funktionen, ferner die z Variable und d l7 ... d m von 
einander unabliangige Inkremente bedeuten. — Jacobi leitet die Bildung 
von J bei explicit und implicit gegebenen F., sowie bei F. von F. ab; 
er untersucbt den Einfluss linearer Substitutionen; er zeigt ilire Be- 
deutung bei der Transformation mebrf acker Integrate [II A 2, Nr. 4:1]. — 
Die Funkt -Det. J von m bomogenen Gl. <p a — 0 mit m Unbe- 
kannten verscbwindet fur jede W. des Gl.-Sy stems. — - Sind die 
bomogenen F. cp a dabei von gleicben Dimensionen, dann verschwinden 
aucb die Ableitungen von J far jede W. 77 ). — Stets dann und nur 
dann, wenn J als homogene lineare F. der bomogenen cp a dargestellt 
werden kann, haben die Gl. eine von (0, (),... 0) verschiedene W. 
gemein 78 ). — Ist eine solche Darstellung bei beliebigen Gl. f a = 0 
fur die Funkt.-Det. derjenigen homogenen Gl. cp a = 0 moglich, welche 
durcb Nullsetzen der Terme hochster Dimension der f a entstehen, so 
baben die f a = 0 weniger als n t n 2 • • • n m endliehe W. — Sind (m 4- 1) 
homogene Gl. <p a = 0 gleicher Dimension mit m Unbekannten gegeben, 
bildet man aus je m unter ibnen die Funkt.-Det. J\ 7 < />, ... 
ferner aus je m der F. Ji die Funkt.-Det. J n J 2 , ... I m + h dann ist 
I a = Mcp a , wo M einen von a unabbilngigen Wert besitzt 79 ). 

Zu erwahnen ist die Bebandlung der Funkt.-Det. von Gordan- 

75) J. f. Math. 22 (1841), p. 319 = Werkc 3, p. 393. 

76) J. L. F. Bertrand , J. de math. 10 (1851), p. 213. (Dim Satz wild von 

„Genocchi-Peano“, dtsch. Ausg. (s. II A 2), Anm. zu Nr. 122, p. 329 angefbehten.] 

77) Hesse, J. f. Math. 28 (1844), p. 08 =, Werke, p. 87. 

78) Kroneclcer , Berl. Ber. 1859, Dez.-Heft, p. 087. 

79) Clebsch , J. I. Math. 69 (1808), p. 355; ibid. 70 (1809), p. 175 wircl auf 
Grund einer Mitteilung von Gar dan die Grosso M bestiiumt. 
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Eerschensteiner (1. c. p. 120ff.) ; bei der besonders gewisse Ahnlich- 
keiten mit Briichen hervorgehoben werden. So ist (vgl. die Bezeich- 
nung der vorigen Nummer) 

ft/i y% ' ' • Vm\ fas* • • . 0m\ = # 2 . . . z m \ ' 

\x ± x 2 . . . xj \y x y 2 . . .y m J \x x x 2 . . . xj ‘ 

Ebenda werden die Subdeterminanten der Funkt.-Det. wieder als 
Funkt.-Det. dargestellt; di& Funkt.-Det. wird als Produkt partieller 
Differentialquotienten gegeben u. s. w. 

Auch in der Theorie der Charakteristiken (vgl. Nr. 25) nimmt 
die Funkt.-Det. eine wicbtige Stellung ein, indem sie die Ausdehnung 
gewisser Satze Tiber Wurzeln einer Gl. auf Systeme von Gl. ermog- 
licht. (VgL IB3a ? Nr.7, sowie HIA4.) 

d F 

22. Hesse’sche Determinant©. Ist iedes f a — ~ — , wobei F eine 

homogene gz. F. der Var. z x , z 2 , . . . bedeutet, dann wird J zur symme- 

trischen Determinante der zweiten Ableitungen von F } na mli ch gleich 
d 2 F 

H= or o -- ; sie heisst die Hesse’sche Determinante 80 ). 0. Hesse 

hat sie eingefuhrt und ihre Bedeutung fur verschiedene Fragen der 
Geometrie erkannt. Fuhrt man in eine homogene Funkt. F statt der 
8 U . . . 0 m durch lineare homogene Substitutionen andere Variable 

y 17 y 2j • • • y m ein, und ist eine solche Wahl der y moglich, dass F 

von hochstens (m — 1) der neuen Variablen abhangig wird, dann ist 
H= 0. Hesse versuchte die Umkehrung dieses Satzes zu beweisen 81 ), 
M. Pasch begrundete ihre Giiltigkeit fur kubische Formen von drei 

und vier Var. 82 ), Got dan allgemein fur ternare, Noether fur qua- 

ternare Formen 83 ). Endlich wurde von Gordan und Noether ge- 
zeigt 84 ), dass im allgemeinen Falle die Umkehrung des Satzes nicht 
richtig sei [I B 2, Nr. 27]. 

Die Hesse’sche Grundform H steht in engen Beziehungen zur F, 
deren ausgezeichneten und singularen Punkten. Ist etwa (g 17 . . .) 

eine fc-fache Nullstelle fur F, so ist sie zugleieh eine (3Jk — 4)-fache 
fur H y und F= 0, H= 0 haben h „Tangenten“ in (g 1; . . .) gemein- 

sam. Bei 7c — 2 z. B. fallen (geometrisch gesprochen) in diesem 

80) Hesse, J. f. Math. 28 (1844), p. 68; die Englander bezeichnen sie nach 
Cayley (Phil. Transact. 146 [1856], p. 627 = Coll. Pap. 2, p. 627) als Hessian. 
Vgl. auch J. J. Sylvester, Cambr. Dubl. M. J. 6, 1851, p. 194. 

81) J. f. Math. 42 (1851), p. 117 n. ibid. 56 (1859), p. 263 = Werke p. 289, 481. 

82) ibid. 80 (1875), p. 169. 

83) Erlang. Ber. 1875, 13. Dez. 

84) Math. Ann. 10 (1876), p. 547. 
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Punkte die Tangenten von F =. 0 mit denen von H — 0 zusammen, 
so dass dieser Punkt als Losung von.F=0 ; H—0 sechsfach zahlt 85 ). 

23. Jacobi’s Erweiterung einer Euler’schen Formel. Die 
Analogie zwischen der Funbt.-Dei J und der Ableitung bewahrt sich 
aucb bei einem von Jacobi gefundenen Satze 86 ), welcher als eine 
Erweiterung der Euler’scheii Formeln (vgl. I B la Nr. 2) zu be- 
zeicbnen ist. Bedeutet g(0 17 . . . 0 m ) e i ne g z - F. der Yar. von einer 
Dimension ^ < (J£n« — m), dann gilt fur die uber alle W. (£ U; . . . ^ 
des Systems /«= 0 (a = 1, 2, . . . m) erstreckte Summe 

^7 _ q 

vorausgesetzt, dass Jc — % • • • • n m wird, d. h. dass die Grl. f a = o 

iiberhaupt nur endlicbe (und von einander verschiedene) W. besitzen 87 ). 

Dieses Theorem ist auf mancherlei Arten bewiesen worden. 
Jacobi und nach ihm E. Betti 88 ) leiten es (fur ein beliebiges m) aus 
der Theorie der symmetrischen Funktionen mehrerer Variablenreihen 
her; Kronecker (1. c.) schliesst es aus seiner Verallgemeinerung der 
Lagrange* schen Interpolationsformel; J. Liouville 89 ) folgert es aus der 
Bemerkung, dass die Eliminante sich nicht andert, wenn die Folge 
der F. bei dem Poissow’schen Verfahren geandert wird. — Liouville er- 
halt in seiner Arbeit eine scheinbar allgemeinere Formel; doch lasst 
sich diese aus der Jacobi* schen einfach dadurch herleiten, dass fiir 
eine der F. f a ein Produkt zweier F. eingesetzt wird <,K) ). 


85) Von der reicbhaltigen, hierher gehorigen Litteratur fiihren wir an: 
Hesse, J. f. Math. 28 (1844), p. 68 u. 97 == Werke p. 89, 128; ibid. 88 (1849), 
p. 257 = Werke p. 211; ibid. 40 (1850), p. 816 = Werke p. 257 (Brief an Jacobi 
nebst Antwort); ibid. 41 (1851), p. 272 — Werke p. 268; Clebsch , J. f. Math. 58 
(1861), p. 229; Cayley, J. f. Math. 34 (1847), p. 80 * Coll. Pap. 1, p. 837; Clebsch 
Lindemann, G-eometrie 1, p. 176,, 191, 206 u, s. w. 

86) J. f. Math. 14 (1835), p. 281 = Werke 3, p. 285, wo zunachst m — 2 
angenommen ist. Die Erweiterung auf beliebige m gicbt dann Jacobi , J. f. 
Math. 15 (1836), p. 285, § 6—10 — Werke 3, p. 329; ferner K. Betti , Ann. di mat. 1 
(1853), p. 1 und Clebsch , J. f. Math. 63 (1863), p. 18!). 

87) Kronecker , Berl. Ber. 1865, Dez., p. 687 = Werke 1 , p. 133 hat diese Ein- 
schrankung betont; iibrigens hat Jacobi selbst ihre Nothwendigkeit erkannt, wie 
sich sowohl aus der Arbeit J. f. Math. 15 (1836), p. 285 indirekt, als auch direkt 
aus einer Bemerkung in Jacobi' s Nachlass, abgedruckt: Werke 3, p. 610, ergiebt. 

88) Ann. di mat. 1, 1858 [I B 3 b, Nr. 24]. 

89) J. de math. 6 (1841), p. 345 und Par. C. R. 13 (1841), p. 467. 

90) A. Harnack, Math. Ann. 9 (1896), p. 371; vgl. Clebsch- Lindemann, Vorles. 
iib. Geom. 1, p. 826. 
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24. Wurzelrelationen ernes G-leicliungssystems. — Interpolation. 
An anderer Stelle zeigt Jacobi 91 ), dass die eben erhaltenen Summen- 
relationen, wenn in ihnen fur g der Reibe nacb alle Potenzprodukte 

. • - &r J) eingesetzt werden (a + ft -f- * * * + d < — m), 

nicbt samtlicb yon einander unabbangig sein konnen. Die bierbei 
auftretenden Relationen werden yon ihm fur on — 2, n ± — n 2 genauer 
untersucbt. Die sicb anscbliessenden allgemeinen Fragen bangen mit 
dem scbon yon Euler 92 ) und Cramer 99 ) bemerkten Umstande zu- 
sammen, dass die n± • • • • n m Scbnittpunkte yon /i = 0, • • * f m — 0 

nicbt willkiirlicb gewablt werden diirfen, da ibre Anzabl grosser ist, 
als die zur Bestimnmng eines f a yerfiigbaren Konstanten, d. b. als die 
Koeffizientenanzabl (ygl. Nr. 1 Anm. 2). Es knupffcen J. jPliicJcer 94 ) 
und Jacobi (1. c.) an dieses Problem an, welcbes dadurcb zum Aus- 
gangspunkte fur umfassende Arbeiten algebraiscb-geometriscber Natur 
wurde 95 ), auf die bier nur bingewiesen werden kann. 

Erst nacb der Feststellung dieser Beziebungen zwiscben den W 
eines Gri.-Systems ist es moglicb, der Frage nacb dem Interpolations- 
probleme naber zu treten. Stellt man die F. f a , (a = 1, 2, . . . m ), 
deren Nullstellen wir wieder durcb (&#, . . . £ w *) bezeicbnen, gemass 
Nr. 4 in der Form 

7)1 

fa — (#1) £(>*) %ccy.p 

dar, dann steben die Determinanten aus den % in enger Beziebung zu 
der Funkt.-Det. Sie treten bei der Kronecker ' scben Bebandlung des 
Interpolationsproblems (1. c.) an die Stelle der Nenner in der Lagrange- 
scben Formel. Die Interpolationsformel selbst ist yon abnlicber Kon- 
stitution wie die fur eine einzige Variable. (Vgl. aucb H. Laurent, 
Algebre.) 

25. Charakteristik eines Funktionensystems. Wir baben in 
Nr. 14 auf die Analogie zwiscben der Ableitung f (z) einer Funktion 
f(z) einer Var. und zwischen der Funkt. -Determ. J fur m Funkt. yon 
w Yar. aufmerksam gemacbt. Nun ist IB la Nr. 4 darauf bin- 
gewiesen worden, dass das Verbalten der Ableitung f (z) in engster 
Beziebung zu der Art der Anderung der F. f(z) selbst stebt. Abn- 
licbes war also bei einem Systeme yon F. binsicbtlicb der Funkt.-Det. 

91) J. f. Math. 15 (1836), p. 285 = Werke 3, p. 329. 

92) Berl. Mem. 1748, p. 219. 

93) Introd. a 1’ analyse p. 78. 

94) J. f. Math. 16 (1837), p. 47. 

95) Ygl. D. M.-V. 3 (1892-93), p. 347 ff. 
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zu vermuten. Darauf hindeutende Bemerkungen finden sich bereits 
bei J. J- Sylvester 96 ); spater bat Kronecker in seiner Charakteristiken- 
fheorie gezeigt 97 ), dass diese Analogien in umfassender Weise platz 
greifen. Auch bier dient das Verschwinden yon J dazu, die Gebiete 
von einander abzugrenzen, in denen die Realitatsverhaltnisse der W. 
des GL- Systems verscbieden sind. Wir verweisen auf IB la, Nr. 22; 
IB 3 a, Nr. 7 und auf III 4. 

26. Modul- Oder Divisorensysteme. Eine Erweiterung des von 
Gauss in die Zablentbeorie eingefubrten Begriffs eines Modul ist von 
Kronecker fur das Gebiet beliebig vieler ganzer F. mit beliebig vielen 
Yar. gegeben worden. Diese Erweiterung fiihrt zu dem Begriffe des 
Modulsystems oder Divisorensystems, auf welcben Kronecker die arith- 
metiscbe Bebandlung der ganzen rationalen F. eines Rationalitats- 
bereicbes griindet 98 ) [I B 1 c, Nr. 1 3, 14], Das Modulsystem (f h f h . . . f m ) 
ist der Inbegriff alter F. von der Gestalt <px -ft (A = 1, 2, .. . m), 
wobei die <p gze. ganzzahlige Funktionen bedeuten. Dieses Modul- 
system umfasst gewissermassen alles, was seinen einzelnen Elementen 
an Eigenschaften gemeinsam ist. Daher ist es aucb als Verallgemeine- 
rung des Divisionsbegriffes aufzufassen, indem das bei einer Funktion 
auftretende Produkt <p-f hier durch J£(pz-f* ersetzt wird. — Unab- 
hangig von Kronecker und nicbt so tief eindringend wie dieser, lra,m 
H. Laurent zu ahnlicben Entwickelungen "). 

27. Weitere Hinweise. Gewisse Fntersuchungen iiber gz. F. 
mehrerer Yar. werden an anderen Stellen besprochen. So ist z. B. 
bier nicht bebandelt worden die Theorie der Anzcihl der Werte, welcbe 
eine gz. F. bei alien moglichen Permutationen der Var. untereinander 
annimmt [I A 6]. Die bierzu gehorigen einwertigen oder symmetriscben 
F. (von einer oder von mebreren Var.-Reihen) liaben wir mehrfach 
streifen mussen. Diese Theorie hangt eng mit der Galois’ schen Glei- 
chungstbeorie zusammen; wir verweisen auf I B 3 b. — Eine beson- 


96) Lond. Trans. 143 (1853), part. Ill, p. 407. 

97) Berl. Ber. 1869, p. 159 u. 688; ibid. 1878, p. 145. (.flier die weitere 
analytische Ausbildung der Theorie vgl. E. Picard ; J. de math. (4), 8 (1892), 
p. 5; Par. C. R. 113 (1891), p. 356, 669, 1012; W. Eyck, Par. 0. R. 119 (1894), 
p. 1254; ibid. 120 (1895), p. 34; Munch. Ber. 1898, p. 203. Vgl. I B 3 a. 

98) Grundzuge n. s. w. II. Abschn. — Die oben citierte MoW sche Abhand- 
lung hann als eine Art von Monographic fur die Theorie der Divisorensysteme 
gelten. — Siehe ferner eine ganze Reihe von Arbeiten von K. Henscd im J. f. 
Math, und die Arbeit von G. Landsberg, Gott. Nachr. 1897, Hei't 3 [I B 1 e, Nr. 21]. 

99) Nouv. Ann. (3) 2 (1883), p. 145; ibid. 5 (1886), pp. 432 u. 466. 
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dere Art der zweiwertigen F. von n Variablenreiben aus je n Grrossen 
sind die Determinanten n ter Ordnung; ilire Bebandlung findet sicb I A 2. 

In diesen und in den vorigen Artikel gebort weiter aucb dem 
Begriffe nacb. die gesamte Theorie der Formen, welcbe aber baupt- 
sacblicb wegen der verscbiedenartigen Betracbtungsweise und mancber 
nicbt algebraiscben Hulfsmittel bier losgetrennt und in IB 2 unter- 
gebracbt worden ist. Wir mussen jedocb bier wenigstens den soge- 
nannten „£Wer’scben Satz uber bomogene Funktionen“ bervorbeben 100 ), 
da derselbe fur viele der oben angedeuteten Beweise unentbebrlicb ist. 
Ist <p ; . Zm) eine bomogene F. der w teu Dimension, so bat man 

Mit der Formentbeorie im Zusammenbange stebt die der linearen 
Substitutionen, auf welcbe bier nur verwiesen werden kann. 

Auf den polynomiscben Satz ist scbon I A 1 Nr. IB in der 
Tlieorie der Kombinatorik bingewiesen worden. 

An Einzelbeiten seien nocb zwei Arbeiten von F. Mertens 101 ) 
iiber gewisse Arten von Funktionen mebrerer Yariablen erwabnt. 

Ferner gebort bierber ein Hinweis auf die Differenzenrecbnung 
bei mebreren Yariablen (vgl. IB la Nr. 4). 

Ebenso treten Beziebungen zur Tbeorie der Funktionalgleicbungen 
auf, sobald diese in unserem Grebiete ibre Losung fmden; so z. B. das 
Problem der „algebraiscben Reversibilitat“ 102 ), bei dem es sicb urn 
die Bestimmung einer F. f(x i, ... x n ) bandelt, fiir welcbe aus den 

fur y 1? . . . y n angenommenen Gleicbungen 

ffrl, X 2' • • • X n) _ f( X 2’ x y- X n' x l) __ _ f( X n> X n- j) 

Vl ~ ^ _ Vn 

aucb umgekebrt folgen soli 

f(y v y 2 i ••■?«) _ • • • y ^ Vi) _ __ f(y^ • • • y»-i) 

X 1 ~ x 2 — • • • — ^ 


100) Calc, cliff. 1, § 225, p. 154. Ticini 1787. [Nacb M. Cantor , G-esch. d. 
Math. 3, p. 733/34 schon in der 1. Aufl., Berol. 1755.] 

101) Krakauer Abhandl.2, 1 (1891), p.333; Krakauer Denkschr. 17 (1891), p. 143. 

102) D. Andre, Bull. soc. math. 24 (1896), p. 135. 



282 I B 1 b. Rationale Funktionen mehrerer Veranderlichen. 


Yerzeiclinis der Abkiirzungen. 


Diskr. = Diskriminante 
F. = Funktion 

Funkt.-Det. = Funktional-Determinante 
Gl. — Gleiehung 


gz. = ganz 

gr. gm. T. — grosster gemeinsamer Teiler 
irred. — irreduktibel 
red. — reduktibel 
Res. — Resultante 
Var. = Variable 
W. * Wurzel. 
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Inhaltstibersicht. 

1. Aufgabe der aritbmetiscben Tbeorie der algebraiscben Grossen. 

2. Korper oder Rationalitatsbereicbe. 

3. Ganze Grossen eines Pationalitatsbereicbes; Irreduktibilitat. 

4. Konjugierte Korper; Diskriminanten. 
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Vorb emerkung. 

Die Artikel IBlc und I C 5 sind ; um Wiederbolungen zu vermeiden, 
onter IBlc vereinigt worden. Da die Untersucbung der algebraischen 
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Gebilde bis zu einem gewissen Grade die arithmetiscbe Tbeorie der 
algebraiscben Grossen voraussetzt, so ist die letztere (in den Nr. 1 — H) 
yorangestellt und die erstere (in den Nr. 12 23) an sie angeschlossen 

worden. Die allgemeine Tbeorie der algebraiscben Gebilde und Modul- 
systeme erscbeint biernacb als der im rationalen Gebiete zu erledigende 
Teil der arithmetiscben Tbeorie algebraiscber Grossen. 

Da dieser Zweig der Algebra in alien wesentlichen Teilen modernen 
Ursprungs ist, so kann nur im allgemeinen auf die Lehrbucher der 
Algebra von JET. Weber, Braunschweig, Bd. I u. II, 1. Aufl. 1895/96, 
2. Aufl. 1898/99 (bes. drittes Buch), F. Netto (bisber erscbienen Bd. I 
u. II, Lief. 1, Leipzig 1896/98), E. Bor el und J. Brack, Paris 1894, 
und auf die Vorlesmgen uber Zahlentheorie von Lej. JDirichlet- B.Dede- 
Tcind , Braunschweig, 2. Aufl. 1871, 3. Aufl. 1879, 4. Aufl. 1894; bes. 
Supplement XI von Dedekind, hingewiesen werden. 


1. Aufgabe der arithmetiscben Theorie der algebraischen 
Grossen. Die Zahlentheorie im engsten Sinne des Wortes (I C 1) 
stellt dem umfassenderen Gebiete 9ft der rationalen Zahlen das engere 
und urspriinglichere Gebiet @ der ganzen Zahlen gegenuber und 
untersucht in erster Linie die Teilbarkeitseigenschaften der ganzen 
Zahlen. In zahlreichen algebraischen Untersuchungen findet sich der 
Gegensatz zwischen „rational“ und „ganz“ in verallgemeinerter Form 
wieder, und es sind die „ganzen“ Grossen vor den „rationalen“ durch 
„Teilbarkeitseigenschaften“ ausgezeichnet. Die Wissenschaft, welche 
die hochste Verallgemeinerung der BegrifFe „rationale Grossed „ganze 
Grossed „Teilbarkeit“ aufsucht und die daraus entspringende Bearbei- 
tung algebraischer Probleme nach zahlentheoretischen Methoden an- 
strebt, ist von L. Kronecker „arithmetische Theorie der algebraischen 
Grossen^ genannt worden 1 ). 

2. Korper oder Bationalitatsbereiche. Unter Grosse verstehen 
wir im folgenden ebensowohl irgend welche Zahlen als auch irgend 
welche Funktionen einer oder mehrerer unabhangiger Veranderlichen. 
Ein System von Grossen, welches in der Weise abgeschlossen ist, 
dass die Anwendung der vier rationalen Rechenoperationen, Addition, 
Subtraktion, Multiplikation und Division (wobei man von der Division 


1) Grundzuge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grossen; 
Festschrift zu Herm Ernst Eduard Kummer’s fiinfzigjah rigem Doctor-Jubilaum. 
Berlin 1882 (J. f. Math. 92, p. 1 — Werke 2, p. 237, weiterhin als „Festschrift u 
citiert). 
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durch Null abzusehen hat) nie fiber das System hinausffihrt; heisst naeh 
R. Dedekind 2 ) ein Korper (Zahlkorper oder Funktionenkorper) } nach 
Kronecker ein Rationalitatsbereich (fruher auch Rationalitatsbezirk). Wenn 
alle Grrossen eines Korpers D auch einem Korper M angehoren, so heisst 
D ein Divisor ; Teiler 2 3 ), Unterkorper 4 ) von M 7 M ein Vielfaches, 
Multiplum 3 ) ; Oberkorper 4 ) von D. 

Unter. den ZaMkorpem ist der einfaehste der Korper der 
rationalen Zahlen; der in jedem anderen Korper enthalten ist; der 
umfassendste der Korper 3 °^ er Zahlen; der jeden anderen Zahl- 
korper enthalt. Das Hauptinteresse nehmen die algebraischen Zahl - 
korper 5 ) in Anspruch, welche durch eine oder mehrere algebraische 
Zahlen (Wurzeln ganzzahliger Gleichungen) und deren rationale Ver- 
bindungen gebildet werden (I C 4). Jeder algebraische Zahlkorper 
kann schon durch eine einzige Zahl konstituiert werden 6 ). 

Unter den Funktionenkorpem ist der einfaehste der Korper R 
der rationalen Funktionen von n Veranderlichen x 17 x 2j . . . x ny wobei 
die Koeffizienten dieser Funktionen einem beliebigen Zahlkorper zu- 
gewiesen werden diirfen; der umfassendste Funktionenkorper ist der 
Korper oiler Funktionen von ,n Veranderlichen. Von besonderem 
Interesse sind die algebraischen Funktionenkorper; welche durch eine 
oder mehrere algebraische Funktionen (Wurzeln von Gleichungen; 
deren Koeffizienten dem Korper R angehoren) und deren rationale 
Verbindungen gebildet werden (II B 2). Jeder algebraische Funk- 
tionenkorper kann schon durch eine einzige algebraische Funktion 
konstituiert werden 6 ). Auch aus transcendenten Funktionen konnen 
Korper gebildet werden ; z. B. der Korper aller elliptischen Funktionen 
mit gleichen Perioden oder der Korper aller elliptischen Modulfunk- 
tionen u. s. w. 

Kronecker fasst die Korper und R unter der Bezeichnung 
}) natilrliche u Rationalitatsbereiche zusammen und stellt iknen die alge- 
braischen Zahl- und Funktionenkorper als y ,GaUungsbereiche u gegen- 
fiber 7 ). Der Bereich ; aus welchem der Gattungsbereich hervorgeht, 

2) JDirichlet- Redekind , Yorlesungen iiber Zahlentheorie, 2. 3. 4. Auflage, 
Braunschweig 1871, 1879, 1894, Supplement XI von Redekind iiber die Theorie 
der algebraischen Zahlen, § 160. (Die Citate beziehen sich durchweg auf die 
4. Auflage.) 

3) Redekind 1. c. § 160, Kronecker (1. c. § 2) sagt dafiir: M enthalt D. 

4) R. Hilbert , Bericht iiber die Theorie der algebraischen Zahlkorper 1897, 
im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 4, § 14. 

5) Auch endliche Korper genannt, bei Redekind 1. c. § 164, YIT. 

6) Nach Kronecker ; Beweis z. B. bei Weber , Algebra 1, § 143. 

7) Festschrift §§ 2 und 3. 
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heisst Stammbereich. — Steigt man von einem Korper D zu einem 
Oberkorper M dadurch auf, dass man zu D eine oder mehrere ur- 
spriinglich nicht in D enthaltene Grossen hinzunimmt, so heisst dieser 
Prozess der Korpererweiterung Adjunktion 8 ). 

Die friihesten Spuren des Korperbegriffs finden sieh in N. H. Abel’s 
Untersuchungen iiber algebraische Gleichungen 9 ), die Erkenntnis der 
Bedeutung der Adjunktion fur die Theorie der Gleichungen gebiihrt 
JE. Galois 10 ). 

Der Korperbegriff ist nach H. Weber nocb weitergehender Ver- 
allgemeinerung fahig, wenn man ihn dem allgemeinsten Gruppen- 
begriff (I A 6, Nr. 15; II A 6) unterordnet und definiert: ein Korper 
ist eine Gruppe mit einer zweifachen Art kommutatiyer Komposition. 
Hierdurch werden z. B. auch „Kongruenzlwr]per a der gleichen Metliode 
zuganglich, bei welchen alle Relationen zwiscben Elementen des Korpers 
nur im Sinne einer Kongruenz modulo einer Primzabl stattbaben 11 ). 

3. G-anze Grossen eines Rationalitatsbereich.es; Irreduktibilitat. 
In den naturlichen Rationalitatsbereichen 9ft und B kann man das 
Gebiet der ganzen Grossen aussondern, wobei in 9ft die ganzen Zahlen, 
in j R die ganzen Funktionen als ganze Grossen den bios rationalen 
Grossen gegenubergestellt werden. Die ganzen Grossen bilden den 
in 3t, resp. B entbaltenen Integritatsbereich • sie reproduzieren sicli 
durch die Operationen der Addition, der Subtraktion und der Multi- 
plikation. 

Eine ganze Zahl heisst eine Primzahl, wenn sie nicht in zwei 
yon der Einheit yerschiedene ganzzahlige Faktoren zerlegbar ist; 
ebenso heisst eine ganze Funktion yon n Variabelen eine Prim - 
funUion oder irredultibele Funktion, wenn sie niclit in zwei yon der 
Einheit yerschiedene Faktoren, welche ganze Grossen des Bereiches 
sind, zerlegt werden kann 12 ). Diese Definition ist wesentlich dayon 

8) In dieser Allgemeinheit fasst den BegrifF Weber, Algebra 1, § 140. 

9) Oeuyres ed. Sylow-Lie, 1, p. 479 = J. f. Math. 2, p. 220 (1828); 4, p. 132 
(1829). 

10) Journ. de math. 11, p. 418 (1830, publiziert 184G). 

11) Weber , Math. Ann. 43, p. 521 (1893). Algebra 2, § G4. Die Be- 
dingungen, nnter welchen endliehe Gruppen mit einer zweifachen Art commuta- 
tiver Komposition auf Kongruenzkorper zuruckgefuhrt werden kcJnnen (d. h. 
ihnen holoedrisch isomorph sind), untersucht E. IT. Moore (Chicago Papers, 
p. 210 ff.) (1896 [1893]). 

12) KronecJcer fordert hier wie bei alien Definitionen (1. c. § 4 und ander- 
warts), dass eine Methode angegeben werde, durch welche im einzelnen Palle 
mit Hilfe einer endlichen Anzahl von Operationen entschieden werden konne, 
ob eine vorgelegte Grosse unter den BegrifF zu subsumieren ist oder nicht, eine 
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abbangig, welcbem Zablkorper die Koeffizienten der ganzen Funk- 
tionen angeboren. 1st dies der Korper 9ft, so gilt der Satz: Jede 
ganze Grosse kann auf eine und nur eine Weise in Primfunktionen 
zerlegt werden 13 ). Bei Zulassung anderer Zablkorper fur die Zabl- 
koeffizienten ist der Satz im allgemeinen nur dann ricbtig, wenn 
Funktionen, die sick nur uni iTa&Zfaktoren unterscbeiden, nicht als 
wesentlicb verscbieden betradhtet werden. 

D. Hilbert bat bewiesen, dass man in einer irreduktibelen ganzen 
ganzzabligen Funktion von n Yariabelen stets und auf unendlicb viele 
Arten die m letzten Yariabelen so gleicb ganzen Zablen setzen kann, 
dass eine irreduktibele Funktion der ersten n — m Yariabelen ent- 
stebt; dieser Satz bleibt aucb nocb ricbtig, wenn der Bereicb der 
Koeffizienten der ganzen Funktion ein beliebiger algebraiscber Zabl- 
korper ist 14 ). 

Setzt man eine irreduktibele Funktion gleicb Null, so entstebt 
eine irreduktibele Grleicbung, durcb welcbe, wenn nur eine Yariabele 
auftritt, eine algebraiscbe Zabl, wenn mebrere Yariabele auftreten, 
eine der Yariabelen (x) als algebraiscbe Funktion der ubrigen be- 
stimmt wird; wenn in dieser Gleichung iiberdies der Koeffizient der 
bocbsten Potenz von x gleicb 1 ist, so ist x eine ganze algebraiscbe 
Grrosse (Zabl oder Funktion) 15 ). Ganze algebraiscbe Funktionen sind 

Forderung, deren prinzipieller Berechtigung Dedekind entgegengetreten ist. 
(Was sind und was sollen die Zablen? Braunschweig, 2..AufL 1893, Amn. auf p. 2.) 
Methoden zur Entscbeidung [I B 1 a, Nr. 13, I B 1 b, Nr. 5] haben fur ganz- 
zablige Funktionen einer Veranderlichen K. Bunge (J. f. Math. 99, 1886, p. 89) 
und M. Mandl (J. f. Math. 113, 1894, p. 252), fur Funktionen mehrerer Yerander- 
licben W. Fr. Meyer (Math. Ann. 30, 1887, p. 30) angegeben. Specielle Irre- 
duktibilitatskriterien bei Th. Schonemann (J. f. Math. 31, 1846, § 6), G. Hisen- 
stein (ib. 39, 1850, p. 166), L. Konigsberger (ib. 115, 1895, p. 53), Netto (Algebra 1, 
§ 52—60; Math. Ann. 48, 1896, p. 82). 

13) Kronecker, J. f. Math. 94, p. 344 = Werke 2, p. 408. J . Molk, Acta 
math. 6, p. 1 (1885), chap. 2, § 1. 

14) J. f. Math. 110, p. 104 (1892). Gewissermassen ein Gegenstiick zu 
diesem Satze bildet der ebenfalls von Hilbert gefukrte Nacbweis, dass es ganze 
ganzzablige irreduktibele Funktionen einer Veranderlichen giebt, welcbe modulo 
jeder Primzahl und modulo jeder Primzahlpotenz zerlegt werden konnen. Gott. 
Nachr., Febr. 1897. 

15) Kronecker, J. f. Math. 91, p. 301 (1862, veroffentlicht 1881), Dedekind 
seit 1871, s. Zablentbeorie § 173. Infolge der Satze uber die eindeutige Zer- 
legbarkeit ist eine algebraiscbe Grosse aucb dann ganz, wenn irgend eine der 
Gleicbungen, denen sie geniigt, zum bocbsten Koeffizienten die 1 und im ubrigen 
ganze rationale oder ganze algebraiscbe Grossen zu Koeffizienten bat. Diese 
Definition der ganzen algebraischen Grosse bezeicbnet den eigentlicben Fort- 
scbritt der modernen Theorieen und stebt im Gegensatze zu der formalen Defini- 
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auch dadurch zu charakterisieren, dass sie nirgends im Endlichen 
nnendlicli werden. 1st eine ganze algebraische Grosse zugleicb. rational, 
so ist sie eine ganze rationale Grosse im fruher bestimmten Sinne 
des Wortes. 

Eine irreduktibele Gleiebung bat mit einer anderen Gleicbnng 
endlicben Grades entweder alle Wurzeln oder keine gemein; mit einer 
Gleiebung unendlich boben Grades aber (einer gleicb Null gesetzten 
Potenzreibe) kann eine irreduktibele Gleiebung sebr wohl eine einzige 
Wurzel gemein baben 16 ). Die Definition der Irreduktibilitat lasst 
sicb aucb auf Systems fibertragen: ein System von Gleichungen mit 
m ehreren Variabelen, dessen Koeffizienten einem bestimmten Ratio- 
nalitatsbereicbe angehoren und dessen samtliche Losungen eine &~facke 
Mannigfaltigkeit bilden, beisst irreduktibel, wenn jedes andere Glei- 
chungssystem, das mit ibm eine kr facbe Mannigfaltigkeit von Losungen 
gemein bat und dessen Koeffizienten dem gleicben Rationalitatsbereiche 
angehoren, durch alle seine Losungen befriedigt wird und wenn fiber- 
dies alle mebrfacben Losungen des Systemes eine weniger als ft-fache 
Mannigfaltigkeit bilden 17 ). 

4. Konjugierte Korper; Diskriminanten. Ist F(x) = 0 eine 
Gleiebung n tm Grades, deren Koeffizienten einem Korper SI angehoren 
und welcbe in eben diesem Korper irreduktibel ist, und § eine Wurzel 
dieser Gleiebung, so bildet die Gesamtbeit alien rationale!! Punktionen 
von welcbe mit Koeffizienten aus SI gebildet sind, einen dem Be- 
reicbe SI entstammenden Gattungsbereicb ( Kronecker ), einen Korper 
fiber SI (Weber). Jedes Element dieses Korpers K kann in eindeutig 
bestimmter Weise als ganze Funktion (n — • 1 ) tnn Graders von § mit in 
SI rationalen Koeffizienten dargestellt werden. Sind £', £", . . . g(«— i) 
die fibrigen Wurzeln jener Gleichungen und ersetzt man fiberall die 
Wurzel | bezfiglicb durch §', so gelangt man zu den 

konjugierten Korpern Kj K'\ . . . von jedcr Grosse <p(£) zn 

den (n — 1) konjugierten Grossen <p(£'), • - . <p(Q n Der Ubergang 
von einem Korper zu einem der konjugierten kann nach Dedekind 


tion der alteren ( Kummer etc.), bei welcben durchweg mit ganzen ganzzahligen. 
Funktionen einer willkurlich gewahlten Ausgang.sgrosse operiert, die Unter- 
suchnng also von vornherein auf eine gewisse Hpezies von Zahlen oder Funk- 
tionen (s. Nr. 7) beschrankt wird. 

16) Konigsberger, J. f. Math. 95, p. 198 (1888); A. I fur wits , Acta math. 14, 
p. 211 (1890); Dedekind im Jahresbericht d. deutschen Math.-Ver. 1, p. 28 (1892). 

17) In dieser Weise ist eine von G. Frobmius mitgeteilte Definition (J. f. 
Math. 84, 1878, p. 46) zu vervollstandigen. Eine einfachere Definition erfolgt 
spater (Nr. 14 ). 
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als ein Abbildungsprozess aufgefasst werden, bei welcbem alle ratio- 
nalen Beziebungen erbalten bleiben 18 ); als rational ist hier (und im 
folgenden) jede Grosse des Stammbereicbs SI anzusehen. 

Symmetriscbe Funktionen der Konjugierten sind Grossen des 
Stammbereicbes insbesondere heisst die Summe der Konjugierten 
einer Grosse rj des Korpers E die Spur ( S(rj j), das Produkt der Kon- 
jugierten die Norm (N(rj)) von rj . 19 ) Sind rj n n Grossen 

des Korpers K , so ist auch das Determinantenquadrat 


&(vi, Vs, ■ ■ ■ v*) = \ y^ 


'v — 1, 2, * * • n \ 

$ = 0, 1, • • • n — 1/ 


eine Grosse in SI, welcbe die Diskriminante des Systemes rj ly 
genannt wird; je nacbdem die Diskriminante verscbwindet oder nicbt 
verscbwindet, je nacbdem ist eine bomogene lineare Relation mit 
Koeffizienten des Korpers SI zwiscben rj 17 rj 2 , . . . rj n vorbanden oder 
ausgescblossen. Sind tj 17 . rj n die n ersten Potenzen der Grosse i), 
so beisst die Diskriminante A(l ; rj, rf , . . . rj n ~ 1 ) die Diskriminante 
von r]- dieselbe ist bis aufs Yorzeicben gleicb der Norm der dem 
Korper K angeborigen Grosse 

(y — n) (y — y") ■•■(y — 

welcbe nacb Hilbert die Differ ente von rj beisst 20 ). 

Jede Grosse rj = <p(g) des Korpers K genugt einer bestimmten 
Gleicbung n tQn Grades 


N(x — ?>(£)) = (x — (p(£j) (a — cp(g)) • * • (x — (p$ n -V)) = 0; 


die linke Seite der Gleicbung ist entweder irreduktibel, wenn namlich 
die Diskriminante von rj von Null verschieden ist ; oder aber die e te 
Potenz einer ganzen Funktion p 6u Grades von x (n = ef), wenn die 
Diskriminante von rj gleicb Null ist 21 ). Wenn die Gleicbungen aller 
Grossen r\, die zu K , aber nicbt zu SI geboren, irreduktibel sind, so 
beisst der Korper K primitiv, anderenfalls imprimitiv 22 ). Im letzteren 
Falle bilden die rationalen Punktionen von rj einen Korper E iiber SI 
vom /^ en Grade und es ist E ein Korper iiber E vom e ten Grade. 


18) Zahlentheorie § 161. 

19) „Spur“ zuerst bei Dedekind -Weber (J. f. Math. 92, 1882, p. 188) u. 
Dedekind, Gott. Abhandlgn. 1882. Der Ausdruck „Norm“ geht auf K. F. Gauss 
(1881), (Werke 2, p. 103) und E. E. Kummer (1844) (J. de math. 12, p. 187) zuriick. 

20) Bericht iib. d. Th. d. alg. Z. § 3. 

21) Th. Sehonemann , J. f. Math. 31, p, 273 (1845) scheint zuerst diesen spilter 
oftmals bewiesenen Satz im Gebiete der algebraischen Zahlkorper aufgestellt 
zu haben. 

22) Weber , Algebra § 144. Die Bezeichnung ist von der entsprechenden 
Eigenschaft der Gruppe hergenommen. 

Encyklop. d. matli. Wissensck. I. 
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Nimmt man insbesondere als Stamm bereich £1 den Korper aller 
symmetrischen rationalen Funktionen der v Yariabelen x u x 2) . . tXv) 
weleher identiscb ist mit dem Korper aller rationalen Funktionen der 
elementaren symmetrischen Verbindungen f ly f 2 , . . . f v dieser v Yaria- 
belen (I B 3 b, Nr. 1), und als Oberkorper K den Korper aller rationalen 
Funktionen von x 1? x 2 , . . . x v? so genugt jede Grosse <p von K einer 
Gleichung des Grades n = v! mit Koeffizienten des Korpers SI: 

(x — <p)(x — <p)---(x — fv) = 0, 

worin <p, (p'y cp'y • • • (p^ n ^ die aus cp durcb die v\ Fermutationen der 
Yariabelen x hervorgehenden Funktionen bedeuten. Wenn aber ^ 
bei einer Gruppe von e Permutationen ungeandert bleibt und somit 
bei alien Permutationen der Yariabelen nur f—~~ Werthe anninunt, 
so wire! &{x) die Potenz einer im Korper & irredulitibelen 
Punktion f ten Grades O^x, f u . . . f v ), ein Satz, weleher bereits Ton 
J. L. Lagrange aufgestellt worden ist 2S ) (I B 3 c, d, Nr. 1). 

5. Beziehungen zur G-alois’schen Theorie der Gleichungen. 
Die Korpertheorie ist nach heutiger Auffassung die eigentliche Grund- 
lage der Galois 3 schen Theorie der algebraischen Gleichungen (IB3c ; d). 
Zu einer vorgelegten Gleichung n ten Grades F(x) = 0, die auch in SI 
rednktibel sein, aber keine gleichen Wurzeln enthalten darf ; gehoren 
n konjugierte Korper K, K r : . . . X Cn - 1} ; und es ist stets inoglich, 
denjenigen Korper L von moglichst niedrigem Grade zu bestimmen, 
weleher alle n Korper K 7 K ' : . . . enthalt. Es geschieht dies 

durch Aufstellung der irreduktibelen Gleichung p tou Grades , weleher 
die mit den Unbestimmten u, u, . . . gebildete Grosse 

0 = u £ -j- U -f" '■ * -p u( n ~~V — 1) 

genugt; diese Gleichung heisst die Galois' sche Eesolventc. Den Un- 
bestimmten u ? u , . . . u durfen aucli solche individuelle Werte 
des Korpers £1 beigelegt werden, dass die Wurzeln der Gleichung 
p ten Grades fur 0 von einander versehieden ausfallen. Der Korper 
L ist alsdann ein Normalkorper oder Galois seller Korper, d. li. 
er ist mit alien seinen konjugierten Korpern identisch; jede ratio- 
nale Funktion von £, £' ? . . . ist eine Grosse in L und um- 

gekehrt. Der Korper L gestattet p Abbildungen in sieh selbst, bei 
welchen die Wurzel 0 der Galois’schen Resolvent** in irgend eine 

23) Berlin Mem. 1770 p. 134, 1771 p. 138 (-= Oeuvres t. 3, p. 204, § 86 if.). 
Ev. Galois, J. de math. t. XI, p. 420 (1840); G. Jordan, Traite des substitutions, 
Paris 1870, Art. 352; Netto, Substitutionentheorie, Leipzig 1882, § 51 und etwas 
allgemeiner § 100. 
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zweite Wurzel dieser Gleichung ubergefiihrt wird. Die Wurzeln 
g, g', . . - g— 1 ) der Gleichung F(x) = 0 erleiden bei diesen q Ab- 
bildungen £ V ertauschungen, die in ibrer Gesamtheit eine Gruppe © 
bilden. Diese Grruppe © heisst die Grruppe der Gleichung; jede ratio- 
nale Funktion der Grossen |, g', . . . welche bei Anwendung 

der q Substitutionen der Grruppe ihren Wert ungeandert erhalt, ist 
eine Grosse in Sl 7 und jede rationale Funktion yon g, g^— 1 ), 

welcbe eine Grrosse in SI ist, gestattet die Substitutionen der Grruppe. 
Die algebraiscbe Tbeorie der Gleichungen griindet sicb auf die 
Kenntnis der Eigenscbaften des Normalkorpers L. 24 ) Die Grruppe der 
allgemeinen Grleicbungen n iQn Grades mit unbestimmten Koeffizienten 
ist die symmetrische Gruppe aller n\ Substitutionen; besondere Glei- 
cbungen sind dadurcb charakterisiert, dass eine unter der Gattung 
der symmetrischen Funktionen entbaltene Gattung yon Funktionen 
der Wurzeln zum Rationalitatsbereiche (zum Korper SI) gehort, nam- 
licb diejenige Gattung, welcbe bei den q Substitutionen der Gruppe 
der Gleicbung ungeandert bleibt. Diesen besonderen Gleicbungen 
spricht man nacb Kronecker einen Affekt 25 ) zu und nennt eine bei 
den q Substitutionen inyariante Funktion cp der Wurzeln, welcbe den 
Affekt cbarakterisirt, eine Affektfunktion. Die Affektfunktion cp gebt 
aus dem Korper der symmetriscben Funktionen durcb eine Gleicbung 

des Grades —■ bervor, welcbe bei einer allgemeinen Gleicbung n ten 
Grades irreduktibel ist (Nr. 4 ), fur die spezielle Gleicbung F (x) — 0 aber 
eine rationale Wurzel bat; die Zabl ~ lieisst die Ordnung des Affektes. 

Diese Tbatsache kann man nacb Kronecker aucb unter folgendem 
Gesicbtspunkte erfassen: ist F(x) = x n — c l x n ~~ 1 -f- • • • + c n — 0 die 
yorgelegte Gleichung und bedeuten f 17 f 2) - • - fn die elementaren sym- 
metriscben Funktionen der Wurzeln, so kann das Gleichungssysfem 
fi — e i 7 f% — e 2 ? * * * fn = c n reduktibel sein, selbst wenn F{x) irre- 
duktibel ist (s. Nr. 3); durcb Hinzufugung einer Gleicbung cp = c 7 
die den (rationalen) Wert c der Affektfunktion cp angiebt, wird das 
System irreduktibel, und eine Affektfunktion ist eine solcbe, durcb 
deren Hinzufugung das Gleichungssystem irreduktibel wird 26 ). 


24) Dedekind, Zahlentheorie § 166; Weber, Algebra 1, Abschn. 13. 

25) Kronecker gebraucht den Terminus „Affekt“ zum ersten Male Berl. 
Monatsber. 1858, p. 288. [I B 3 b, Nr. 15, 20]. 

26) Festschrift § 11 u. 12; J. f. Math. 100, p. 490 (1886). Die Definition 
„0rdnung des Affektes 14 ist im Anschluss an Weber, Algebra 1, § 149 gegeben, 
wahrend Kronecker in § 12 der Festschrift die Zahl q als 0. d. A. bezeichnet. 

19* 



292 I B 1 c (I C 5). Arithmetische Theorie algebraischer Grossen. 

Aus dem in Nr. 3 angegebenen Satze yon Hilbert folgt, dass 
man unbegrenzt viele Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten 
konstruieren kann, deren Gruppe im Bereiche der rationalen Zablen 
die symmetrische oder die alternierende Gruppe ist 27 ). Dieser Satz 
bleibt bestehen, wenn der Stammbereich SI nicbt der Korper 
sondern ein beliebig yorgegebener Zahlkorper sein soil. 

6, Fundamentalsysteme. In einem dem Bereiche SI entstam- 
menden Gattungsbereiche K yon der n ten Ordnung (einem Korper 
fiber SI) lassen sich die gcmm algebraischen Grossen yon den g e - 
brochenen aussondern. In jedem solchen Gattungsbereiche kann man 
m ganze Grossen y 17 y 2 , . . . y m so bestimmen, dass man alle ganzen 
Grossen des Bereiches erhalt, wenn man in der Linearform 

y — + U 2V2 + * • * + u m y m 

fur u 1} u 2 , . . . u m alle moglichen ganzen Grossen des Stammbereicbes 
SI nimmt 28 ); ein solches System yon m Grossen heisst ein Funda- 
mentalsystem (. Kronecker ) oder eine Basis ( Dedeland ); die Linearform 
y heisst die Fundamentalform. Die Zahl m ist, allgemein zu reden, 
grosser als n, indess kann man drei Falle angeben, in welchen m==n 
ist und in welchen also die Koeffizienten , u 2 , . . . u m fur ein ge- 
gebenes Fundamentalsystem durch Angabe der ganzen Grosse y ein - 
deutig bestimmt sind. Es tritt dies ein: 

1) wenn der Korper K ein algebraischer Zahlkorper und SI der 
Korper der rationalen Zahlen ist 29 ). (Hingegen trifft es im all- 
gemeinen nicht mehr zu, wenn K ein Zahlkorper und Sb ein be- 
liebiger in K enthaltener algebraischer Zahlkorper, d. h. wenn K 
nach Hilbert? scher Bezeichnung ein Iielativkorper ' M ) ist.) 

2) wenn der Korper K ein algebraischer Funktionenkorper und 
SI der Korper der rationalen Funktionen einer Veranderlichen ist 31 ) 
(bei algebraischen Funktionen mehrerer Veranderlichen ist im all- 
gemeinen m > n). 

3) wenn der Korper SI der Korper aller synnnetrischen Funk- 
tionen yon v Yariabelen x ly x 2 . . . . x v mit rationalen Zah [koeffizienten 
und der Korper A" aller derjenigeu rationalen Funktionen von X\ r ..x v 


27) J. f. Math. 110, p. 123 If. (189*2). Kinen Toil des Hatzos beweist auf 
ganz elementarem Wege R. Weber (Chicago Congr. Papers [1806 (1893)], p. 401). 

28) Festschrift § 6. 

29) Dirichlet-Bedelcind, Zahlentheorie § 175. 

30) Bericht iiber d. Theorie der alg. Zahlkorper § 14, 

31) Kronecker , J. f. Math. 91, p. 308 If. ; Bedekind -Weber, J. f. Math. 92, 
p. 193 f. 
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mit rationalen Zahlkoeffizienten ist ? welcbe eine bestimmte Gruppe 
von ” Substitutionen gestatten (s. Nr. 4 Ende); bierbei werden also 

fur eine ganze Grosse des Bereicbes die Eoeffizienten %, u 2y . . . u n 
ganze Funktionen der elementaren symmetriscben Fnnktionen f ly f 2 , . . . f v 
mit rationalen Zahlkoeffizienten 32 ). 

Wenn m — n ist, so ist die Diskriminante des Fundamental- 
systemes 

I> = m* = 

eine ganze Grosse in SI, welcbe bei Transformation des Fundamental- 
systemes ungeandert bleibt und der grosste gemeinscbaftbcbe Teiler 
aller Diskriminanten von irgend n ganzen Grossen des Korpers ist; 
D beisst die Diskriminante der Gattung oder des Korpers . 

Die Diskriminante eines Korpers ist ein Yielfaches der Diskrimi- 
nante jedes TTnterkbrpers 33 ). 

Wenn m > n ist, so bat man in der Matrix 

\\y?> Qi = i,2 r ..n) 

nocb m — n Zeilen unbestimmter Elemente binzuzufugen, das Quadrat 
der so entstebenden Determinante beisst alsdann die Diskriminanten- 
form der Gattung . Unter der Diskriminante der Gattung bat man 
alsdann den grossten gemeinsamen Teiler der Koeffizienten der Dis- 
kriminantenform zu versteben; dieser grosste Teiler braucbt aber als- 
dann keine Grosse des Korpers SI zu sein, sondern er ist im all- 
gemeinen nur durcli das aus alien Koeffizienten gebildete Divisoren- 
system (s. Nr. 8) darzustellen. 

Betrachtet man die Diskriminanten der Gattungen rationaler 
Funktionen von v Variabelen, welclie bei einer Gruppe von Sub- 
stitutionen ungeandert bleiben, so ergiebt sicb zunachst die Diskrimi- 
nante der Galois 3 scben Gattung, welche aus alien rationalen Funktionen 

von x 1} x %, . . . x v bestebt, gleicb worm 

ist. Da jede andere Funktionsgattung ® unter der Galois’scben 
Gattung entbalten ist, so ist ibre Diskriminante ebenfalls eine Potenz 
von oh Der Potenzexponent einer Gattung n-wertiger Funktionen ist 


32) Festschrift § 12. 

33) ibid. § 9. 
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von E. Netto gleich — bestimmt worden, worm q di e 

kmaH der Transpositionen der Gruppe von © bedeutet 34 ). 

7. Arten oder Species. Aus den ganzen Grossen des Korpers K 
lassen sicb engere Gebiete aussondern, welche ebenfalls die Eigen- 
scbaft haben, dass man bei Anwendung der Operationen der Addition, 
Subtraktion und Multiplikation das Gebiet nicht iiberschreitet. Man 
erbalt solche, wenn man dem Korper K irgend k ganze Grossen 
& 1} © 2 , . . . &k entnimmt und aile ganzen Funktionen von © 1; g k 
bildet, deren Koeffizienten ganze Grossen des Stammbereiches £1 sind. 
Ein solcbes Grossengebiet heisst nacb Kroneclcer eine Species oder 
Art, nach Dedekind eine Ordnung, nach Hilbert ein Ring algebraischer 
Grossen 38 ). Fur diese Arten gelten ahnliche Gesetze wie fur die 
„Hauptart“, welcbe aus alien ganzen Grossen des Korpers K bestebt, 
es giebt Fundamentalsysteme etc. 

8. Zerlegung der ganzen Grossen in Primdivisoren oder Prim- 

ideale. Die ganzen algebraiscben Grossen des Gattungsbereicbes K 
gestatten eine Zerlegung in Primfaktoren in ahnlicher Weise, wie die 
ganzen Grossen eines nattirlieben Rationalitatsbereiches; indess ist es, 
nm diese Analogie zu einer vollkommenen zu maclien, erforderlich, 
dem Korper K neue Elemente zu associieren. Es sei der Stamm- 
bereicb £1 ein naturlicber und es sei femer der Korper K in Bezug 
auf £1 vom w ten Grade, so heisst eine mit irgend welchen neuen Un- 
bestimmten gebildete ganze rationale Funktion, deren 

Koeffizienten ganze Grossen des Korpers K sind, nacb Kroneclcer eine 
Form des Korpers K. Dabei ist abweichend von der gewohnhchen 
Terminologie auch eine nicht bomogene Funktion als Form bezeichnet, 
damit die ganzen Grossen des Korpers K ebenfalls mit darunter be- 
griffen sind. Eine Form ist als analytisches Aquivalent fur die Dar- 
stellung des grossten gemeinschaftlichen Teiler ibrer Koeffizienten 
anzusehen; die Berecbtigung dieser Auffassung ergiebt sicb aus den 
folgenden Satzen. Eine Form, deren Koeffizienten dem Stammbereiche 
£1 angeboren, heisst eine rationale Form. Multipliziert man eine 
Form F des Korpers K mit den konjugierten Fonnen F', F", . . . F^ -1 ) 
so ist das Produkt F, F', . . . (die Norm von F) eine rationale 

Form, und ihre Koeffizienten besitzen also einen bestimmten, dem 
Stammbereiche £1 angehorigen grossten gemeinsamen Teiler 83 ). Wenn 

34) J. f. Math. 90, p. 164 (1881), Acta math. 1, p. 371 If. (1882). 

35) Festschrift p. 15; Dedekind' s Zahlentheorie § 170; Hilbert's Bericht § 31. 

36) Hilbert bezeichnet (Bericht § 6) (lieaen Teiler als Norm von F. 
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dieser Teiler gleich 1 ist, so lieisst die Form F eine primitive oder 
Einheitsform. Wenn zwei Formen des Korpers K sicb zu einander 
wie zwei Einbeitsformen verhalten, so beissen sie absolut aquivalent ; 
zwei solche Formen sind im Sinne einer Zerlegung als niclit wesent- 
licb von einander verscbieden zn betracbten. Formen, deren Koeffi- 
zientensysteme ubereinstimmen und welcbe sicb nur durch die Potenz- 
produkte der Unbestimmten unterscbeiden, mit welcben die gleichen 
Koeffizienten multipliziert sind, sind aquivalent. Eine Form lieisst 
irreduktibel oder eine Primform (Frimdivisor) , wenn sie niclit einem 
Produkte zweier Formen, von denen keine eine Einbeitsform sein 
darf, aquivalent ist. Dann gilt der Satz: Jede Form F des Korpers K 
Idsst sich auf eine und im wesentlichen nur auf eine Weise als Produkt 
von Prirndivisoren darstellen , wenn dquivalente Divisoren als nicht ver- 
schieden betrachtet werden 37 ). 

An Stelle der Formen betracbtet Dedekind unendlicbe Systeme 
yon ganzen Grrossen des Korpers K. Sind a, (5, y, , . . ganze Grrossen 
des Korpers K y so lieisst der Inbegriff aller Grrossen, welche durcb 
die Linearform + + dargestellt werden konnen, wenn 

% 7 rj, £, . . . ganze Grrossen des Korpers K sein sollen, ein Ideal des 
Korpers K Falls dieses Ideal durch eine einzige Grosse cc festgelegt 
werden kann, lieisst es ein Hauptideal (cc), TJnter dem Produkte 
zweier Ideale 

Cl = (cc 1} cc 2} • • • cc r ) } 6 = (/J 1; /3 2? • • • @s) 

ist das Ideal 

C = Ci6 = (ccxfc, - • • • • * cc 2 p s , • • • oc r (5 s ) 

zu versteben. Ein Ideal, welches nicbt als Produkt zweier Ideale 
dargestellt werden kann, von denen keines das Hauptideal (1) sein 
darf, beisst ein Primideal. Dann lautet der Zerlegungssatz: Jedes 
Ideal ist auf eine und nur eine Weise in Primideode zerlegbar 38 ). Der 
Vergleich mit der Kronecker’scben Formentbeorie wird durcb folgende 
Erwagungen gegeben: Jeder Form des Korpers K entspricbt dasjenige 

37) Festschrift §§ 14 — IS. Die Kronecker ' sche Forinentheorie ist mit einigen 
Modifikationen in Weber's Algebra (Bd. 2, Abschn. 16) anfgenommen. Weber 
betrachtet auch gebrochene rationale Funktionen der Unbestimmten mit Koeffi- 
zienten des Korpers K und nennt dieselben Funktiondle . Wenn ein Funktional 
durch Multiplikation mit einer Einheitsform in eine (Kronecker' sche) Form des 
Korpers K Yerwandelt werden kann, heisst es ein games Funktional. Dann lautet 
der Zerlegungssatz : ein ganzes Funktional kann auf eine und nur eine Weise 
in Primfunktionale zerlegt werden, wenn associierte (aquivalente) Funktionale 
als nicht verschieden betrachtet werden. 

38) Zahlentheorie §§ 177 — 179, Dedekincl -Weber, J. f. Math. 92, §§ 7 — 9. 
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Ideal, welches durch die Koeffizienten der Form bestimmt wird. 
Xquiyalenten Formen entspriclit dasselbe Ideal, und Formen, welche 
einer Grosse des Korpers E aquivalent sind, entspriclit ein Haupt- 
ideal. Dem Produkte zweier Formen entspricbt das Produkt der zu- 
gehorigen Ideale, den Primdivisoren entspricbt ein Primideal. Hieraus 
gebt die Identitat beider Zerlegungssatze bervor. Das Ideal a er~ 
scheint hierbei als grosster gemeinschaftlicber Teiler der Grossen 
cc ly cc 2 , . . . cc r , die es bestimmen; der grosste gemeinscbaftliche Teiler 
der Ideale a nnd f> ist das Ideal (<q, . . . cc r , ft, • • • ft), welches durch 
Zusammenstellung beider Ideale entsteht. 

9. Darstellung der Primdivisoren durch Association enthalten- 
der Gattungen oder durch Association transcendenter Punktionen. 
Wenn das Ideal a kein Hauptideal ist, so ist der grosste gemein- 
schaftliche Teiler der Zablen <q, . . . cc r keine Grosse des Korpers 
sondern eben nnr dnrch eine dem Korper E associierte Form dar- 
stellbar. Man kann aber in gewissen Fallen durch eine andere Art 
der Association die Ideale auch als Grossen darstellen, die aber als- 
dann nicbt dem Korper E , sondern einem erweiterten Bereiche an- 
gehoren. Diese Art der Darstellung idealer Elemente ist bisher vor- 
zugsweise in folgenden beiden Fallen durchgefiihrt worden. 

Ist E ein imaginarer quadratischer Zahlkorper, so liefern die Trans- 
formationsgleichungen [II B 4 a, 6] der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen einen Zahlkorper der E enthalt und dessen Ordnung in Bezug 
auf E gleich der Klassenzahl des Korpers E ist. In dem Korper t 
werden alle Ideale des Korpers E zu Hauptidealen; jedes Ideal yon 
E kann also durch eine ZaH von $ dargestellt werden. Der Korper 
$ beisst der Elassenhorper yon E. 39 ) Die allgemeine Theorie der 
Klassenkorper ist neuerdings yon H. Weber und J). Hilbert in Angriff 
genommen worden 40 ). 

Ist E ein Korper algebraiseher Funktionen [II B 2] einer Verander- 
lichen, welche uber einer Riemann’schen Flache s Jt ausgebreitet sind, so 
liefert die Theorie der Abel’schen Integrate das Mittel, um die samtlichen 
Ideale yon K zu Hauptidealen zu maehen. Ist das Geschlecht yon 91 
gleich p } so giebt es auf 9ft p linear unabhangige Integrale erster 
Gattung u XJ u 2 , . . . u p ] ist ferner a ein willkiirliclier aber fester Punkt 
auf 91, so giebt es p linear unabhangige Normalintegrale zweiter 

39) Kronecker , Berl. Monatsberichte 1857, p. 455; Weber, Elliptische Funk- 
tionen und algebraische Zahlen, Braunschweig 1891, Teil III, ben. § 110; Weber, 
Math. Ann. 48 (1897), p. 433; 49 (1897), p. 83; 50 (1898), p. 1. 

40) Weber, ibid.; Hilbert , Jahresber. d. Dtsch. Math.-Ver. (3, p. 88 u. Math. 
Ann. 51 (1898), p. 1. 
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Gattung v 1? v 2? ... v py welche nur in a unendlich werden und niclit 
auf algebraische Funktionen reduziert werden konnen. 1st nun 77 ein 
Elementarintegral dritter Gattung, welches in a und einem zweiten 
Punkte p mit den Residuen — 1 und -f- 1 logarithmisch unendlich 
wird, so kann man zu II eine lineare homogene Funktion yon 
v ly . . . v p so hinzufugen, dass das entstehende Integral 77 
nur noch die von den logarithmischen Unstetigkeiten herruhrende 
Periode aber keine cyklische Periode hat, und es ist also 

eP = JP eine einwertige Funktion auf 9t, welche in £ in erster Ord- 
nung verschwindet und in a eine wesentlich singulare Stelle hat. 
Eine solche Funktion heisst nach Weierstrass eine Primfunktion 5 
dieselbe entspricht genau einem Primideale des Korpers if, d. i. der 
Gesamtheit der Funktionen des Korpers, welche in p Null und in 
Yorgeschriebener Weise unendlich werden. Jede Funktion cp des 
Korpers K Yon der Ordnung r kann auf eine und nur eine Weise 
in die Form gesetzt werden: 


<P 




wo c eine Konstante und P 1? P 2 , . . . P r die zu den Nullpunkten, 
P/, P 27 . . . P/ die zu den Unendlichkeitspunkten der Funktion <p 
gehorigen Primfunktionen bedeutet. Umgekehrt stellt jeder derartige 
Quotient eine Funktion des Korpers dar, falls die Null- und die Unend- 
lichkeitsstellen so gewahlt werden, dass der Punkt a nicht mehr wesent- 
liche Singularity der Funktion ist; die hierzu erforderlichen Bedingungen 
werden durch die Gleichungen des Abel’schen Theoremes gegeben 41 ). 

An Stelle der Weierstrass'schen Prim funktion fuhrt F. Klein Prim- 
formen ein, indem die unabhangige Yariabele x — ~ in einen Zahler 
und einen Nenner gespalten wird und homogene transcendente Funk- 
tionen Yon x 19 x 2 gebildet werden. Ist P^ — P|^ ein Integral dritter 
Gattung mit den Parametern fj, rj und den Argumenten x 7 y , welches 
Yertauschung von Parameter und Argument gestattet, setzt man 
ferner die Riemann’sche Flache als eine „kanonische“ Yoraus, auf 
welcher eine nur in den Verzweigungspunkten verschwindende ganze 
algebraische Form Gr(x lf x 2 ) existiert, und wird ^ — dtx 

gesetzt, so ist die Klein’sche Primform 


41) K. Weierstrass, "Werke 2, p. 235; vgl. auch F. Schottky , J. f. Math. 101 
(1887), p. 227 ; A. Brill u. M. Noether , Die Entwickelung d. Theorie der alge- 
braischen Funktionen, deutsche Math. -Ver. 3 (1894), p. 428. Eine Yeroffent- 
lichung der bisher nur in Yorlesungen bekannt gegebenen Theorie von Weier- 
strass ist in nahe Aussicht gestellt worden; bei der gegebenen Darstellung 
benutzte ich eine miindliche Mitteilung von A. Hurwitz. 
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pcc'j-dx, y-\-dy 

— d% x d£ y e xy (\imdx = O y lim dfy === 0). 

Dieselbe ist eine yon x 1} x%, y u y% abhangende Form, welcbe in jeder 
der beiden Yariabelenreiben die Dimension 1 hat nnd fur x = y i n 
erster Ordnung yerschwindet. Dieselbe hat im ITnterschiede yon der 
Weierstrass’schen Primfunktion keine Singularity, erhalt aber bei ge- 
schlossenen Umlaufen der Yariabelen transcendente Exponential- 
faktoren. Durch Einfuhrung yon „Mittelformen“ konnen die letzteren 
kompensiert werden 42 ). 

10 . Die Fundamentalgleic hung. Die Zerlegung der Grossen 
des Stammbereiches SI in Primdiyisoren des Korpers K wird durch 
die TJntersuchung der Fundamentalgleichung geliefert ; die Fundamental- 
gleichung ist diejenige Gleichung n ten Grades, welcher die Punda- 
mentalform 

(1) y = u ± y x + u 2 y 2 + * * ‘ + u my m 

und ihre Konjugierten geniigen, also die Gleichung: 

$( 0 ; %, • • • u m ) = (x — y) {x — y") • (a? — y^) = 0. 

Ist P ein Primelement des Stammbereiches, so ist es zu cliesem 
Zwecke erforderlich, die Funktion welche eine mit den TJnbe- 
stimmten X]U u ...u n gebildete ganze rationale Form des Stamm- 
bereiches ist, nach dem Modul P in Primfaktoren zu zerlegen. Dabei 
heisst eine Funktion $ nac ^ dem Modul P zerlegbar, wenn eine 
Kongruenz 

5 = 17 (mod. P) 

aufgestellt werden kann, d. h. wenn g — XY durch P teilbar ist; 
X und Y sind ebensolche Funktionen wie g. 1st namiich bei der 
Zerlegung in Primideale P = • • • }/'*, so gilt die Kongruenz 

(2) $ = P{ 1 Fg 2 ■ • • Pp (mod. P) , 

wo P t ... P r nach dem Modul P nicht weiter zerlegbar sind und 
die Funktion P h dem Primideal p h in der Weise entspricht, dass sie 
durch Einsetzen des Wertes (1) yon y in eine durch p h teilbare Form 
des Korpers K iibergeht 43 ). 


42) F. Klein, Math. Ann. 36 (1890), p. 1; Klc in- Fr idee, Vorlesungcn fiber 
die Theorie der Modulfunktionen, Leipzig 1892, 2, Abschn. 6, Kap. 1, § 9; 
Fj. Bitter , Math. Ann. 44 (1894), p. 261. 

43) Kronecker , Festschrift § 25 fill* unbesthnmt bleibende . . . u vi . Bede- 
kind, Grott. Abh. 1878; JD edekind- Weber , .1. f. Math. 92, §11 fur individuelle 
Werte von , u 2 , . . . u m , wo dann der Satz gewisse Einschrankungen er- 
fordert. 
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Die Diskriminante der Fundamentalgleichung ist eine rationale 
Form mit den Unbestimmten u 17 . . . u m , far welche der grosste ge- 
meinseliaftliclie Teiler der Koeffizienten gleich der Diskriminante der 
Gattung ist. Hieraus, in Yerbindung mit der Gleichung (2), folgt, 
dass die Gattungsdiskriminante alle und nur diejenigen Primelemente 
des Stammbereiches als Faktoren enthElt, welche durcb das Quadrat 
eines Prim divisors teilbar sind. Wenn in Gleichung (2) die zu dem 
Divisor P x P 2 • ♦ • P r gehorige algebraiscbe Form des Korpers K 
eine Norm besitzt, welche mit P k Equivalent ist 5 so ist die in der 
Gattungsdiskriminante aufgebende Potenz von P im allgemeinen gleicb 
P w “*; dock lasst der letzte Satz gewisse Ausnabmen zu ? wenn P 
gleicbzeitig ein Teiler eines der Exponenten e 17 . . . e r ist 44 ). 

11. Ausfuhrung der ar ithmetis chen Theorie im Einzelnen. 

Die dargelegten Grundziige der aritbmetiscben Tbeorie algebraiscber 
Grossen ist in ibren Prinzipien aus der Tbeorie der algebraiscben 
Zablen abstrabiert und bat bier in erster Linie ibre Kraft bewahrt 
(s. I C 4). Eine Ausfuhrung im einzelnen ist sodann denjenigen 
Korpern algebraiscber Funktionen zu Teil geworden, welcbe von einer 
Yeranderlichen abhEngen 45 ), wodurcb diese Tbeorie mit der der 
Riemann’scken Flachen in Wecbselbeziebung tritt (s. II B 2). 1st 

n m 

f(s, 0 ) = 0 die irreduktibele Gleichung, durcb welcbe eine uber der 
^-Ebene ausgebreitete w-blattrige Riemann’sche Flacbe bestimmt wird, 
so gebort zu jedem im Endlicben gelegenen Punkte ^ der Riemann- 
scben Flacbe ein Primideal p des Korpers der rationalen Funktionen 
von s und 0\ die Norm dieses Primideals ist der zugeborige Prim- 
divisor 0 — c des Stammbereicbes der rationalen Funktionen von 0 . 
Hangen in a Blatter der R. FI. zusammen, so ist 0 — c durch die 
a te Potenz von p teilbar, und die Gattungsdiskriminante D erhalt 
Also (nacb Nr. 10) die Potenz (0 — c) a—1 als Faktor; die Gattungs- 
diskriminante D enthalt biernacb die Normen aller im Endlicben ge- 
legenen Yerzweigungspunkte, jede in einer bestimmten durch die Ord- 
nung der Verzweigung angegebenen Potenz. Diese Beziebung wird eine 
noeh engere, wenn man mit K. Hensel die Elementarteiler der Deter- 
minante ]/D inBetracbt ziebt, welche stets gewissen Wurzeln ausganzen 
Funktionen von 0 Equivalent sind. Giebt es nEmlich fiir 0 — c je 
einen a, /3 ; y, . . . -blEttrigen Yerzweigungspunkt, so entbalten die 

44) Die in 43) genannten Abhandlungen und Dedekind, Gott. Abh. 1882 ; 
K. Hensel, J. f. Math. 113 (1894), p. 61, 128; Gott. Nadir. 1897, p. 247; J. f. 
Math. 117 (1898), p. 333. 

45) Dedekind - Weber 1. c. 
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Elementarteiler von ]/D gebrochene Potenzen yon z c, deren Ex- 
ponenten, abgeseben yon der Reihenfolge, durcb die Sequenzen 




0 , 


l 

r 



y — 1 


y ? ’ * ’ 


angegeben werden 46 ). Die unendlieh fernen Punkte der Riemann’scken 
Flacke konnen entweder durch lineare Transformation yon 0 oder indeiu 

man 0 = — in zwei bomogene Yariabele spaltet, in die Untersuchnng 

einbezogen werden. Die weitere V erfolgung dieser Gesichtspunkte in 
der Theorie der algebraischen Funktionen ftthrt zur Aufstellung der 
uberall endlichen Integrale des Korpers 47 ), sowie zur Beherrschung 
des Riemann -Roch’schen Satzes 48 ) und seiner Konsequenzen, und zur 
Auflos ung der dem algebraischen Gebilde f(s, g) = 0 eigenen Singula- 
ritaten 49 ). 

Auf die Theorie der zu einem Systeme von Grundformen gehorigen 
Invarianten hat die Korpertheorie I). Hilbert angewandt [II B 2, Nr. 6], 
Die Gesamtheit dieser Invarianten bildet einen Korper, aus welchem 
man x ganze rationale Invarianten ■ ■ ■ Jit so auswahlen kann, 

dass jede weitere ganze rationale Invariante eine ganze algebraische 
Funktion eines durch J 1} J 2) . . . J K und eine weitere Invariante J be- 
stimmten Funktionenkorpers ist. Die Zahl x ist dabei gleich dem 
Uberschuss der Anzahl der Koeffizienten der Grundform fiber die 
Anzahl der Parameter der kontinuierlichen Gruppe der linearen Trans- 
formationen; der Grad h des Invariantenkorpers lasst sich mit Hilfe 
der spater zu erwahnenden charakteristischen Funktion eines Formen- 
systemes in den einfachsten Fallen bestimmen. Da die Invarianten 
J v ... <7* hiemach die Eigenschaft haben, dass ihr Yerschwinden 
das Yerschwinden aller Invarianten zur Folge hat, so kann die Auf- 
gabe der Bestimmung eines vollstandigen Systemos der Invarianteij 
der Grundform zurfickgefuhrt werden auf die Aufstellung gewisser 
„kanonischer Nullformen", welche dadurch charaktcrisiert sind, dass 
ihre samtlichen Invarianten verschwinden und dass umgekehrt jede 


46) J. f. Math. 115, p. 254 (1895). Analoge Siit./.o gel ten nach noch nieht 
vollstandig publicicrten Untersuchungen K. Hcmel'x auch in dem Falle, dass der 
Stammbereich SI der Korper der rationalen Funktionen inchrcrer V eriinderliclier 
oder ein Gattungsbereich ist. J. f. Math. 117, p. 333, 340; 118, p. 173 (1897,98). 

47) Hensel , J. f. Math. 117, p. 29 (1896). 

48) G. Lctndsberg , Math. Ann. 50, p. 333, 577 (1897). 

49) Kronecker, J. f. Math. 91, p. 301 (1881) — Worke 2, p. 193; vgl. 
F. Klein’s autographierte Yorlesung iiber Riemann’sche Fliichen 1891 — 92, Gott., 
I. Tell, Abschnitt 4 u. 5. 
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Form mit Yersckwindenden Invarianten in eine Yon ihnen transfor- 
miert werden kann 50 ). 

12 . Zusammenhang mit der Theorie der Modulsysteme und 
algebraischen G-ebilde. Die Satze Yon Nr. 10 lekren, dass die Zer- 
legung eines PrimdiYisors P des Stammkereickes £1 in algekraiscke 
PrimdiYisoren des Korpers K zuruckgefukrt werden kann auf die 
Zerlegung ganzer rationaler Funktionen nack dem Primmodnl P. 
Die Tkeorie der algehraiscken Korper tritt kierdurck in Beziekung 
mit der ganz im rationalen Grebiete operierenden Theorie der Modul- 
systeme , Yon welcker auck die weitere Ausgestaltung der Korper- 
tkeorie abkangig ersckeint. 

13 . Elementare Eigenschaften der Modulsysteme. Sind M \ 

Jf 2 , . . . M k ganze Funktionen der unabkangigen Veranderlicken 

x 1} # 2 , . . . x n , so keisst M durck das Modulsystem 
Wl - M„... M k ) 

teilbar, falls eine Grleickung bestekt: 

(1) M = X ± M x + X,M, + • • * + X k M k , 

in welcker X 1} X>, . . . X k ebenfalls ganze Funktionen von x l7 # 2 , . . . x n 
sind 51 ). Dabei konnen die Koeffizienten Yon X u Xg, . . . X k entweder 
einem bestimmten Rationalitatsb er eicke oder einem bestimmten Inte- 
gritatsbereiche zugewiesen werden, welckem auck die Koeffizienten 
von M ly . . . M k angekoren miissen. Diesen beiden Fallen entspreckend 
untersckeiden wir gelegentlick zwiscken einer TeiTbarkeit erster Art 
und meiter Art 52 ). Wenn die Differenz zweier Funktionen M — M r 
durck 9ft teilbar ist, so keissen M und M' einander kongruent nack 
dem Modulsystem 9ft: M = M' (mod. 3ft). 

Das Modulsystem £ft = (N 17 N 27 • • • N h ) keisst darch 3ft teilbar, 
falls jede seiner Funktionen durck 3ft teilbar ist. Sind zwei Modul- 
systeme durch einander teilbar, so heissen sie (absolut) dquivalent 7 
weil die Gresamtkeit der durck das eine und der durck das andere 
Modulsystem teilbaren Funktionen dieselbe ist. Sind 9ft und 5ft be- 
liebige Modulsysteme, so kat man kiernack unter dem grossten ge- 
meinsamen Teller der beiden Modulsysteme das Modulsystem 
a = (2ft ? 91) = M k} N tr >. JWi) 


50) Math. Ann. 42, p. 313 (1892). 

51) Festschrift § 20. 

52) Diese Unterscheidung , welche yon Kronecker nicht ausdriicklich ge- 
macht wird, wird notwendig, sobald es sich urn die strenge Einfnhrung des 
Stufenbegriffes handelt. 
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zu verstehen. Andererseits hat man unter dem kleinsten gemeiu- 
schaftlichen Yielfachen von 9k und 91 dasjenige Modulsystem ZU yer- 
stehen, w6lch.es der grosste gemeinsame Teiler aller sowohl durch 
als durch -Jl teilbaren Modulsysteme ist. 

Aus zwei Modulsystemen 9k und 91 kann man ein Produkt bilden: 
sp = . 9fi = • • • M k N u M t N 2 , ■ • • M k N 2 , • • M k N h ), 

durch welches jedes Produkt einer durch 9k und einer durch 91 teil- 
baren Funktion und jede Summe solcher Produkte teilbar ist. Das 
Produkt zweier Modulsysteme ist durch jeden seiner Faktoren teilbar; 
aher wenn ein Modulsystem 5)3 durch 9k teilbar ist, braucht es nicht 
als Produkt von 9k und einem zweiten Modulsystem 91 darstellbar 
zu sein 53 ). 


14- Der Stufenbegriff. Primmodulsysteme. Fiir die weitere 
Untersuchung ist die Einfuhrung des Begriffes der Stufe oder des 
Ranges fundamental. Mit jedem Modulsystem 9k ist ein System von 
Gleichungen M 1 = 0, M% = 0, • • ■ M k = 0 gegeben, durch welches ein 
algebraisches Gebilde aus der Mannigfaltigkeit der Variabelen x u . . . x n 
ausgesehieden wird. Werden durch diese Gleichungen v Yariabele 
als algebraische Funktionen der frei bleibenden n — v iibrigen Varia- 
belen hestimmt, so heisst das Gleichungssystem von der v tea Stufe, 
und es definiert alsdann eine (n — v)-fache Mannigfaltigkeit. Das 
Gleichungssystem kann aber auch Mannigfaltigkeiten verschiedener 
Dimension nebeneinander definieren, in welehem Falle das Modulsystem 
ein gemischtes heisst und mehrere Stufenzahlen erhalt. Wenn ins- 
besondere die Funktionen M x linear e homogene Funktionen der Varia- 
belen x 1} . . . x„ sind, so ist die Stufenzahl des Gleichungssystemes 
identisch mit der in der Determinantentheorie angewendeten Stufen- 

oder Rangzahl der Matrix der Koeffizienten: 

(dem hochsten Grade nicht verschwindender Unterdetcrminanten, vgl. 
I A 2, Nr. 24; IB lh, Nr. 9,26). 

Die Bestimmung der Stufenzahl geschieht durch die allgemeine 
Theorie der Elimination [s. I B 1 b, Nr. 6—9 ] 51 ). Kronecker fuhrt, um die 


53) Festschrift §§ 20 u. 21. 

54) Kronecker legt im wesentlichen die allgemeine Eliminationstlieorie 
Et. Bezout’s (Theorie gtSndrale des equations algebriqucs, Paris 1779) zu Grunde, 
welche in den Lehrbiichern yon J. A. Serret (Algebra, deutscli v. Wertheim 1868, 1, 
Kap. 4) und Fad di Bruno (Theorie generale de lYdimination, Paris 1859) in 
modernerer Weise durchgefiihrt ist. Ansfuhrungen zur allgemeinen Theorie cler 
Elimination, welche in neuerer Zeit wenig bearbeitet zu sein scheint, geben 
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Gleicbungssysteme yerscliiedener Stufe von einander zu sondern, eine mit 

n Unbestimmten u lf . . . u n gebildete Hilfsgrosse x = u 1 x 1 ~~\ f- u n x n 

ein, eine Operation, welcbe der Einfubrung der „Grleiclmng“ eines Punktes 
in der analytiscben Greoinetrie analog ist 55 ), und verfabrt dann folgender- 
massen. Es wird mit Hilfe der Grrosse x aus den Grleicbungen M t = 0,** 
Mk — 0 die Yariabele x n eliminiert und ans den entstebenden Grlei- 
cbungen ibr grosster gemeinscbaftlieber Teiler F x (x- x 19 . . . x n —i) 
berausgeboben; derselbe giebt, gleicb Null gesetzt, die Resolvente erster 
Stufe, da x als algebraiscbe Funktion von x ly ... x n ^± dargestellt 
wird. Aus dem von dem gemeinsamen Faktor befreiten Grleicbungs- 
system werden mit Hilfe neuer TTnbestimmter U ly . . . U kj V l9 . . . Vk 
zwei lineare bomogene Yerbindungen gebildet; sodann wird # w _i 
eliminiert und aus den Koeffizienten der als Eliminationsresultat 
entstebenden Funktion der U und V wieder der grosste gemein- 
same Teiler F%(x] x ly . . . x n — 2 ) berausgeboben; derselbe giebt, gleicb 
Null gesetzt, die Resolvente zweiter Stufe, da x n —i und x n als alge- 
braiscbe Funktionen der iibrigen Yariabelen bestimmt werden. So 
fortfabrend, erhalt man die Resolventen erster, zweiter, . . . v ter Stufe 

JE x (x’j x x , • • • Xn — i) ■ — 0, F% (x \ — 2 ) === 0, • • * F v (x y , • • ■ X,i — ===: 0 

und ibr Produkt F x F 2 . . . F vy die Gesamtresolvente des Systemes. 
Setzt man in einer Resolvente fur x seinen Wert , 'SukXk , so erbalt 
man durcb die Koeffizienten der so erscbeinenden Funktion von 
... u n ein jener Resolvente aquivalentes Grleicbungssystem. Da 
man in der Gresamtresolvente fiir die Unbestimmten u ly ... u n stets 
n + 1 Wertsysteme u x = af® • • • u n = aPf (Ji = 1, 2, • • • n + 1) so 
einsetzen kann, dass die entstebenden n + 1 Grleicbungen nur durcb 
das Yerscbwinden aller Koeffizienten befriedigt sein konnen, so folgt: 
Jedes Gleicbungssystem mit n Yariabelen ist stets durcb ein System 
von bocbstens (n -(- 1) Grleicbungen ersetzbar 56 ). 


J. Mollc, Acta math. 6, p. 1 (1885) und J. Hadamard , Acta math. 20, p. 201 
(1896); ygl. auch Borel et Brack , Introduction a 1’ etude de la theorie des nomhres 
et de Talgebre supdrieure, Paris 1895, p. 205 ff. Eine vollstandige tJbersicht 
iiber alle bisherigen Ergebnisse der Eliminationstheorie giebt neuer dings Netto 
in der 1. Lief, des 2. Bandes seiner Algebra. 

55) Die Einfuhrung dieser Hilfsgrosse geht bereits auf S. B. Poisson (Ec. 
polyt. J. cah. XI, p. 199 [1811]) und J. Liouville (J. de math. t. XH, p. 68 [1847]) 
zuriick. 

56) Festschrift § 10. K. Th. Vaklen hat an dem Beispiele einer rationalen 
Raumkurve 5. Ordnung mit einer Quadrisekante ( n — 3), welche erst als Schnitt 
von Yier Flachen isoliert werden kann [HI C 7], gezeigt, dass die Maximalzahl 
n 1 unter Umstanden wirklich erreicht wird (J. f. Math. 108, p. 346, 1891). 
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Das Modulsystem $01 = M 2 , . . . M h ) erkalt dieselbe Stufen- 

zahl, wie das zugekorige Gleickungssystem, falls es sick um die Teil- 
barkeit erster Art kandelt. Sind aber • • - Af* ganze ganszahlige 
Funktionen und sollen auck die Koeffizienten . . . A* in Gleickung (lj 
der Nr. 13 als gauze ganzzaklige Funktionen bestimmt werden, 
so erkalt man die Stufenzakl des Modulsystems, indem man die des 
Gleickungssystemes um eine Einkeit erkokt. Wakrend also im ersten 
Dalle die kockste Stufenzakl n ist, ist sie im Falle der Teilbarkeit 
zweiter Art n - f- l. 67 ) 

Der Stufenbegriff ist fur die Definition des Primmodulsystemes 
massgebend. Betracktet man die Modulsysteme mit einer bestimmten 
Anzakl von Veranderlicken und von bestimmter Stufe, so keisst ein 
solckes ein Primmodulsystem oder ein irredulvtibeles System, falls alle 
Modulsysteme, die in ikm entkalten sind, entweder mit ikm aquivalent 
oder von kokerer Stufe sind 58 ). Wenn ein Produkt zweier Faktoren 
durck ein Primmodulsystem teilbar ist, so ist einer der beiden Faktoren 
durck das Primmodulsystem teilbar. 

Ein Glei ckungs system keisst irreduktibel, falls das zugekorige 
Modulsystem irreduktibel ist, eine Definition, weleke die friiker ge- 
gebene ersetzen kann (s. Nr. 3). 

Der Fall, dass ein Gebilde v tei Stufe zu seiner Darstellung mehr 
als v Gleickungen erfordert, tritt besonders liaufig dann auf, wenn 
das Gebilde durck das Versckwinden samtlieker Determinanten r ta 
Ordnung einer gegebenen Matrix bestimmt wird. Die Theorie der- 
artiger „besckrankter Gleickungssysteme" ist vorzugsweise von A. Cayley, 
G. Salmon, S. Roberts, A. Brill ausgebildet worden 59 ). Das Haupt- 
interesse war hierbei der Bestimmung der „Ordnung“ eines derartigen 
Gleickungssystemes zugewendet; Ordnung eines Gleickungssystemes 
v tM Stufe ist die Anzakl der Punkte, weleke das zugekorige alge- 
braiseke Gebilde mit einem linearen Gleichungssystem (n — vf* 
Stufe gemein kat. Dasselbe Ziel verfolgt mit abzalilenden Metkoden 

Fur n — 2 steht der Satz in Ubereinstimmung mit, dem Dedelcind - Weber’ soh.en 
Satze, dass jedes Ideal des Funktionenkorpers als griisster gemeinsamer Teller 
zweier Hauptideale dargestellt werden kann (J. f. Math. 92, § 0, 2). 

57) Festschrift § 21 (Ende), § 22 VII. J. f. Math. 01) (1880), p. 836. 

58) So ist die inkorrekte Begriffsbestimmung der Festschrift (§ 21, VI) im 
J. f. Math. 99, p. 337 (1885) modihziert worden. 

59) A. Cayley y Math. Papers 1, p. 457 = Carnb. and Dubl. math. J. 4, p. 132 
(1849); G. Salmon , Lessons introductory to the modern higher Algebra, 2. ed. 
1. XXII u. XXIII (deutsch v. W. Fiedler , 2. Aufi. 1877); & Huberts, J. f. Math. 67 
(1867), p. 266; A. Brill , Math. Ann. 5, p. 378 (1872); 36, p. 321 (1890). S. noch 
W. Ft. Meyer , Bremer Naturf.vers. Verb. 1890. 
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in seiner Greometrie der Anzahl 3. Schubert , dessen Resultate aber 
genanerer Nachprufung bediirfen 60 ). 

15. Zerlegung in Primmodulsysteme. Diskriminante eines 
Modulsystemes. Es entsteht die Frage, ob ein gegebenes Modul- 
system als ein Produkt yon Primmodulsystemen darstellbar ist. Dies 
ist.im allgemeinen nicht moglich, gelingt aber unter gewissen Be- 
dingungen, deren wichtigste die folgende ist. Bildet man zu einem 
reinen Modulsystem 61 ) 9ft = (M t , • • • M k ) v tex Stufe die Resolvente 

x 1? . . . x n ~ v ) und ermittelt die Diskriminante der Resolvente (in 
Bezug auf x), so ist dies eine Funktion von x 19 . . . welche die 

Diskriminante des Modulsystemes heisst 62 ) und deren identiscbes Ver- 
schwinden charakteristiscb dafiir ist, dass die mebrfacben Punkte der 
Mannigfaltigkeit M x — • • • — M k — 0 eine Mannigfaltigkeit gleicb 
bober Stufe bilden. Verschwindet die Diskriminante des Modul- 
systemes nicht, so kann man dasselbe als Produkt von Primmodul- 
systemen darstellen, eine Zerlegung, welebe der Zerlegung der Resol- 
vente in Primfaktoren genau parallel verlauft 63 ). 

Wenn der Rang des Modulsystemes 9ft gleicb n ist, so bat 
E. H. Moore gezeigt, dass man dasselbe stets — einerlei ob seine 
Diskriminante von Null verscbieden ist oder nicht — als ein Produkt 
von „einfachen“ Modulsystemen darstellen kann; ein einfacbes Modul- 
system ist bierbei ein solches, dessen Funktionen nur fur einen ein- 
zigen Punkt (| 1; . . . | w ) Null werden 64 ) (vgl. Nr. 21). 

Verscbwindet die Diskriminante eines Modulsystemes 9ft, so giebt 
es stets eine ganze Funktion X, die selbst nicht durcb 9ft teilbar ist, 
von welcber aber eine Potenz durcb 9ft teilbar wird — und um- 
gekebrt. Cbarakteristiscbe Eigenscbaft der Nicht-Primmodulsysteme 

60) Kalkul der abzahlenden Geometrie, Leipzig 1879. Das Prinzip der 
„Erhaltung der Anzahl u , welches den Schubert’schen Abzahlungen zu Grunde 
liegt, ist nach einer Bemerkung F. Klein's algebraisch formulierbar ; s. Weber, 
Algebra 1, § 51. 

61) Es handeltsich von jetzt ab bis auf weiteres urn Teilbarkeit erster Art. 

62) J. Mollc, Acta math. 6, chap. IV. 

63) Die Diskriminante eines Modulsystemes kann auch als Eliminations- 
resultante besonderer Gleichungssysteme definiert werden; Kronecker, Berl. 
Sitzungsber. 1888, p. 451 X. Der hier definierte Begriff der Diskriminante ist 
iibrigens genau zu scheiden von dem, was man in der analytischen Geometrie die 
Diskriminante einer Kurve, Flache (allgemein einer Mannigfaltigkeit erster Stufe) 
nennt; dies ist diejenige irreduktible Funktion der Koeffizienten, deren Ver- 
schwinden das Auftreten von Singularitaten , d. i. die Existenz einer Mannig- 
faltigkeit mehrfacher Punkte von hoherer Stufe anzeigt. 

64) N Y. Bull. (2) 3 (1897); 10, p. 372. 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. 
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ist es hiernach, dass stets zwei ganze Funktionen existieren, die nicht 
durch das Modulsystem teilbar sind, in deren Produkt aber das Modul- 
system aufgeht 65 ). 

Yerschwindet die Diskriminante des Modulsystemes 3K nicht, so 
giebt sie, gleich Null gesetzt, diejenigen Werte von at u ...x n ^ V} zu 
welchen melirfacke Punkte der Mannigfaltigkeit gehoren. Diese, 
die Diskriminantenmannigfaltigkeit (Diskrimin antenfldche) ist alsdann 
eine unter Wl entbaltene Mannigfaltigkeit hoherer Stufe. In dem be- 
sonderen Falle einer Gleichung n ien Grades mit einer Unbekannten 
und n-\-l bomogenen unbestimmten Koeffizienten (wobei die n Wurzeln 
als Funktionen der n + 1 Gleichungskoeffizienten zp. betracbten sind) 
bat Hilbert 66 ) die Diskriminantenmannigfaltigkeit auf Ordnung und 
Bescbaffenbeit ibrer Singularitaten untersucht; die Bedeutung der 
Diskriminantenmannigfaltigkeit fur die Realitat der Wurzeln bat 
Kronecker in Betracbt gezogen 67 ). 

16. Anwendungen der Modulsysteme. Komplexe Zahlen mit 
mehreren Einheiten. Wenn zwei Modulsysteme 2ft = (M u Af 2 , • . • M k ) 
nnd 2ft ' = (JMiV • • Jf*') Equivalent sind, so sind aucb die zugehorigen 
Gleicbungssysteme aquivalent, d. h. jede Losung des einen Systemes 
ist aucb eine solcbe des anderen. Umgekehrt fuhren oftmals Glei- 
cbungssysteme, deren Aquivalenz von vornherein bekannt ist, auf 
aquivalente Modulsysteme. Z. B. lasst sich die Bedingung daflir, dass 
zwei quadratiscbe Systeme von je n 2 Elementen reciprok sind, in 
zweifacher Weise durcb n 2 Gleichungen ausdriicken und die ent- 
sprechenden Modulsysteme von je n 3 Funktionen lassen sich als aqui- 
valent erweisen 68 ). Ebenso fuhrt die Annahme, dass ein quadratiscbes 
System von n 2 Elementen orthogonal ist, auf zwei verschiedene Modul- 
systeme von je Y n (n- (- 1) Elementen, deren Aquivalenz erwiesen 

werden kann 69 ). In abnlicber Weise lasst sich die Bedingung dafiir, 
dass zwei ganze Funktionen w tou Grades $$ (x) und F(a:) von x einen 
grossten gemeinsamen Teiler m tou Grades W {m) (r) liaben, so umsetzen, 
dass bei unbestimmten Koeffizienten W {v, Hx) als grbsster gemein- 
schaftlicher Teiler von 9S(ic) und V(x) nach einem gewissen Modul- 

65) Kronecker , Berl. Sitzungsber. 1888, p. 458 ft’., XII XV. 

66) Math. Ann. 30 (1887), p. 437 (I B 1 b, Nr. 18). 

67) Berl. Monatsberichte 1878, p. 05 — Werke 2, p. 37 (Ernie). Vgl. Weber, 
Algebra 1, § 78. 

68) Kronecker , J. f. Math. 107 (1800), p. 254; Netto, f. Math. 108, 
p. 144 f. (1891). 

69) Kronecker , Berl. Sitzungsber. 1890, IX u. X; J. I*. Math. 107 J. c. 
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systeme 3K dargestellt werden kann, dessen Elemente aus ganzen 
Funbtionen der Koeffizienten yon SB (a?) und Y(x) bestehen, welche, 
gleich Null gesetzt, eben jene Bedingung fur die Existenz des Teilers 
m tex Ordnung ergeben 70 ). Der Gewinn dieser Betracbtungsweise be- 
stelit darin, dass man die fur den grossten gemeinsamen Teiler zweier 
ganzer Funbtionen geltenden Satze obne weiteres auf Kongruenzen 
nacb irgend welchem Primmodulsysteme iibertragen, also z. B. die 
Bedingung dafiir aufstellen kann, dass zwei gauze ganzzahlige Funb- 
tionen yon x modulo einer Primzabl p einen grossten gemeinsamen 
Teiler m teu Grades baben. — 

Eine andere Anwendung der Modulsysteme bestebt in der Auf- 
stellung aider Systeme komplexer Zablen mit mebreren E inh eiten, in 
welchen bommutative Multiplikation stattfindet (s. I A 4). Jedes reine 
Modulsystem 9K n tQV Stufe mit n Yariabelen besitzt ein endlicbes 
Restsystem, d. b. es giebt v ganze Funbtionen f l7 . . ,f vy sodass 
jede ganze Funbtion f der n Yariabelen auf eine und nur eine Weise 
in die Form gesetzt werden kann: 

f=c o + c ifi + hh -4 h c v fv (mod. SR), 

wo c 0 ,c 1} . . . c v Konstanten bedeuten. Da biernacb aucb jedes Produkt 
fgfh einer linearen Funktion yon f l7 ... f v kongruent ist, so erhalt man, 
wenn man f l7 ... f v durcb v komplexe Einbeiten e l7 ... e v und die 
Kongruenz durcb eine Gleicbung ersetzt, ein komplexes Zablsystem 
mit (y + 1) Einbeiten 1, e l7 ... e v und yertauscbbarer Multiplikation. 
Umgekebrt bat Kronecker gezeigt, dass jedes derartige Zablsystem 
auf ein Modulsystem v tQT Stufe mit v Yariabelen fubrt 71 ). Die yon 
K. Weierstrass 72 ) , B. Dedekind 73 ), J. Petersen 74 ) yorber betracbteten 
Falle komplexer Zahlsysteme bezieben sicb auf solcbe Modulsysteme, 
deren Diskriminante yon Null yerscbieden ist. 

17. Dedekind’s Theorie der Moduln. An die Stelle der Modul- 
systeme tritt in der Dedekind 3 schen Tbeorie die Theorie der Moduln, 
welche jedoch nicht in gleicher Allgemeinbeit ausgearbeitet yorliegt, 
sondern dem jeweiligen Zwecke der Untersuchung angepasst ist. 


70) Kronecker , J. f. Math. 99, p. 328 (1886) fur die Methode der rekur- 
renten Reihen; Netto, J. f. Math. 104, p. 321; 106, p. 81 (1889/90); Hamburger 
Festschrift 1890, p. 36 fur die Euler ' sche Eliminationsmethode (IB lb, Nr. 9). 

71) Kronecker , Berl. Sitzungsber. 1888: zur Theorie der allgemeinen kom- 
plexen Zahlen und der Modulsysteme (p. 429. 447. 557. 595. 983). 

72) G-ott. Nachr. 1884, p. 395 = Werke 2, p. 311. 

73) Gott. Nachr. 1885, p. 141; 1887, p. 1. 
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Ein System von unendlich vielen Zahlen heisst ein ( Zahlen -) 
Modul, falls mit irgend zwei Zahlen auch ihre Summe und ihre 
Differenz dem Systeme angehort 75 ). Von besonderer Wichtigkeit sind 
die endlichen Moduln [a ±) cc 2 , . . - a n ] ; welche aus alien Summen ganz- 
zahliger Vielfacher von a lP cc 2 , . . . cc n bestehen. Zwei Zahlen p und a 
heissen einander kongrnent nach dem Modul a (p = <3 (mod. a)), falls 
die Differenz p — 6 dem Modul a angehort; alle Zahlen, welche 
einander kongruent sind, werden in eine Zahlklasse mod. a zusammen- 
gefasst. Ein Modul a heisst durch einen Modul 6 teilbar, wenn 
jede Zahl von a auch dem Modul 6 angehort. Zu irgend zwei 
Jkfoduln a und 6 giebt es einen grossten gemeinsamen Teiler b 
und ein kleinstes gemeinsames Vielfaches m; der erste Modul (b) 
besteht aus alien Zahlen, welche als Summe einer Zahl aus a 
und einer Zahl aus B dargestellt werden konnen (in Zeichen 
b = a -f- 6)? der zweite (nt) aus alien Zahlen, welche sowohl dem 
Modul a als dem Modul B angehoren (i. Z. m — a — 6). Aus irgend 
zwei Moduln a und 6 kann man ein Produkt a 6 und einen Quo- 

tienten bilden: das Produkt besteht aus alien Produkten einer 

u 

Zahl aus a und einer Zahl aus 6 und alien Summen derartiger 
Produkte, der Quotient besteht aus alien Zahlen fur welche der 
Modul ph durch a teilbar wird. Von besonderer Wichtigkeit ist der 
Fall, wenn zwei Moduln a und 6 zu einander in einer solchen Be- 
ziehung stehen, dass der Modul a in eine endliche Anzahl von s Zahl- 
klassen aufgelost werden kann, deren jede lauter einander nach dem 
Modul 6 kongruente Zahlen enthalt; die Zahl s wird dann durch (a, 6) 
bezeichnet 76 ). Auf diesen grundlegenden Begriffen und den daraas 
folgenden Gesetzen beruht die Dedekind’sche Theorie der in einem 
Zahlkorper enthaltenen Ideale. 

In der Theorie der Zahlkorper treten wahrend der ganzen Dauer 
einer Untersuchung iiberhaupt nur solche endliche Moduln auf, welche 
Vielfache eines als fest anzunehmenden Moduls o ~= I'ctfjj m 2 , . . . ©J 
sind. Jedem derartigen Modul [cq, ... a r \ — a entspricht eine 

bestimmte Matrix A der zu den Zahlen a gehdrigen ganzzahligen 
Koeffizienten und wenn a teilbar durch b ist, so stehen auch die ent- 


75) Zahlentheorie §§ 168—172. 

76) Eine Verallgemeinerung des Moduli xigriffes und des Rymboles (a, B) in 

dem Sinne, dass in der Linearfonn x l oc l -f- + •••-)- x n a n , die zu dem 

Modul [ofj, ... aj gehort, die Koeffizienten . . . x n Ixdiebige ganze Zahlen 
eines Zahlkorpers sein dtirfen, giebt Dedekind in den (iott. Nach rich ten v. 1895 
(p. 183). 
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sprecbenden Matrices A und B in einer Teilbarkeitsbeziebung. Die 
Tbeorie der Moduln tritt bierdurcb in Zusammenliang mit der von 
Gr. Frobenius ausgebildeten Tbeorie der linearen F ormen mit ganzzabligen 
Koeffizienten [I C 1]; die bieraus fur die Tbeorie der Moduln zu ge- 
winnenden Resultate bat E. Steinit# einer Bearbeitung unterzogen 77 ). 

Analoge Satze gelten aucb fur Funktionenmoduln . Hier baben 
Dedekind und Weber den Fall bebandelt, dass die Basis des Moduls 
[cq, cc 2 , . . . a n ] aus algebraiscben Funktionen einer Yeranderlicben x 

bestebt, und dass die Koeffizienten x 1} . . . x n der Linearform x 1 a 1 -f 

-f- x n Un irgend welcbe ganze rationale Funktionen von x sind 78 ). 

18. Satze von Hilbert. Einen wesentlicben Fortscbritt bat die 
Tbeorie der Modulsysteme durcb einige Satze von D. Hilbert erfabren, 
welcbe die Bedingungen feststellenf unter denen ein vorgelegtes System 
von unendlicb vielen Funktionen auf ein Modulsystem zuruckfubrbar 
ist. Die Satze von Hilbert bezieben sicb, ibren invariantentbeore- 
tiscben Zwecken gemass, zunacbst auf ganze rationale homogene Funk- 
tionen von n Yariabeln, und es ist also der Ausdruck ; ,Form“ im 
folgenden wieder in der iiblicben Bedeutung der Invariantentbeorie 
zu versteben. Ein System von Formen wird ein Modul genannt, 
wenn jedes Produkt einer Form des Systemes mit einer beliebigen 
anderen, nicht notwendig zum Systeme gehorigen Form, sowie jede 
in den Yeranderlicben x ly ...x n bomogene Summe solcber Produkte 
wiederum dem Systeme angebort. Nun gelten folgende drei Haupt- 
satze 79 ): 

I. Aus jedem beliebigen Formensysteme (also aucb aus jedem 
Modul) lassen sicb stets m Formen F ly F 2 , . . . F m so auswablen, dass 
jede andere Form F des Systemes durcb lineare Kombination jener 
ausgewahlten Formen erlialten werden kann: 

F — A t F t + A 2 F 2 -)-*** + A m F m . 

Dieser Satz gilt aucb nocb, wenn das Formensystem aus ganzzahligen 
Formen bestebt und wenn die Koeffizienten A ly . . . A m der gleicben 
Forderung unterworfen werden 80 ). 

77) G. Frobenius , J. f. Math. 86, p. 174; 88, p. 96 (1878/79); E. Steinitz , Math. 
Ann. 52, p. 1 (1899). 

78) J. f. Math. 92, p. 194—206 (§§ 4—6). 

79) Satz I und II und seine Konsequenzen in Math. Ann. 36, p. 473 (1890); 
Satz III und seine Anwendungen Math. Ann. 42, p. 313 (1892) [I B 2, Nr. 6]. 

80) Weitere Ausfiihrungen zu diesem Satze geben P. Gordan , Math. Ann. 42, 
p. 132 (1892); A. Gajpelli , Nap. K (3) 2 (1896), p. 198, 231 (Erweiterung auf 
Potenzreihen). 
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Jeder Modul ist hiernach auf ein Modulsystem zuruckfiihrbar- 
z. B. ist das System der durcb eine algebraische Raumkurve bin. 
durehgelegten Flachen von der Art, dass die zugeborigen algebrai- 
schen Formen einen Modul bilden und also durcb lineare Kombination 
einer endlioben Anzabl unter ihnen erbalten werden konnen. Eiue 
weitere Konsequenz ist der auf lineare Grleicbungen beztigliche Satz: 

Die samtlicben ganzen Losungen eines vorgelegten Gleichungs- 
systemes : 

(1) F n X, + F tz X, + • • • + F tmW X mW = 0 (t = 1, 2, ■ • • m ) > 

in welcbem die Koeffizienten F n , . ■ ■ F jm a) gegebene Formen von 
x lf x % , . . . x„ sind, lassen sich aus einer endlicben Anzahl von Losungen 

(2) X x = X 1 , , X 2 - X 2s , • • • X 4m = X m(1 ), , (s = 1, 2, • • - 

linear und homogen in der Gestalt 

(3) X h ~A 1 X hl + A a X ti + --- + A m wX hi m(2) (h = l,2,... »W) 

zusammensetzen. Dabei ersclieint jedes Losungssystem im allgemeinen 
in mehreren Arten in der Gestalt (3), indess lasst sich die Mannig- 
faltigkeit der verschiedenen Darstellungen eines und desselben Losungs- 
systemes vermoge des folgenden zweiten Hauptsatzes ubersehen. 

II. Ist ein Gleicbungssystem der Gestalt (1) vorgelegt, so fiilirt 
die Aufstellung der Bedingungen, unter welcher eine Losung von (1) 
einer mebrfacben Darstellung (3) fahig ist, zu einem zweiten Systeme 
von mb) Gleicliungen der namlichen Gestalt 

(4) J7 X + X 7i2 U 2 + - • • + X /i)Wi(2) U mW = 0 (h = 1, 2, . . . «M); 

aus diesem zweiten Gleichungssysteme entspringt in gleiclier Weise 
ein drittes abgeleitetes Gleicbungssystem u. s. f. Das so begonnene 
Verfahren erreicht bei weiterer Fortsetzung stets ein Unde und zwar ist 
spatestens das n te abgeleitete Gleicbungssystem ein solches, welcbes 
keine Losung mebr besitzt. Durcb diesen Satz wire! es moglich, die 
Gesamtbeit der durcb ein gegebenes Modulsystem \F i9 F 2J . . . F m \ teil- 
baren Formen in der Weise zu uberseheu, dass man entscheiden kann, 
welche Formen in mehrfacher Weise als lineare homogene Funktionen 
von F l7 . . . F m dargestellt werden konnen. Es gelingt infolge dessen 
auch 7 die Anzahl der von einander unabhdmjigen Bedingungen zu be- 
stimmen, welcben die Koeffizienten einer Form der Ordnung R ge- 
niigen mussen, damit sie in dem Modul | 7 y \ 7 . . . F m \ gelegen sei. 
Diese Zahl ist fur geniigend grosse Werte der Zalil It eine gauze 
Funktion von R mit rationalen Zablkoeffizienten ; sie wird charaUe- 
ristische FunMion des Moduls genannt und mit %(R) bezeichnet. Ist d 



18. Satze von Hilbert. 311 

die Dimension des durcb die Gleichungen F ± — 0 , • • • F m — 0 be- 
stimmten algebraiscben Gebildes, so ist 

%(R) = Xo + ) + fo ( 2 ) 4 

hierbei bedeutet die Binomialfunktion — ' ^ ~ ~ s i. 

lo, %i , • • • Id sind ganze, dem Modal [F u F 2 , . . . Fm\ eigentiimlicbe 
Zahlen, und zwar ist % d die Ordnung des algebraischen Gebildes, d. i. 
die Anzabl der Wertsysteme, welcbe das algebraiscbe Gebilde mit 
einer linearen Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1 — d gemein 
hat, wabrend % 0} % x , • • - Xa—i £iit den Gescblecbtszablen des algebrai- 
scben Gebildes in Znsammenbang steben. 

Die cbarakteristiscbe Funktion stebt in Wecbselbeziebung zu den 
fundamentalen Anzablbestimmungen der analytiscben Geometric, z. B. 
ist fur eine doppelpunktslose Raumkurye G yon der Ordnung m und 
dem Gescblechte p %(R) = — p + 1 -f - die Anzabl der Be- 
dingungen, welcbe einer Flache R ter Ordnung auferlegt werden mussen, 
damit sie durcb C gebe [III C 5, 7]. Bildet man aus zwei Moduln 2ft 
und 21 den grossten gemeinsamen Toiler Q, und das kleinste gemeinsame 
Vielfacbe so ist (R) + X® (R) = (R) + X® (R)- Geboren 2ft 

und 21 zu zwei doppeltpunktslosen Raumkurven Cm und C% t > , welcbe 
zusammengenommen den yollstandigen Scbnitt zweier Flacben F, t und 
F 'l' bilden, so ist der Modul Q = [F y F'] das System aller Flacben 
durcb C und C der Modul S das System aller Flacben durcb die 
Scbnittpunkte yon C und C' und die zuletzt angegebene Relation 
liefert die Bestimmung der Anzabl dieser Scbnittpunkte aus den 
Ordnungszablen g und p und den Gescblecbtszablen p und p (III C 7). 
Bringt man ein zu dem Modul [F 1} F i9 . . . F m ] geboriges algebra- 
iscbes Gebilde zum Scbnitt mit q allgemeinen Formen O l7 
der Ordnungen n l7 n 2j . . . n qj so ist die cbarakteristiscbe Funktion 
^ ff (R) des Schnittgebildes ausdriickbar durcb die cbarakteristische 
Funktion Z (K) des Moduls [F 1} . , . F m ]: sl ) 


81) W. Wirtinger, Untersucliungen liber Thetafunktionen , Leipzig 1895. 
W. bestimmt daselbst die cbarakteristische Funktion %(R) des durch Verall- 
gemeinerung der Kummer’schen Flache (p — 2) entstehenden algebraischen Ge- 
bildes, welches man erhalt, wenn man 2 P linear unabhangige Thetafunktionen 

2. Ordnung von v 1 ... v p mit der Charakteristik j ^ | als homogene Punktkoordi- 
naten eines linearen Raumes von 2^ — 1 Dimensionen betrachtet: 

z (E) = 2^- 1 (B p + l). 
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&(B) = m -2z<*> - *) + J | , * (R "; < v n * ) 

— ^(R — Yli — W* — «{) + •'■ 

i, k, l (i <k < l) 

III. Zu diesen Satzen tritt nun noch ein dritter, durch welchen 
allgemein die Frage entschieden wird, welcher Zusammenhang zwischen 
zwei Modulsystemen aufgestellt werden kann, falls die entsprechenden 
Grleichungssysteme aquivalent sind. Dieser Satz lautet: Sind G, G-' } G" ) ... 
irgend welche ganze rationale homogene Funktionen von x x , x n> 
die fur alle diejenigen Wertsysteme dieser Veranderlichen verschwin- 
den, welche die Funktionen des Modulsystemes (l\ , F 2 .... F !X j Zll 
Null machen, so ist es stets moglich, eine ganze Zahl r so zu 
bes timm en, dass jedes Produkt JI (r) von r beliebigen Funktionen der 
Reihe G, G', G", . . . durch das Modulsystem teilbar ist: 

IZW = A X F, + A 2 F 2 f- A m F m , 82 ) 

Auf diese drei Hauptsatze hat Hilbert den Beweis der Endlichkeit des 
zu einem System ganzer rationaler Formen gehorigen Invarianten- 
systemes, den Beweis der Endlichkeit der zwischen den Invarianten 
bestehenden irreduktibelen Syzygien, den Satz von der Syzygienkette, 
welche im Endlichen abbricht, und die Untersuchung des Invarianten- 
korpers gegriindet (vgl. Nr. 11 und I B 2 ; Nr. 6, 7). 

19. V erallgemeinerung des Teilbarkeits- und Aquivalenz- 
begriffes. Der Satz III von Hilbert zeigt, dass aus der Aquivalenz 
zweier Grleichungssysteme nicht unbedingt die Aquivalenz der ent- 
sprechenden Modulsysteme gefolgert werden darf. Diese Thatsache 
ward bereits von Kronecker an folgendem Beispiele bemerkt: Sind 
A 0 , A x , . . . Ar, B 0 ,B X ,... B s irgend welche (auch nicht homogene) 
ganze Funktionen mehrerer Veranderlichen x X) . . . x n und setzt man 
mit Einfuhrung einer Unbestimmten X 
(1) (H 0 X-+H 1 X’- 1 +-+A,_ 1 Z+H r ) + 

= + C x X'+’-r + . . . + c r+ „ 

so stellen die (r -f- 1) (s + 1) Gleichungen 

A 0 B 0 = A 0 B X = • • • = A*B .- 1 = A X B () = • • • = A,B S = 0 
an die Veranderlichen x x , ... x H dieselben Anfordcrungeu, wie die 


82) Ein spezieller Fall dieses Satzcs (it = 3) wurde bereits friihcr von 
Netto erwiesen (Acta math. 7, p. 101 [1886]). Nctto bestimmt in diesem Falle 
die Zahl r als die hochste hei den Schnittpunkten der Kurven auftretende Multi- 
plizitat; vgl. auch Netto, Algebra 2, §§ 427 if. 
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(r + s + 1) Grleicbungen: C 0 = G ± = ♦ • • = (7 r+ * = 0. Betracbtet 
man aber die zugeborigen Modulsysteme 

m = (A 0 ,A ir - A r ) (B 0 , = (A,B b ) 

und 

s = (c',c',..-a +J ), 

so ist zunacbst nur ersicbtlicb, dass © durcb 3195 teilbar ist. Zur 
Erklarung der Aquivalenz stellt Eronecker den Satz auf: Unter Yor- 
aussetzung der Greltung der Grleicbung (1) ist jedes Element A Q B a 
des Modulsystemes 21 S8 Wurzel einer Grleicbung: 

(2) v m + + g 2 v™-~* h h = o, 

deren Eoeffizienten G 1? . . . G m der Reibe nacb durcb ©, S 2 , . . . © m 
teilbar sind 83 ). Der gleicbe Satz ward, unabbangig von Eronecker, 
von Dedekind in der Form aufgestellt: Sind unter Yoraussetzung der 
Greltung der Grleicbung (1) a, 6, c die drei Moduln 

a = [A 0) A ly '" A r ] , f> = [-B 0 , B ly • • • RJ; c = \C Q) C 17 * • • G r -\. J , 
so ist 

= a* c, afi r+1 = b r c. 84 ) 

Man kann eine Funktion F, welcbe einer Grleicbung der Form (2) 
geniigt, ebenfalls durcb © teilbar nennen, wenn man den Teilbarkeits- 
begriff erweitert, und dann sagt der Satz von Eronecker einfacb 
wieder die Aquivalenz der beiden Modulsysteme © und 2123 aus. Bei 
dieser Verallgemeinerung des Teilbarkeits- und Aquivalenzbegriffes 
bleiben die fruberen Fundamentalsatze im 'wesentlicben besteben. 
A. JBurwitz bat aus dem Satze von Eronecker den Satz abgeleitet: 
Bedeuten in der Grleicbung (1) A 0 , . . . A r , B 0 , . . . B s ganze alge- 
braiscbe Zablen und sind die Zablen (7 0 , . . . C r -\- s durcb eine ganze 
algebraiscbe Zabl cd teilbar, so ist aucb jedes Produkt A Q B G durcb o 
teilbar, Auf diesem Satze lasst sicb in sebr einfacher Weise die 
Tlieorie der Ideale eines Zahlkorpers (oder Funktionenkorpers) auf- 
bauen 85 ). 

20. Fundamentalsatz von Noether. Wenn eine ganze Funktion 
f(x,y) zweier Veranderlicben fur alle Wertsysteme verscbwindet, 
welcbe die beiden ganzen Funktionen cp(x 7 y) und zu Null 

macben, so folgt aus dem III. Satze von Hilbert nur, dass f r ~ 0 


83) Berl. Ber. 1883, p. 957 = Werke 2, p. 417; Molk, Acta math. 6 (1885), 
p. 71 ff. 

84) Prag Deutsche Math. G. M., 1892, p. 1; Gott. Nachr. 1895, p. 106. 

85) Gott. Nachr. 1894, p. 291, 1895, p. 230. 
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(modd. cp , ip) ist; es entsteht die Frage, unter welchen Bedingungen 
der Exponent r = 1 angenommen werden darf. 31. Noether hat als 
notwendige und hinreichende Bedingung fur das Bestehen der Grleichung 

f = A<p + Bip 

die folgende erwiesen: Denkt man sich fur irgend einen gemeinsamen 
Punkt (x = a, y — V) der beiden Kurven cp = 0, ip = 0 die Funk- 
tionen f, % ip, A, B nach Potenzen von x — a und y — l entwickelt, 
so mussen die linearen Gleichungen, welche sich fur die noch un~ 
bestimmten Koeffizienten von A und B einstellen, fur jeden einzelnen 
der Schnittpunkte erfullbar sein. Wenn insbesondere cp einen i-fachen, 
f einen Maehen Punkt mit getrennten Tangenten in # = a, y = J 
besitzt ; so ist das Vorhandensein eines (i + h — l)-fachen Punktes 
fur f eine hinreichende Bedingung 86 ). Da dieser Satz fur die Brill - 
Noether’ sche Theorie der algebraischen Funktionen grundlegend ist, 
so wird er als „Fundamentalsatz^ bezeichnet. Spatere Untersuchungen 
haben sich mit Vereinfachung des Beweises 87 ) und mit Bestimmung 
derjenigen Dimensionenzahl beschaftigt, bis zu welcher die Ver- 
gleichung der Koeffizienten erfolgen muss; E.Bertini findet diese Zahl 
a = ( a — ih) + (i-\-h — 2), wenn cp einen i-fachen, ip einen Maehen 
Punkt besitzt und die Multiplicity der Schnittstelle = a (> ih) ist 88 ), 

21. Modulsysteme zweiter Stufe; ihre ISTormalformen. Soli der 
Fundamentalsatz von Noether und die analogen Siitze irn Raume von 
mehr als zwei Dimensionen mit Hilfe der rein arithmetischen Theorie 
der Modulsysteme gewonnen werden, so ist hierzu eine eingehendere 
TJntersuchung der Modulsysteme zweiter Stufe notwendig. Die hier 
vorliegenden Untersuchungen kniipfen an diejenigen Modulsysteme 
zweiter Stufe 

Wt = (A^x), • • * A n (x), m) 

an, welche aus n ganzen ganzzahligen Funktionen von x und einer 
Zahl m, die mit jenen keinen gemeinsamen Teller hat, bestehen und 
bei welchen es sich urn Teilbarkeit zweiter Art handelt (s. Nr. 13). 
Die Hauptresultate sind von hier auf beliehige Modulsysteme zweiter 
Stufe leicht zu iibertragen. Der einfachste Fall ist der, dass die 
Zahl m eine Primzahl p ist. Dan n konnen die Funktionen A n ...A n 
stets durch eine einzige Funktion M(x) (den gmssten gemeinsamen 

86) Math. Ann 6, p. 351 (1873). 

87) A. Voss, Math. Ann. 27 (1886), p. 527; Noether , Math. Ann. 30 (1887), 
p. 410; h. Sticlcelberger, ibid. p. 401; A. Brill, Math. Ann. 30 (1801 j, p. 120. 

88) Math. Ann. 34 (1889), p. 447 und Lomb. 1st. It.. (2), 24 (1801), p. 1095; 
Noether, Math. Ann. 40 (1892), p. 140. 
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Teiler nack clem Modul p) ersetzt werden und es gelingt, die Gesetze 
der gewohnlicken Zahlentheorie auf diese Modulsysteme zu iibertragen, 
was von 0. F. Gauss , J. A. Serret , Schonemann , Dedekind 89 ) in verschie- 
denen Richtungen durckgefiihrt worden ist. Unter diesen Modulsystemen 
sind die von der Form (P, p), in welcher die Funktion P nacb dem 
Modul p nicht mehr in Fabtoren zerlegt werden kann, von besonderer 
Wichtigkeit, weil diese Modulsysteme und diese allein Primmodul- 
systeme sind. 

Wenn die Zabl m keine Primzahl ist, so bandelt es sick in erst er 
Linie darum, das Modulsystem auf eine Normalform zu bringen, ver- 
nioge deren es durch einfache Divisionen entsckieden werden bann, ob 
eine vorgelegte ganze ganzzaklige Funktion X durck das Modul- 
system 9J1 teilbar ist oder nickt. Nach K. Sensei und G. Landsberg 90 ) 
kann jedes Modulsystem zweiter Stufe in ein aquivalentes Modul- 
system in der Normalform: 

9^ (F±y &1 F 2 j ^2 F 8) * * * — l -^ 1 Tj &r) 

umgewandelt werden, dessen Elemente die folgenden vier ckarakte- 
ristiscken Eigensckaften kaben: 

1) Die hochsten Koeffizienten der Funktionen F,,.. . F r sind 
gleick 1. 

2) Ikre Grade y 19 . . . y r bilden eine absteigende Reike. 

3) Jede der Zaklen e q ist ein eigentlieker Teiler der nackst- 
folgenden 

4) Wenn r > 1, so ist die Funktion F Q (fur q = 1, 2, • • • r — 1) 
durck das Modulsystem teilbar: 


% 


- (?,+., 


"e+i 


Fq + 2, 


6 r-l jp e r 


~Q Q 

welckes ebenfalls die Normalform hat. Soli eine Funktion X durck 
das Modulsystem 91 teilbar sein, so muss der Rest, den X bei der 
Division durch F t ergiebt, den Faktor e 1 haben und nack Weglassung 
dieses Faktors muss die so entstehende Funktion X x durck 91 x teilbar 
sein; die Entscheidung, ob X 1 durch 91 x teilbar ist, wird dann in 
gleicher Weise auf die Frage der Teilbarkeit einer Restfunktion X 2 
durck das Modulsystem 9i 2 zuriickgesckoben u. s. f. Alle einfacken 
auf das Modulsystem bezuglichen Fragen (z. B. welcke Modulsysteme 


S9) Gauss , Werke 2, p. 197 (Naehlass); Serret , Algebra 2 3 ; Schonemann , 
J. f. Math. 31, p. 269; 32, p. 92 (1846); Dedehincl , J. f. Math 51, p. 1 (1856). 

90) Hensel , J. f. Math. 118, p. 234; 119, p. 114, 175 (1897/98); Lands- 
berg, Gott. Nadir. 1897, p. 277 [I B 1 b, Nr. 26]. 


316 


I B 1 c. Algebraische Gebilde. 


in 9K enthalten sind, wieviel inkongruente Funktionen es giebt) finden 
durcb Aufstellung einer solchen Normalform ihre Beantwortung. 

Jedes Modulsystem kann auf eine und nur eine Weise in eine 
Reihe „einfacher“ Modulsysteme zerlegt werden. Ein einfaches Modul- 
systexn ist dadurch charakterisiert, dass nur ein einziges Primmodul- 
system (P, p) in ihm aufgeht. Wenn eine Funktion X durcb alle 
in dem Modulsysteme 9ft aufgebenden einfachen Modulsysteme teilbar 
ist, so ist sie auch durcb das Modulsystem 3ft teilbar. 

Stellt man die analogen Satze fur diejenigen Modulsysteme 
zweiter Stufe auf, welche aus ganzen Funktionen zweier Verander- 
licben besteben und bei welehen es sicb um Teilbarkeit erster Art 
bandelt, so ergiebt der letzte Satz den Noether’ schen Fundamental. 

22 . Darstellung algebraiseher Gebilde durcb. rationale Para- 
meter; Satz von Luroth. Unter den algebraischen Gebilden beberrscbt 
man am vollstandigsten die von einer Dimension (Kurven im Raume 
von 2, 3, ... n Dimensionen), weil bier die wohlausgebildete Tbeorie 
der algebraischen Funktionen einer Veranderlichen das Mittel abgiebt, 
alle Eigentiimlichkeiten des Gebildes vollstandig zu untersuchen 91 ). 
Unter diesen Kurven sind diejenigen ausgezeichnet, deren Koordinaten sicb 
als rationale Funktionen eines Parameters darstellen und welcbe sich 
also umkehrbar eindeutig auf eine gerade Linie bezieben lassen. Solcbe 
Kurven heissen rationale oder (nacb A. Cayley) ° 2 ) UnikursalJcurven. 
Ist die Kurve eben und von der n ian Ordnung, so besitzt sie 
-i- (n — 1) (n — 2) Doppelpunkte oder eine Anzahl von Singularitaten, 
welche jenen Equivalent sind, und umgekehrt ist eine Kurve w te 
Ordnung mit ~ (n — 1) (w — 2) Doppelpunkten stets eine rationale 
Kurve. Diese charakteristische Eigenscliaft kann auch dahin aus- 
gesproeben werden, dass es kein auf die Kurve beziigliches Abel’sches 
Integral erster Gattung giebt oder dass das Geschlecht Null ist, und 
diese Begriffsbestimmung bat den Vorzug, dass sic fur Kurven mit 
beliebigen Singularitaten gilt, und olme weiteres auf Kurven im 
Raume von mehr als zwei Dimensionen iibortragen werden kann 
(s. II B 2). 

H. F. A. Clehseh hat sicb n'achst den rationalen Kurven auch mit 
den Flacben beschaftigt, welche umkehrbar eindeutig auf eine Ebene 

91) Grundlegend far die Untersuehung der Raunikurveii mit Mil f c d. Th. 
d. alg. F. sind die Arbeiten von Noether , Perl. Abh. 1883, Auszug in J. f. 
Math. 93, p. 271 (1882) u. G. Haljphen, J. l5c. polyt. vol. 33, call. 52, p. 1 (1882). 

92) London Math. Soc. 1, p. 1, Oct. 1855 = Coll. Pap. 6, p. 1. Vgl. W.Fr. 
Meyer } Apolaritat und rationale Kurven, Tub. 1883 [III 0 3]. 
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abbildbar sind und deren Eoordinaten hiernacli als rationale Funk- 
tionen zweier Parameter dargestellt werden konnen 93 ). Die all- 
gemeinen Bedingungen, welche eine Flache erfiillen muss, damit ibre 
Eoordinaten eine derartige Darstellung zulassen, hat M. Noether an- 
gegeben 94 ). Es muss erstens auf der Flache eine Schar rationaier 
Eurven existieren; unter dieser Voraussetzung ist das sogenannte 
Flache'ngeschlecht gleich Null 95 ) und es lassen sich die Eoordinaten 
x 17 x 2 , % eines Punktes der Flache als rationale Funktionen dreier Para- 
meter u, v 7 w so darstellen, dass zwischen den beiden ersten Para- 
metern u 7 v eine algebraische Grleichung <p(u,v) — 0 besteht 96 ). Das 
Greschlecht dieser Grleichung wird dann als das KtvrvmgeschlecM der 
Flache bezeichnet, und wenn dieses Eurvengeschleeht ebenfalls Null 
ist, so lasst sich an Stelle der beiden algebraischen Parameter u , v 
ein rationaier Parameter einfilhren und die Flache ist rational. 

Mannigfaltigkeiten, deren Eoordinaten als rationale Funktionen 
mehrerer Parameter dargestellt werden konnen, treten mehrfach in 
der Algebra auf. Insbesondere sind nach L. Euler und A. Cayley die 
n 2 Elemente eines quadratischen orthogonalen Systemes als rationale 
Funktionen von ~ n {n — 1) Parametern darstellbar 97 ). Ebenso 
konnen nach Frobenius und A. Voss 98 ) die Elemente einer Substitu- 
tion, welche eine bilineare Form von nicht verschwindender Deter- 
minante kogredient in sich uberfiihrt, im allgemeinen durch rationale 
Parameter dargestellt werden. Grewisse hierbei auftretende Ausnahme- 
falle sind von Frobenius , Kronecker , A. Loewy ") untersucht worden 
[I B 2, Nr. 3]. 

93) J. f. Math. 64 (1865), p. 43; Math. Ann. 1 (1869), p. 253. 

94) Gott. Nachrichten 1869, p. 298; Math. Ann. 2 (1870), p. 293 u. 8 (1875), 
p. 495. 

95) Das Flachengeschlecht kann ebenfalls ganz allgemein als die Anzahl 
der von einander linear unabhangigen, auf die Flache beziiglichen Doppelinte- 
grale erster Gattung definiert werden; s. JE. Picard et G. Simart, Theorie des 
fonctions alg^briqnes de deux variables independantes, 1, Paris 1897, p. 191 ft. 

96) Picard beweist (J. f. Math. 100 [1887], p. 71) den hieher gehorigen 
Satz: Wenn alle ebenen Schnitte einer algebraischen Flache Unikursalkurven 
sind, so ist die Flache entweder eine unikursale Regelflache oder eine Steiner’sche 
Flache. tiber die bez. Untersuchungen italienischer Geometer s. Ill C 6. 

97) Euler , Nov. Comm. Petrop. 15 (1770), p. 75; 20, p. 217; Cayley, J. f. 
Math. 32, p. 119 (1846) = Coll. Pap. 1, p. 332; Baltzer, Determinantentheorie, 
5. Aufl., Leipzig 1881, § 14, 6 [I B 2, Nr. 3]. 

98) Frobenius, J. f. Math. 84, p. 1 (1878) fur symmetrische und alternie- 
rende, Voss, Munch. Abh. II. Kl., 17 (1890) fur beliebige Bilinearformen. 

99) Frobenius, J. f. Math. 84, p. 1 (1878); Kronecker, Berl. Sitzungsber. 
1890, p. 525. 602. 692. 873. 1063; Loeivy, Math. Ann. 48, p. 97 (1897). 
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1st im Raume von n Dimensionen eine rationale Kurve in der 
Parameterdarstellung gegeben: x t = <Pi(0> ^2 — ' ' * x n ~ 

so hat sich J. Liiroth die Frage nach der algebraischen Beziehung 
gestellt, welche zwischen dem Parameter t und den Koordinaten 
x l9 . . . x n besteht. Es ergiebt sich, dass stets eine rationale Funktion 
yon t: % = r(t) als rationale Funktion von x l9 ... x n dargestellt 
werden kann. 1st t = t oder eine lineare Funktion von t 9 so ist die 
Kurve direkt uwikeJirbcir eindeutig auf eine Gerade bezogen; ist x eine 
Funktion hoheren Grades von t y so kann man x± 9 ... x n auck als 
rationale Funktion von x darstellen, wodurch der zweite Fall auf den 
ersten zuruckgefiihrt wird 100 ). 

23. Transformation algebraischer Gebilde. Die in voriger Nr. 
behandelten Satze uber die rationale Darstellung algebraiscber Gebilde 
behandeln nur ein spezielles Problem der allgemeinen Theorie der 
Transformation algebraischer Gebilde. Werden die Koordinaten x l9 ... Xn 
eines algebraischen Gebildes einer Transformation x t = ® x (y X} . . . y n ) } . . . 
x n = ®n(yx, • • • y*i) unterworfen, in welcher & 19 © 2 , . . . & n rationale 
Funktionen von y 19 . . . y n sind, so lassen sich vermoge der zwischen 
den Koordinaten x l7 . . . x n bestehenden Gleichung en im allgemeinen 
auch y l9 .. .y n als rationale Funktionen von x l9 . . . x n darstellen, und 
die beiden Gebilde, deren Punkte die Koordinaten y 19 ...y n und 
x 19 . . . x n besitzen, entsprechen einander umkehrbar eindeutig. Alle 
algebraischen Gebilde, welche sich in einander umkehrbar eindeutig 
transformieren lassen, werden in eine Klasse gerechnet, und es ent- 
steht die Aufgabe, diejenigen Eigenschaften eines algebraischen Ge- 
bildes zu ermitteln, welche jeder umkehrbar eindeutigen Transforma- 
tion gegenuber invariant sind und also der ganzen Klasse algebraischer 
Gebilde zukommen. 

Das vorstehend dargelegte Prinzip ist im Falle n = 2 von j?. Bie- 
mann 101 ) aufgestellt und in umfassender Weise zur Geltung gebracht 
worden. Das Hilfsmittel der ITntersuchung bilden in erster Linie 
die auf das Gebilde beziiglichen, von einander linear unabhangigen 
Integrate erster Gattung, deren Anzahl gleieh dem Geschlechte p des 
algebraischen Gebildes ist 102 ); die Zalil joist selbst eine Invariante bei 
birationaler Transformation. Die Ubertragung des Prinzipes auf den 
Fall n — 3 (und hoheres n) ist Gegenstand der Ifntersuchung yon 

100) Liiroth , Math. Ann. 0, p. 103 (1875), fur n=~ 2; Weber, Algebra 2, 
§107 fur beliebiges n. 

101) Theorie der Abel’schen Funktionen § 12 (1857), (J. f. Math. 54 = Werke, 

p. 88). 

102) Noether , Math. Ann. 17, p. 203 (1880). 
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Noether, H. Poincare , Picard 103 ) geworden. Die im einzelnen ge- 
wonnenen Resultate fallen in das Gebiet der Tbeorie der algebraiscben 
Funktionen (II B 2) nnd der Tbeorie der algebraiscben Transforma- 
tionen und Korrespondenzen (III C 8). 

Eine ganz analoge Entwickelung wie die allgemeine Tbeorie der 
algebraiscben Funktionen bat seit Clebsch (s. o.) die algebraiscbe Geo- 
metric genommen. Die Resultate dieser Tbeorie stellen fiir die Algebra 
in erster Linie das Hilfsmittel der Cremonatransformationen zur Yer- 
fiigung. Eine ebene Crawomitransformation n ter Ordnung ist eine um- 
kebrbar eindeutige Beziebung zweier Ebenen auf einander, bei welcber 
den Geraden der einen Ebene eine lineare Scbar yon oo 2 rationalen 
Kurven mit festen Singularitaten entspricbt 104 ). Bei jeder solcben 
Transformation giebt es ; ebenso wie bei den Abbildungen rationaler 
Flacben auf eine Ebene, „Fundamentalpunkte“ denen in der Bildebene 
nicbt Punkte, sondern Kuryen („Fundamentalkuryen“) entsprecben. 
Jede ebene Cremonatransformation n ieT Ordnung kann durcb eine Folge 
yon Transformationen 2 ter Ordnung ersetzt werden 105 ). Die Cremona- 
transformationen konnen auf den Raum iibertragen und konnen in 
dem Sinne yerallgemeinert werden, dass man iiberbaupt irgend welcbe 
Abbildung zweier Flacben (zweier Gebilde) auf einander nacb gleicber 
Metliode untersucbt 106 ). Durcb derartige algebraiscbe Transformation 
kann jedes algebraiscbes Gebilde mit Singularitaten umkebrbar ein- 
deutig auf ein singularitatenfreies Gebilde bezogen werden, wenn man 
namlich notigenfalls die Dimension des linearen Raumes, in welcbem 
das zweite Gebilde gelegen ist ; binreicbend gross wablt 107 ). Die 
weitere Yerfolgung dieser analytiscb geometriscben Metboden bat in 
neuester Zeit bei den italieniscben Geometern zu dem Yersucbe einer 
allgemeinen Tbeorie der algebraiscben Gebilde zweiter Dimension ge- 
fubrt 108 ) [III C 5, 9]. Ein "Dberblick iiber die fur die Algebra bieraus 
abfliessenden gesicberten Resultate ist zur Zeit noch nicbt angangig. 

103) Noether, die in 94) citierten Abhandlungen. Poincare, Acta Math. 2, 
p. 97 (1883) n. 9, p. 321 (1387); Picard et Simart, Fonctions algebriques. 

104) L. Cremona, G. di mat. 1, p. 305 (1863) u. 3, p. 269 (1865), od. Bol. 
Mem. (2), 2 n. 5. 

105) Noether, Math. Ann. 3, p. 167 (1870); Cayley, Lond. Math. Soc. Pr. 3, 
p. 161 (1870) = Coll. Pap. 7, p. 253; J. Bosanes, J. f. M. 73, p. 97 (1870). 

106) Noether, Math. Ann. 2, p. 293 (1870); 3, p. 547 (1871); Ann. di mat. 
(2) 5, p. 163 (1872); Cremona, Ann. di mat. (2) 5, p. 131 (1871); Lomb. Istit. It. 
(2) 4, p. 269, 315 (1871). 

107) Picard et Simart, Fonctions algebriques, chap. 4, 1. 

108) Eine Ubersicht iiber den gegenwLirtigen Stand der Untersuchung und 
die bisherige Litteratur giebt die Abhandlung von F. Enriques und G. Castelnuovo, 
Math. Ann. 48, p. 241 (1897); vgl. Enriques, Zurich Congr. Verli. 1898, p. 145. 
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1892, New- York 1893; E. Weber, Hohere Algebra, Braunschweig 1895/96 1, 2 ; 
1, 2. Aufl. 1898 („Weber“); franz. v. J. Gries , Paris 1898; A. Capelli, Algebra 
complementare , 2. ed., Napoli 1898. 

Bezeichnungen. 

Bine binare Form M ter Ordnung wird mit f n , 9 n , ■■ ■ bezeiehnet, eine ternare 
mit C„, eine quaternare und hohere mit F n ; die dualistischen Formen entspr. 
mit griechischen Buchstaben. Sind aq, die "Variabeln, a die Koef- 

fizienten, so ist die genauere Bezeichnung F n = F n (x u . . . x m | a) == F n (x \ a), 
d ualis tisch $„(« | a). Analog bei mehreren Vaviabelnreihen; so z. B. ist F n 
= F tl («; y | a) eine bilineare Form. Das Wort „Ordnung“ bezieht sich stets auf 
die Variabeln, „Grad“ auf die Koeffizienten. Die i* tJberschiebung (Nr. 14 ) Ton 
f fiber g hat das Zeichen ( f, g) ( , entspr. allgemein von F{x) fiber «(«) : (F, $).. 
eine lineare Substitution hat das Zeichen S. 


1. Keime der Theorie. J. Lagrange 1 ) konstatiert, aus Anlass 
der Darstellung einer ganzen ZaKL (I C 2) durch eine quadratische 
Form f 2 (x, j/) = a 0 * 2 -\-2a 1 xy + a^y 2 , dass sick die „Diskriminante“ 2 ) 
^Determinants") 3 ) a 0 a. 2 — V von /j, beim Ubergange von xzu.x-^ly 
nicht andert. — Bei K F. Gauss 3 ) bildet bereits die allgemeine lineare 
^Substitution" ^Transformation") S der bomogenen Variabeln die 
Grundlage fur die Zahlentheorie der / 2 und C 2 , deren Diskriminanten 
(Nr. 25) als „Invarianten“ 4 ) nacbgewiesen werden, d. i. als Ausdrucke 
in den Koeffizienten der f a resp. C 2 , die sich nach Ausiibung von S 
nur um eine (die zweite) Potenz der Substitutionsdeterminante (IB lb, 
Nr. 12) oder des „ModuIs“ 5 ) A iindern. 


1) Berl. MAm. 1773, p. 265 bes. p. 268 = Oeuvr. 3, p. 699, 701. 

2) Der Ausdruck von J. J. Sylvester , Oambr. Dubl. m. J. 7 (1852), p. 52. 

3) Disquis. arithmetieae , Braunschweig, 180.1 = Werke 1; deutsch ron 
H. Maser, Berlin 1889; frz. v. A. 0. M. I* outlet- Del is l e , Par. 1807. G. nennt 
eine ganze, rationale, homogene Funktion von 2, 3 , . . . Variabeln eine „binare, 
ternare, . . . Form u , art. 266. Die Determinante der f t : art. 157, der C\: art. 267. 
Zwei Formen, die durch (ganzzahlige) S wechselseitig in einander viberfiikrbar 
sind, heissen ,,aquivalent“ : art. 157, 270. Als einfachste weitere Invarianten 
treten auf bei G. Boole, Cambr. math. J. 3 (1841), p. 7 die Diskr. der bei 
G. JEisenstein die quadratische Invariante i und die kubischc j der J. f. 
Math. 27 (1844), p. 81; die Ausdrucke (ohne Krkenntnis der Invariant) s chon bei 
A. Cauchy , J. Ec. pol. 16 (1815), p. 457. 

4) Der Ausdruck von J. J. Sylvester, Oambr. Dubl. m. J. 6 (1851), p. 290. 

5) Der Ausdruck von J. J. Sylvester, Oambr. Dubl. m. J. 6 (1851), p. 188; 
fur A = 1 heisst die S „unimodular“, ib. 7 (1852), p. 52. 
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Der von A. Cauchy 6 ) und J. Binet 6 ) allgemein bewiesene Satz 
fiber die Multiplication zweier Determinanten (I A 2, Nr. 21) sagt aus, 
dass sich eine Determinante ^invariant verbalt“ d. li. sicb nur um 
eine (die erste) Potenz von A andert, wenn die Elemente je einer 
Reibe (oder Kolonne) der namlichen 8 unterworfen werden. 

Andere Keime unserer Tbeorie finden sicb in den Entwickelungen 7 ) 
franzosiscber und englischer Matbematiber und Pbysiker iiber ortbo- 
gonale (Nr. 3) Transformation der F 2 in Aggregate von Quadraten. 
Ferner in der durcb V. Poncelet und X JD. Gergonne ins Leben ge- 
rufenen, durcb M. Chasles , F. Mobius , J. Pliicker } X Steiner und 
Ch. v. Staudt weiter ausgebildeten projektiven Geometric 8 ); das Doppel- 
verbaltnis und die Polarreziprozitat lebrten, dass gewisse Ausdriicke 
resp. gewisse Eigenscbaften von Figuren bei linearen Transformationen 
der Koordinaten erbalten bleiben. 

2. Entwickelung des Invariantenbegriffes. G. Boole 2 ) wies nacb, 
dass die Disbriminante D einer Urform F n (x | a) eine „Invariante“ 
X = X (F) von F ist ? d. b. wenn vermoge einer 8 vom Modul A sicb 


6) Cauchy in J. Ec. pol. 9, cab. 16 (1815) (lu Nov. 1812), p. 286; Binet , ib. 

10 (1815), call. 17 (lu Nov. 1812), p. 29 bes. p. 81, 107. Eine unmittelbare 
Anwendung des Satzes ist die Multipl. zweier Funktionaldeterminanten (vgl. 

I B 1 b, Nr. 21) bei C. G.J. Jacobi, J. f. Math. 22 (1841), p. 319 == Werke 3, p. 393, 
deutsch von P. Stdckel, Ostwalds Klassiker, Leipzig, Nr. 78. Die Eunktionaldet. 
erscheint invariant gegenuber beliebigen Transformationen der Yariabeln [Anm. 

271, 369 a]. Wegen der Anwendung auf die Transf. vielfacher Integrale s. II A 2, 

Nr. 41, Anm. 253. 

7) Ygl. die Litteraturangaben in B. Baltzer’s Determinanten, 5. AufL, Leipzig 
1881; auch bei G. Boole, Cambr. Math. J. 1 (1843), p. 1. 

8) Ygl. A. Glebsch, Gott. Abh. 15 (1872), p. 1 — J. Plucked s Ges. Math. 

Abh. 1, Leipzig 1875, p. 1; sowie bes. E. Kotter, Bericht iiber die Entw. der 
synth. Geom., Deutsche Math.- Yereinig. 5 3 (1898), p. 1; A. Schonflies in J. Pliick&r’s [ 

Math. Abh. (Anhang). Wegen anderer Yorstufen der Theorie vgl. P. Gordan, ' 

Math. Ann. 7 (1873), p. 38; sowie, auch bez. des indirekten Eingreifens von " 

JE. Galois und U. Grassmann „Inv. Ber.“ p. 81, 84. — tiber die symbol. Bezeieh- ^ ' 

nung bei der Taylor’schen Reihe s. II A 2, Nr. 12. - 

9) Cambr. math. J. 3 (1841) (dat. 28. April), p. 1. B. studiert die Aqui- 

valenz zweier Formenpaare F n , G n \ F' n , G^; die Gleichungen JD(F-\-lG) — 0, 
JD(F r -{-l G') = 0 miissen dann iibereinstimmen. ImFalle von Paaren ungleicher 
Ordnung reduziert B. in Cambr. math. J. 3 (1841), p. 106 die Aufgabe durch 
totale Differentiation (vgl. noch ib. 2 [1841], p. 61) auf die Aquiv. von Differen- r 
tialformen gleicher Ordnung. __ - 

10) w wird von B. auf Grund eines Satzes von Sylvester genauerjie- 

stimmt, Cambr. math. J. 4 (1844), p. 167, als n(n— l) m—1 , wenn m die Anzahl - 

der Yariabeln. w heisst nach Cayley, II. Mem., das „Gewicht“ der Invariante 

21* 
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F(x\ a) andert in F' (x | a) , so ist J(a) — A w J(a), wo w 10 ) eine 
gewisse natiirlicbe Zalil ist. S. bedient sicb des „A.ronhold’ schejx Pro- 
zesses" 11 ) ^ h (Nr. 13), um aus J eine Simultaninvariante von 

F n (x\a), GJx | b) kerzuleiten. Es lasst sick 12 ) die Definition einer 
(in den a, l,... ganz-rationalen) Invariante daliin einschranken, dass 
sie sick nack Ausubung von S um einen Paktor andert, der nur Ton 
den $-Koeffizienten 6 abkangen soli. 

G. Boole 1 *), G. Eisenstein 13 ) und 0. Hesse 11 ) zogen sckon „K 0 - 
Tarianten" C von F n (x \ a) in Betrackt, d. s. Formen der x und der a, 
die der Porderung G(x> | a') = C (x \ a) genugen, Gauss 15 ) sckon 
analoge „Kontravarianten“ JT(m | a) , die statt der x die u (s. nnten) 
entkalten, zu denen u. a. Ch. Hermite's 16 ) „adjungierte Formen" (Nr. 12, 
13, 18) gekoren. — A. Cayley 17 ) giebt Prozesse an, um beliebig v iele 

(Nr. 9, 18, 28). J lieisst gerade resp. ungerade (schief), je nachdem w gerade 
oder ungerade ist. 

11) J. f. Math. 62 (1863), p. 281. 

12) A. Clebsch , Bin. Formen, p. 306; P Gram , Math. Ann. 7 (1874), p. 234; 
E. d’Ovidio, Gi. d. mat. 15 (1877), p. 187; A. Capelli, Rom. Line. Mem. 1882, 
p. 582; 0 . Holder , Boklen Mitt. 1 (1884), p. 59; E. B. Elliott , Mess. 16 (1885), 
p. 5; P. Mansion, ih. p.127: „Study“ p. 32; „Deruyts“ p. 49; Kroneeler , Berl. 
Ber. (1889), p. 609. — Dass fur gewisse Untergruppen von S die Definition des 
Textes zu eng ist, betont wohl zuerst Klein im „Erlanger Programm u (1872); 
man vgl. die Ausfuhrungen von Study fur die „Inversionsgruppe“ Math. Ann. 49 
(1897), p. 497 [Nr. 23, 27]. • 

13) Die quadratische Kov. H der f s bei G. Boole , Cambr. math. J. 3 (1842), 
p. 115; bei G. Eisenstein, J. f. Math. 27 (1844), p. 75, 89. Boole betrachtet auch 
schon (1. c.) (binare) Polaren (Nr. 13) und simultane Kovarianten. 

14) H. studiert die nach ihm benannte Determ, der zweiten Ableitungen 
einer G n und deckt ihre Itolle in der geom. Theorie der C n , bes. der <7 3 , auf: 
J. f. Math. 28 (1844), p. 68 = Werke, p. 123 [I B 1 b, Nr. 22]. Bez. der Lei- 
stungen von H. vgl. M. Noether, Zeitschr. Math. Phys. 20 (1875), p. 77; Klein, 
Progr. Munch. Polyt. 1875; G. Bauer, Munch. Abh. 1882. 

15) In den Disquis. arithm. artt. 267, 268 (vgl. Anm. 1) zeigt G. , dass sicli 
die „Adjungierte“ einer C a (d. i. ihr dualistisches Aquivalent) bei der „trans- 
ponierten“ S. invariant verha.lt. Vgl. P. Bachmann , Arithmetik der quadra- 
tischen Formen, 1, Leipzig 1898, Abschn. 2, Kap. 5. 

16) J. f. Math. 40 (1850), p. 272, 292; s. Anm. 18. 

17) Cambr. math. J. 4 (1845), p. 193 — Coll. Pap. 1, p. 80. Ist F n multi- 
linear (vgl. Sylvester, Cambr. Dubl. math. J. 7 [1852 j, p. 93), so werden vermoge einer 
Subst. S { ( i = 1, 2, • • • n) einer Variabelnreihe die Koeff. von F n nur linear geandert, 
sodass man auf Grund des Determ. -Mult.-Satzes sofort Biklungen (darunter „Hohere 
Determinanten u [I A 2, Nr. 32], vgl. Sylvester, Cambr. Dubl. math. J. 7 [1852], 
sect. 3, p. 75) angeben kann, die sich gegeniiber S n weiterhin aber auch 
solche, die sich geg. alien S invariant verhalten. Speziell hat jede f\ ln eine 
quadratische Invariante. In Cambr. Dubl. math. J. 1 (1846), p. 104 — Coll. Pap. 1, 
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Invarianten J („Hy p er determin ant en“ Nr. 12) yon F n (x\a) zu bilden,. 
und erweitert den Begriff yon J anf mnltilineare ( ;; w-partite“) Urformen 
F n , die linear sind in n Yariabelnreihen, die aucb verscbiedenen 
(„unabbangigen“) 8 unterworfen werden. — Sylvester ordnet die Be- 
griffe systematised Er bescbrankt sicb, was oft zweekmassig ist, 
auf ;; unimodulare“ S i. e. yom Modul A = 1. Die „universale“ Form 

u x =ui% i-j |- u n x n andert sicb nicbt 18 ), wenn man die Yariabeln 

x einer S, und zugleicb die „kontragredienten“ 19 ) Yariabeln u der 
„inversen“ (, ; reziproken“) Substitution unterwirft. ; ,Kogredient“ 19 ) 
heissen Y ariabelnreiben, die der namlichen S unterliegen. 

Die Kovarianten, Kontrayarianten und Zwiscbenformen 20 ) (die 
die x und u zugleicb entbalten) lassen sicb 21 ) als Simultaninyarianten 
auffassen, wenn man den Urformen eine, oder mebrere Formen yom 
Typus u x binzufiigt. Alle invarianten Bildungen umfasst Sylvester als 
„Konkomi tauten “ 22 a ), (wir sagen mit K ‘ Beuschle m ) „Komitanten“) ; er 
giebt eine Reibe yon Prozessen an (Nr. 16), wie man aus Bildungen 
des einen Typus solcbe eines andern erzeugt. Allgemein ist eine Komi- 


p. 95 wird zur Erzeugung von inv. Bildungen der Prozess SI = 


a 


dxM 


(^&=l,2,---w) 


eingefiihrt (wo nach Ausmultiplikation je die, bez. n te , bei SI 1 die ln te Ableitung 
zu substituieren ist); die Funktionaldet. von n Funktionen f ± (x) } f 2 (x ) , . . . f n (x) 


der x ±) x 2 , . . . x n entsteht, wenn das Produkt f x {x^) • f 2 (x®) • • • f n (x^) dem 
Prozesse SI unterwerfen wird. Hinterber kann man die V ariab elnr eilien wieder 
gleicbsetzen. So liefert fiir f s (x) = a 0 x 1 2 + 2a 1 x 1 x s + x % 9i( x ) — 

+ 2 b 1 x 1 x 2 + b 2 x 2 2 Sl 2 f t (x) g 2 (y) die Inv. a 0 — 2 a t b x + a % b 0 resp. 2 (, a 0 a 2 — - a x 2 ). 
Bez. der Leistungen Cayley’s vgl. M. Noether , Math. Ann. 46 (1895), p. 462; 
A. JR. Forsyth in Cayley’s Pap. 8 (1895), p. IX = bond. Roy. Pr. 58 (1895). 

18) Cambr. Dubl. math. J. 7 (1852), p. 56. Ist also F n eine Urform (oder 


die Kovariante einer solchen), J eine Invariante von F, so ist J(F-\- Aw”) fiir 
jeden Wert von l eine Kontravariante von F. Der Faktor von X heisst die erste 
„Evektante“ (ib. p. 57) von / [Nr. 18]; der erzeugende Prozess hat z. B. fiir eine 

<7 S = a lu x 1 3 + 3a 112 x 1 2 x 2 -)-••• die Gestalt: — f- ^ f- • • - . 

ca 11:L va 112 

Ist J die Diskriminante von JF, so entstehen die ,,adjungierten Formen u von 
Hermite (vgl. Anm. 16), z. B. aus f s die kubiscbe Kovariante. 

19) Der Ausdruck ib. 7 (1852), p. 53. 

20) Der Ausdruck von S. Aronhold, J. f. Math. 62 (1863), p. 281. 

21) Cambr. Dubl. Math. J. 8 (1853) p. 64, 259. Bez. der Leistungen Sylvester’s 
vgl. M. Noether , Math. Ann. 50 (1898), p. 133. Die Auffassung von Sylv. bringt 
fiir besondere Gruppen auch Nachteile mit sich: AT. JBurJchardt , Math. Ann. 43 
(1893), p. 199. 

22 a ) Der Ausdruck eingefiihrt ib. 6 (1851), p. 290. b ) Zurich Kongr. 
Yerh. 1898, p. 123. 
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tante einer Komitante wieder eine solche 23 ). Sylv. charakterisiert auch 
den Typus der „Kombinanten“ 24 ) (Nr. 24), d. s. Formen, die in Be- 
zug anf zwei Reihen von m reap, n Variabeln zugleicb invariant sind. 

Bei Cayley erscheinen 25 ) die J resp. C als ganz-rationale Losungen 
ibrer Differentialgleichungen (Nr. 18). 

S. Aronhold 26 ) erscbliesst aus den Differentialgleichungen (Nr. 18) 
die Existenz gewisser Briiche cp als der „absoluten Invarianten“, die 
sich bei einer S vom Modul A gar nicht andern, denen die fruheren, 
die Zahler und Nenner der <p, als Relative" gegeniiberstehen. 

Bei A. Clebsch 21 ) erscheinen die J als Aggregate symbolischer 
Produkte (Nr. 12). Clebsch erweitert den Begriff von J, indem er die 
„Zwisehenvariabeln“ 28 ) (Nr. 12) einfiihrt, die den linearen Stufen des 
w-aren Gebietes entsprechen. 

P. (Jordan 29 ) und A. Capelli 30 ) ziehen, wie schon Cayley fur multi- 
lineare Urformen, unabhangige S mehrerer Yariabelnreihen in Betracht. 

„Irrationale“ Invarianten, d. s. Wurzeln irreducibler Gleichungen 
[I B 1 b, Nr. 5] mit rationalen J als Koeffizienten, drangen sich auf, 
wenu sich Urformen in irrational-kanonischer Gestalt (Nr. 11) dar- 
bieten, wenn also der „Rationalitatsbereich“ (I B la, Nr. 9) der Koeffi- 
zienten passend erweitert wird. 

E. Study 31 ) hat die Stufen des Invariantenbegriffes in Parallele 
gesetzt zu L. Kronecker’s 33 ) arithmetischer Begriindung der Arten alge- 
braischer Grossen. Bei S. Lie 33 ) (II A 6 und Nr. 12) liegt eine allge- 
meine Auffassung anderer Art vor. Unterwirft man die Variabelnreihen 

23) Cambr. Dubl. math. J. 6 (1851), p. 291 ; 7 (1852), p. 57. 

24) ib. 8 (1853), p. 256; 9 (1854), p. 85. S. betrachtet aucli Kombinanten 
von Formen ungleicher Ordnung, die spater von H. S . White genauer unter- 
snchten „Semikombinanten u , Am. J. 17 (1895), p. 235 [Nr. 24]. 

25) I. u. II. Mem. = Pap. 2, p. 221, 250. 

26) J. f. Math. 62 (1863), p. 281. 

27) J. f. Math. 59 (1860), p. 1. Bez. der invariantentheor. Leistungen von 
Clebsch, bes. auch der geometrischen Anwendungen vgl. Gordan in Math. Ann. 7 
(1874), p. 37. 

28) Grott. Abh. 17 (1872), p. 1. 

29) Math. Ann. 13 (1878), p. 379 (bei Auflosung der f\ == 0); bei F. Klein 
u. K. Fricke, Modulfunktionen 2, Leipzig 1892, p. 127 linden sich Anwendungen 
zur Aufstellung von Modulargleichungen, ib. p. 690 von Modularkorrespondenzen 
[II B 4a; c]. 

30) Gi. di mat. 17 (1879), p. 69 (f s {x\y) s. Anni. 218, 237). — G. le Paige 
behandelt die multilinearen Formen bei unabh. systematisch, s. Anm. 195 
und bez. der Seminvarianten [Nr. 2H] Belg. Bull. (3) 2 (1881), p. 40. 

31) Leipz. Ber. 1886, p. 137; „Study“ p. 1. 

32) Festschrift, Berlin 1881 = J. f. Math. 92, p. 1. • 

33) „Vorl. uber endl. kont. Transf.gruppen u , v. S. Lie und F. Engel, Leipzig 
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(%), (y), • • • von Urformen F® (#; y] • * • j aft) einer gewissen ^Gruppe^ 
G von S, so induzieren die 8 eine lioloedriscli isomorphe Gruppe &' 
yon S' der a ® : der Zusammenhang zwischen G nnd G' stellt sieh 
symbolisck am einfachsten dar (Nr. 12). Bine analytische und in 
den a® je homogene Funktion, die G' gegenuber unveranderlich ist, 
ist eine „ absolute^ Invariant© der F. 1st G die allgemeine projektive 
Gruppe, und sind auch die a allgemein, so sind die rationalen ab- 
soluten J von G' die AronholcC schen Bruche <p. Die relativen J er- 
scheinen als absolute, wenn man G dureh die Untergruppe vom 
Modul 1 ersetzt. 

E. JB. Christoff el u ) und L. Maurer 35 ) haben Gruppen G von 
rationalen Substitutionen beriicksichtigt, wahrend die G' projektiv 
bleiben; die charakteristisehe Gestalt der Differentialgleichungen fur 
die J'bleibt erhalten. Die ; ,Seminvarianten^ (Nr. 23) i. e. „Leitglieder“ 36 ) 
der Komitanten sind Invarianten einer gewissen Untergruppe von G'. 

Unter den ganz-rationalen Invarianten gegebener Urformen ragen 
hervor die ; ,Grundformen“ (Nr. 6) und die „assoziierten Formen“ (Nr. 7), 
aus denen sich alle ubrigen ganz-rational resp. rational ableiten lassen. 

3. Aquivalenz von quadratisclien und bilinearen Formen und 
Formenseharen. Als Ausgang dient das wegen seiner Anwendungen 
auf Mechanik und Geometrie vielfacb behandelte Problem, eine (all- 
gemeine) F%(x x, • • • x n ) = J£a ih XiX k = al (| a ik | = D(F) 4= 0) durch 
eine S der x auf eine Summe (Aggregat) von (n) Quadraten 

y\-\ \-vl- vl+i y\ 

zu bringen 37 ). Piir ein und dieselbe F 2 ist nach Sylvestw die Anzahl 

1893; eingehender: „Vorl. -fiber endl. kont. Transf. gruppen ruit geom. Anwen- 
dungen“, y. S. Lie und G. Scheffers, Leipzig 1893, Hap. 23. 

34) Math. Ann. 19 (1881), p. 280. 

35) Munch. Ber. 1888, p. 103; J. f. Math. 107 (1890), p. 89; Munch. Ber. 
1894, p. 297. 

36) Cayley, I. Mem. = Pap. 2, p. 221. 

37) J. L. Lagrange, Misc. Taur. 1 (1759), p. 18 — Oeuvr. 1, p. 3 bes. p. 7 
[ F 2 (dx 1 , dx % , dxf)]', M^can. anal., Paris 1788 (deutsch v. H. Servu-s, Berlin 1887). 

I, III [II A 2, Nr. 18, Anm. 126]. K. F. Gauss, Disq. ar. art. 271 ; Comm. Grott. 5, § 31 
===== Werke 4, p. 29 bes. p. 37 ; Theoria motus, Hamburg 1801. G. Boole, Cambr. math. 

J. 2 (1840), p. 64. J. Blucker, J. f. Math. 24 (1842), p. 283 = Gres. Abh. 1, p. 399. 
0. Hesse, J. f. Math. 57 (1860), p. 175 = Werke p. 489; Hesse, Anal. Eaum- 
geom., Leipzig 1861, 1869, 1876 (3. Aufl. mit Zusatzen von S. Gundelfinger). Bes. 
eingehend bei S. Gundelfinger (nach Blacker) J. f. Math. 91 (1881), p. 221. Die 
kanonischen Koeff. in Det.form bei J. Studnicka, Prag. Ber. 1888, p. 256. Eriterien 
der Darstellbarkeit von F als Summe von m (<fn) Quadraten: Benoit , Par. C. E. 
101 (1885), p. 869; Nouv. Ann. (3)5(1886), p. 30; doBresle, Par. Soc, math. Bull. 
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Jc konstant (, ? Tragheitsgesetz 38 ) der F 2 l ). Insbesondere bat man eine 
Quadratsumme x\ -(- x\ -f- * * • + durch „orthogonale“ 39 ) S in sicb 
(„automorph“ 40 )) transformiert. 

Cayley 41 ) stellt die Koeffizienten einer (eigentliehen) ortbogonalen 
S rational durch V^zzll unabhangige Parameter X i]c , die Elemente 

einer „halb- oder scbiefsymmetriscben^ Determinante (Xu -j- Xu — 0) 
dar (I A 2, Nr. 28). Ch. Hermite erweitert das Verfabren auf die auto- 
morpbe Transformation einer allgemeinen 0 2 , 42 ) sodann einer allge- 

14 (1886), p. 98. D. Andre , ib. 15 (1887), p. 188. J. Valyi , Arcb. f. Math. (2) 6 
(1888), p. 4:45. Im iibrigen ygl. B. Baltzer, Determinanten, 5. AufL, Leipzig 1881, 
sowie I C 2. — Fur k = 0 (oder n) heisst nach Gauss (1. c.) die F 2 definit, sonst 
indefinit (Kriterium: II A 2, Nr. 28). — Wegen der arithmetischen Aquivalenz- 
methoden sei bez. der ganzeu Nr. auf I C 2, auf P. Bachmann , Die Arithmetik 
der quadratischen Formen, 1, Leipzig 1898, sowie auf „Muth u yerwiesen. 

38) J. J. Sylvester , Phil. Mag. (4) 4 (1852), bes. p. 140; Lond. Tr. 143 (1853) 
bes. p. 481, 484. Nach G. W. Borchardt (J. f. Math. 53 [1857], p. 281) schon 
1847 im Besitze von K. G. J. Jacobi vgl. J. (Nachlass) ib. p. 275 == Werke 3, 
p. 591; Ch. Hermite , ib. p. 271; Brioschi, Nouv. Ann. 15 (1856), p. 264; de Presle, 
Par. Soc. math. Bull. 15 (1857), p. 179. Geom. Deutung u. arithm. Beweis bei 
E. Netto, J. f. Math. 110 (1892), p. 184. — Auf Grund des Gesetzes haben 
Hermite , Par. C. B. 1853, p. 294; J. f. Math. 52 (1856), p. 39 bes. p. 43, Jacobi 
(1. c.) und Sylvester, Lond. Trans. 143 (1853), p. 407 bes. p. 484 mittels der „Bezou- 
tiante“ (IB 3 a, Nr. 8) die Zahl der reellen Wurzeln einer algebr. Gleichung 
zwischen geg. Grenzen ermittelt. Ygl. noch K. Hattendorff , Die Sturm’schen 
Funktionen, Gott. 1862; L. Kronecker , Berl. Ber. 1873, p. 117 = Werke 1, p. 303; 
Weber 1, Abschn. 5, 6, 7, und bes. die historische Darstellung bei M. Noether , 
Math. Ann. 50 (1898), p. 139. — Wes. mit Hiilfe des Tragheitsgesetzes hat 
K. Hensel die F 2 (x 1} x 2 , . . ., x n = 1) in reelle Typen eingeteilt, J. f. Math. 113 
(1894), p. 113. 

39) L. Euler, Petr. Nov. Comm. 15 (1770) = (Comm. Arithm. Coll. 1, p. 427), 
bes. p. 75, 101 (n = 3, ohne Beweis fur n « 4); A. Cauchy, Exerc. de math. 
Paris 1829, bes. p. 140; Jacobi, J. f. Math. 12 (1834), p. 7 = Werke 3, p. 199, 
Werke (Nachlass) 3, p. 599; O. Hesse (»== 4), J. f. Math. 45 (1853), p. 93 = 
Werke, p. 307; ib. 99, p. 110 (Nachlass) = Werke p. 663. Ygl. weiter Anm. 41 
und I B 1 c, Nr. 22. Der Fall k > 0 kommt auf k = 0 zuruck. 

40) Der Ausdruck von A . Cayley, Lond. Tr. 148 (1858), p. 39 = Papers 
2, p. 497. 

41) J. f. Math. 32 (1846), p. 119 = Papers 1, p. 332. Fur n — 3 schon im 
wes. bei Euler (Anm. 39), bei 0. JRodrigues , J. de math. 5 (1840), p. 380 bes. 
p. 405. CJ s Darstellung versagt, wenn — 1 eine Wurzel der char. Gleichung ist; 
vgl. die Erganzungen bei J. Bosanes, J. f. Math. 80 (1875), p. 52; G. Frobenius, 
ib. 84 (1878), p. 1 (Grenzprozess) ; L. Kronecker, Berl. Ber. 1890, p. 525, 602, 
691, 873, 1063, 1375; 1891, p. 9, 33; H. Taber, Chic. Congr. 1896, p. 395, s. noch 
Anm. 70. Das Analoge gilt von Anm. 42, 43. 

42) J. f. Math. 47 (1853), p. 307. Eine Weiterfuhrung und Erganzung bei 
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x.-\ -y. 

meinen F*, i3 ) durch Vermittelung der * wenn J^ 2 (x) = F 2 (y). 

A. Cayley u ) stellt Sermite 1 s Ergebnis in „Matrices 45 )-Gestalt“ dar; 
die fragliclie S ist D~ 1 (D — Y) (D-f- Y)~~ 1 D y wenn D die Matrix 
der an, T eine willktirliche s chiefsymmetrische Matrix ist. Cayley 46 ) 
ubertragt aneb schon das Ergebnis auf eine allgemeine 
yi—yn\<kk) bei unabhangigen 8 der x und y 7 und charakterisiert 
die Stellung der symmetrischen (an — a ki ) und altemierenden 
(a a = — a ki ) F hl . 

Die Transformation der #-Funktionen (II B 7) fiibrte auf die Auf- 
gabe, eine Fi t i auf die „normale“ Gestalt einer gewissen Summe von 
Produkten zu bringen. Falls D(F) — | a ik | 0, zeigt L. Kronecker 47 ) 

mittels der „beigeordneten“ Form, dass die Losung einer „Resolvente“ 
n. Ordnung (IB 3c, d, Nr. 10 ) ausreicht, und erledigt damit aucb die 
„automorphe“ Transformation von F fiir identiscbe ( ;; kongruente i£ ) 8 der 
x und y. L. Christoffel 48 ) fiibrt den Beweis mit Arorihold’s Metboden 
(Nr. 18 ) und zeigt, dass die Zabl der in den Koeffizienten von 
S entbaltenen Parameter gleicb der der absoluten Inyarianten von 
F ist. 

A. Cauchy und K . Gr. J. Jacobi haben 49 ) simultan zwei (allgemeine) 
F$: at, it (speziell eine F 2 durch ortbogonale S) in Aggregate Yon 
Quadraten ubergefuhrt. Die Losung hangt yon der ,,charakteristischen“ 
Gleicbung ( Cauchy ) | a ik + Xb ik ] — 0 ab. Bei Boole 60 ) ordnet sicb die 


p. 221; vgl. das G-renzverfahren von Hermite, ib. 83 (1877), p. 325. Eine 
allgemeingultige Ableitung giebt (vermoge einer Normalform der (7 2 ) zuerst 
G. Cantor , Hab.schr. Halle 1869, s. das Buck von Bachmann 1. c. — Die 
Cayley’sche Darstellung bat F. Prym, G-ott. Abb. 38 (1892) auf die involuto- 
riscben S ausgedebnt, vgl. A. Comely, Diss. Wurzburg 1892. 

43) Cambr. Dubl. matb. J. 9 (1854), p. 63. Cayley wendet die Metbode 
auf der F t (n = 4) umscbriebene Polygone an, Pbil. mag. 96 (1853), p. 326 == 
Pap. 2, p. 105; ib. 4(7) (1854), p. 208 = Pap. 2, p. 133; cf. A. Voss , Math. Ann. 
25 (1885), p. 39; 26 (1885), p. 231; B. Sturm, ib. 26 (1886), p. 465 flH C 4]. 

44) Cayley , J. f. Matb. 50 (1855), p. 288, 299 = Pap. 2, p. 192, 202. 

45) Cayley, Lond. Tr. 148 (1858), p. 17 == Pap. 2, p. 475. 

46) Lond. Tr. 148 (1858), p. 39 — Pap. 2, p. 497. Einfacber bei Th. Muir , 
Am. J. 20 (1898), p. 215. 

47) Berl. Ber. 1866, p. 597 == J. f. Matb. 68, p. 273 = Werke 1, p. 143. 

48) J. f. Matb. 68 (1867), p. 253. Vgl. Clebsch-Gordan, Abel’scbe Funktionen, 
Leipzig 1866, Abscbn. 12. Die absol. Inv. einer F n (x ; u) scbon bei C. W. Borchardt, 
J. f. Matb. 30 (1846) , p. 38. 

49) A. Cauchy, Exerc. de matb. 1829, 4, bes. p. 140; Jacobi , J. f. Matb. 12, 
pi — Werke 3, p. 191; Brioschi, Ann. di mat. 1 (1868), p. 158. 
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Aufgabe der simultanen Transformation von zwei F n unter, Cayley 51 ) 
vereinfacht seine Methode. 

K. Weierstrass 52 ) untersucht die Anderungen, die die Cauchy - 
Jacobi' sohen. Formeln fiir die Reduktion zweier F 2 anf Qnadratsummen 
erleiden, wenn die Wurzeln von | an -f- hbik | = 0 nicht mehr alle 
ungleich sind ; insbesondere fiir reelle S reeller F. 

Weierstrass 53 ) begriindet das Kriterum fiir die Aquivalenz zweier 


51) Cayley, Cambr. Dubl. math. J. 4 (1849), p. 47== Pap. 1, p. 428; Quart. 
J. 2 (1858), p. 192 = Pap. 3, p. 129. 

52) Berl. Ber. 1858, p. 207 = Werke 1, p. 233. W. prazisiert hier den 
Begriff des „allgemeinen“ Falles. Dazu die Erweiterungen von E. B. Christoffel , 
J. f. Math. 63 (1864), p. 255. 

53) Berl. Ber. 1868, p. 310 = Werke 2, p. 19 (mit Zusatzen). fiber eine 
„Lucke“ im Beweise und deren aUmahliche arithmetisch-algebraische Ausfullung 
durch SticMberger , Frobenius u. A. s. „Muth“, Einleitung. [Die Elementarteiler 
und ihre Invarianz im wes. schon bei Sylvester , Phil. Mag. (4) 1 (1851), p. 119, 
295, 415, vgl. die historische Darstellung bei M. Noether , Math. Ann. 50 (1898), 
p. 137]. Die Theorie bei S. Gundelfinger , in Hesse's Raumgeom. 3. Aufl. 1876; 
L. Sauvage, Ann. ec. norm. (3) 8 (1891), p. 285; 10 (1893), p. 9; „Muth“; Ver- 
allgemeinerungen bei K. Hensel, J. f. Math. 115(1895), p. 254; 117 (1897), p. 129, 
333, 346.] Vgl. die geometrischen Anwendungen bei F. Klein, Diss. Bonn, 1868 
= Math. Ann. 23, p. 539 auf die Einteilung der Linienkomplexe 2. Ordg, bei 
W. Killing auf den Schnitt von 2 JP 2 , Diss. Berlin 1872 (s. auch Sylvester 1. c. 
und Cambr. Dubl. math. J. 5 [1850], p. 262). — Bez. modifizierter Darstellungen 
des Aquivalenzkriteriums vgl. L. Sticlcelberger , Diss. Berlin 1874; J. f. Math. 86 
(1879), p. 20; L. Maurer, Diss. Strassburg 1887; Ed. Weyr, Bohm. Ges. d. W. 
1889, Jubelb.; Auszug in Monatsh. f. Math. 1 (1890), p. 163 (mittels der Matrices); 
B. Cald, Ann. di mat. (2) 23 (1895), p. 159 (rational durch Det.-Umformungen) ; 
G. Landsberg, J. f. Math. 116 (1896), p. 331 (rat. Uberfuhrung der Scharen in 
ein. mittels Kroneeker' s Fundamentalsysteme [IB 1 c, Nr. 6]. — Nach Frobenius 
ist eine Schar von F 1X noch durch eine S mit > n arbitraren Parametern in 
sich uberfuhrbar, Zurich. Nat. G. 41 (1896), p. 207~ Aquivalenz von oo^ Scharen 
bei S. Kantor, Munch. Ber. 27 (1897), p. 367. Alternierende Scharen bei kon- 
gruenten S: E. v. Weber, Munch. Ber. 28 (1898), p. 369. ,,Ahnliche“ F X1 : 
G. Sforza, Giorn. di mat. 32 (1894), p. 293; 33 (1895), p. 80; 34 (1896), p. 252. 
Eine spezifische Aquivalenz beim Hauptaxenproblem der C 3 : S. Gundelfinger, 
Anal. Geom. der C 2 , hrsg. von F. Dingeldey, Leipzig 1895, Abschn. 1, 
§§ 8 — 10, danach ausfuhrlicher Ph. Bruckel, J. f. Math. 119 (1898), p. 210, 313. 
Die Aquivalenz zweier F n mit ihren „reziproken u bei C. Segre , Giorn. di mat. 
22 (1884), p. 29; die zweier /* 4 bei Frobenius , J. f. Math. 106 (1890), p. 125; 
Klein-Fricke , Modulfunktionen, Leipzig 1890, § 4; die zweier f 3 {x\ y) bei Fro- 
benius 1. c. Study untersucht den Zusammenhang der F 1X mit den rekurrieren- 
den Reihen, Monatsh. f. Math. 2 (1891), p. 1. — Die Aquivalenz einer F lt (n = 3) 
fiir konjugierte Koeffizienten und Variable studieren H. Poincare , Par. C. R. 
98 ('1884b ID. 344; E. Picard . ib. n. 416; a.llo , emein A Tinpnmi Nova. Arvha. Loon 71 
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Scbaren F 2 -f- XG 2y F 2 -f- X G 2 : „dass deren Determinanten D, Tf in 
ibren Elementarteilem (I C 2 ) s y a ubereinstimmen miissen“ Dabei 
geben die s an, ob und wie oft ein mebrfacber Teiler von D in 
alien Minoren (n — l) teD , (n — 2) ten . . . Grades aufgeht. Die Koef- 
fizienten yon | a,** -f- Xba ' = 0 sind rationale 54 ), die a irrationale In- 
yarianten der Scbar F 2 -f- X Cr 2 . 

Bebufs Entscbeidung iiber die Aquivalenz yon zwei gegebenen 
Scbaaren reduziert sie Weierstrass auf sacbgemasse kanoniscbe 55 ) Ge- 
stalt en, deren Variabeln yon den a resp. a abbangen. Sollen die a , a 
existieren, darf D resp. D' nicbt (in X) = 0 sein. L. Kronecker 56 ) 
erledigt aucb diesen Fall durcb geeignete Teilung der Variabeln in 
zwei , Gruppen. Ftir Scbaren, die wenigstens eine ^definite" Form 
(d. i. yon konstantem Vorzeicben [IC2]) entbalten, fuhrt Kronecker 
die Reduktion direkt durcb, und leitet erst daraus die Aquivalenz- 
eigenscbaft der a, a ab. Die a ersetzt Kronecker , fur F 2 , wie fur 
F^i, durcb rationale Inyarianten, die grossten gemeinsamen Teiler r* 
aller Minoren yon D (F 2 -j- X G 2 ) je derselben Ordnung i. 

Die Gleicbbeit der ti und 57 ) reicbt nicbt immer als Aquivalenz- 
kriterium bin; ein solcbes leisten aber stets die „elementaren“ Scbaren, 


auf ,,Schwingungen u finden sicbbei F. Pockels , tlber die part. Diffgl. Ati~ s r k s u=0, 
Leipzig 1891, p. 44; 23. B. Christoff el, J. f. Math. 63 (1864), p. 273; Weierstrass 1. c. 
JE. J . Bouth, Dynamics ... 5. ed., London 1891, Part. VII (deutscb v. A. Schepp, 
Leipzig 1898). — Diesen Anwendungen auf Schwingungen entsprechen rein 
mathematisch solche auf lineare Differentialgleichungen, vgl. dazu noch Weier- 
strass (Berl. Ber. 1875 == Werke 2, p. 75), sowie L. Heffter’s „Lineare Diffe- 
rentialgleichungen 11 , Leipzig 1894, Kap. 9 [II B 3 c]. 

54) Weierstrass, 1868 1. c.; vgl. J. Bosanes, J. f. Math. 80 (1875), bes. p. 54. 

Fiir 6r 2 schon bei L . Fuchs, J. f. Math. 66 (1866), bes. p. 182; Christoff el, 

ib. 68 (1867), bes. p. 270; M. Hamburger , ib. 76 (1873), bes. p. 115; F. Siacci, 
Ann. di mat. (2) 4 (1873), p. 296. 

55) Uber den Begriff des Kanonisehen vgl. Kronecker, Berl. Ber. 1874, 
p. 72. — W. gelangt dazu, fiir beliebiges n E 2 -Scharen hinzuschreiben, deren D 
vorgeschriebene s haben. 

56) Berl. Ber. 1868, p. 339 = Werke 1, p. 163. K'onecker folgend bringt 
A. Kneser ausnahmslos eine F 2 durch orthog. & auf eine Quadrats um me: Arch, 
f. Math. (2) 15 (1897), p. 225. — Wegen der Reduktion einer F l t durch bi- 
orthogonale S s. E. Beltrami, Gi. di mat. 11 (1873), p. 89; E . Cosserat, Toul. 
Ann. 3 (1889), p. 1; Sylvester, Par. C. R. 108 (1889), p. 651; Mess. (2) 19, p. 1, 42. 

57) Berl. Ber. 1874, p. 59, 149, 206 = Werke 1, p. 349. Weitere Aus- 
fiihrung ib. 1890, p. 1225, 1375; 1891, p. 9, 33. Einfacher mittels Partialbruch- 
zerlegung bei Frobenius , Berl. Ber. 1896, p. 7; hier deckt F. auch den inneren 
Grand des Weierstrass-Kronecker’schen Satzes auf, dass 2 aquivalente E 2 -Scharen 
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fur die D = 0 oder die Potenz einer Linearform ist. Eine Schar 
von F 1A ist stets, und im wesentlichen nur auf eine Art, als Ag- 
gregat von elementaren darstellbar; diese, nebst ibrer Anzahl, sind die 
„wahren“ 58 ) Inyarianten der Aquivalenz. 

Kronecker bedarf dabei der Ausdebnung der von ibm (s. oben) fur 
besondere Scbaren gegebenen Reduktion auf beliebige, indem jetzt 
ga nz e Gruppen 59 ) von Variabeln zugleicb entfernt und durch „kanonische“ 
ersetzt werden. Bei geeigneter Anordnung bleibt die Weierstrass' sche 
Reduktion selbst fur D — 0 gultig 60 ). Kronecker nimmt nunmehr die 
automorphe Transformation einer Fi t i bei identiscben S (ygl. oben) 
wieder auf 61 ). Fur D = 0 bangt von einer geringeren Zabl von 
Variabeln ab und kann als Form mit D e|= 0 gescbrieben werden. Es 
ordnen sicb die kanoniscben Gestalten der F^x unter vier ,,reduzierte“ 
Typen 62 ) ein. Wie oben, wird mit rationalen, ,,arithmetischen“ In- 
varianten operiert 63 ). Die aritbmetiscbe und formentbeoretiscbe Be- 
bandlung bat H. Bosenow 64 ) fur eine Vi> Vs) gegen- 

ubergestellt. — Die Weierstrass-Kronecker 7 schen Satze von 1868 leitet 
6r. Darboux 65 ) auf der Grundlage der geranderten Scbardeterminan- 
ten D, JD U D 2 , ... ab, die sicb analog verbalten, wie die Sturm' scben 
Funktionen (I B 3 a, Nr. 5); die Formenscbar wird als Quotient | 
dargestellt und durcb Partialbrucbzerlegung auf die kanonische Gestalt 
gebracbt. 

Umgekebrt hat man nacb der Untergruppe F von S gefragt, die 
uberhaupt irgend eine F 2 resp. F^i automorpb transformiert; die 
Formen werden nachtraglich ermittelt. 

Die ,,Fundamentalgleichung“ 66 ) einer solcben S: | 6 n — p, • * | =0 


58) 1. c. (1874), p. 60. 

59) Ygl. die (fiir J. erfolglose) Polemik zwisehen Jordan und Kronecker: 
J. in Par. C. R. 77 (1873), p. 1487, Kr. ib. p. 71; J. (1874) in J. de math. 
(2) 19, p. 35; Par. C. K 78 (1874), p. 614, 1763; J. de math. (2) 19, p. 397 (korrekt); 
Kr. 1874, 1. c., p. 206. 

60) Die Methode von Jacobi (J. f. Math. 53, p. 265 = Werke 3, p. 585) 
gait nur fur symm. u. altern. F 1 r 

61) Berl. Ber. 1874, p. 397 = Werke 1, p. 421. 

62) 1. c. p. 430. 

63) Ygl. die unter Anm. 59 citierten Erganzungen von Kr. 1890, 1891. 

64) J. f. Math. 108 (1890), p. 1; Progr. Berlin. 4. hoh. Biirgersch. 1891, 1892. 

65) J. de math. (2) 19, p. 347. Fur n = 3 vereinfacht bei H. Vogt , Nouv. 
Ann. (3) 15 (1896), p. 441. 

66) Kronecker , J. f. Math. 68 (1866), bes. p. 276 — Werke 1, p. 143; E. B. 
Christoff el, ib. 68 (1867), p. 253. Fur orthog. S schon bei F. Brioschi , Ann. sc. 
mat. fis. 5 (1854), p. 201; L. SchldfU , J. f. Math. 65 (1866), p. 185. 
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ist nack Kronecker 67 ) „reziprok“. J. Bosanes 67 ) zeigt, dass zu jeder 
reziproken Fundamentalgleickung im allgemeinen eine S und damit 
eine F 2 gekort. 

In diesem Sinne kat G. Frobenius 68 ) die F der F %J und daruber 
kinaus der ;; symmetriscken“ und „altemierenden“ Fi t i f mit alien Aus- 
nahmen untersuckt. Die a,* reprasentieren 69 ) eine S einer Variakeln- 
reike; die Transformationen einer F^ i ersckeinen so als „Multipli- 
kationen“ yon S* der Algoritkmus bekerrsckt auek gewisse Multiplika- 
tionen yon kokeren komplexen Zaklen 70 ) (I A 4 ; Nr. 10). Solange D e|e 0, 
befolgen die s der ;; ckarakteristiscken Funktion“ ein einfaekes Gesetz; 
bei D = 0 kat die Funktion einer Teilbarkeitsbedingung zu genugen. 
Die Cayley-Hermite 1 scheii Formeln (s. oben) werden durck ein tkeo- 
retisckes Grenzverfakren auf die Ausnakmefalle ausgedeknt 71 ). — Von 
Frobenius 72 ) rukrt auck ein formentkeoretisckes Kriterium des 
scken Problems^ (II A 5) her, i. e. der Aquivalenz von zwei n-gliedrigen 
linearen Differentialformen bei allgemeinen Punkttransformationen. 
L. StickeTberger 7S ) untersuckt die JT der eine definite F 2 invariant 

67) J. f. Matb. 80 (1875), p. 52. E. bringt die bez. S anf die „antisym- 

metrische“ G-estalt: x. = £ ^ c ki x k (s = + 1). 

68) J. f. Matb. 85 (1877), p. 1. Ygl. dazn nocb: ib. 86 (1879), p. 44, 146; 
88 (1880), p. 96. Die autom. Transf. der F^ (w = 4) bat F. Lindemann [Vorl. 
iiber G-eom. von A. Clebsch, Leipzig 1891, Abscbn. H, 17] durcb lineare Zuord- 
nung eines linearen Komplexes incl. der Ausnahmen dnrcbgefiibrt; A. Loewy 
danacb (im TJmriss) far n Yar.: Nova Acta Leop. 65 (1895), p. 1, mit Anwendungen 
auf Linien- u. Kugelgeometrie. A. Voss legt den algebraiscben Kern des Yer- 
fabrens bloss Miincb. Ber. 26 (1896), p. 1, 211; Lindemann , ib. p. 31 gebt auf 
die Ausnahmefalle ein, und fubrt die verscbiedenen Aqu.bedingungen in ein. iiber. 

69) Ygl. Cayley , Anm. 45. 

70) Ygl. daruber JR. Lipschitz , „Untersucbungen iiber die Summe von 
Quadraten 11 , Bonn 1886; J. de matb. (4) 2 (1886), p. 373; Berl. Ber. 1890, p.485; 
Kronecker s. Anm. 41; F. Study, Chicago Congr. Pap. 1896 (1893), p. 367, wo 
weitere Litteratur, und vor allem nocb A. Hurwitz, Gott. Nacbr. 1896, p. 314; 
E. Cartan, Toul. Ann. 12 B (1898), p. 1 [I A 4, Nr. 14]. Die komplexen Zahl- 
systeme formentbeor. bei Cyp. Stephanos, Atben, Jubil.-Band, 1888. 

71) Wie das Grenzverfahren bei den ortbog. S zu umgehen sei, bat JS. Taber 
eingebend verfolgt Loud. M. S. Pr. 24 (1893), p. 290; 26 (1895), p. 364; N. Y. B. 
3 (1894), p. 251; Matb. Ann. 46 (1895), p. 561, Am. Ac. P. 31 (1896), p. 181, 336; 
Cbic. Congr. P. 1896 (1893), p. 395. T. stiitzt sicb dabei auf einen Satz von Syl- 
vester (Par. C. B. 94 [1882], p. 55), und teilt die ortb. S in 2 Klassen, je nacbdem 
sie durcb Wiederholung einer infin. ortb. S erzeugbar sind oder nicbt, vgl. Anm. 77. 

72) J. f. Matb. 82 (1877), p. 230; E. Forsyth , Diff. equations 1, Cambridge 
1890, Cbap. 11 (deutscb v. H. Maser , Leipzig 1892); Gr . Morera , Tor. A. 18 
(1883), p. 383. Fiir n — 2 scbon bei Christoffel, J. f. Matb. 70 (1870), p. 46, 241. 

73) Progr. Zurich Polyt. 1877, p. 1. Die einfacben s verwendet implicite 
scbon Cauchy 1. c. (1829). 
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lassenden S, die auf eine trigonometrisclie Normalform gebracht werden; 
die charakteristische Funktion hat nur e inf ache a. 

Die Methode yon Frobenius hat A. Voss u ) auf beliebige F 1}1 
ausgedehnt, so ; dass die Hiilfsprozesse rational durchfuhrbar werden. 
Das System der in den an quadratischen Transformationsrelationen 
lasst sich dnrch ein lineares ersetzen; die symmetrischen nnd alter- 
nierenden jFi,i sind dabei ausgezeichnet. Lost eine 8 das Problem, so 
hat man nur noch alle mit S „vertauschbaren“ Substitutionen T (ST=T S) 
zu suchen 75 ). Die Endformeln werden den Cayley -Hermits schen analog. 

Auch C ' Jordan™) iibertragt die durch die a bedingte Einteilung 
der _F 2 in kanonische Klassen und Unterklassen auf die 8 selbst. 

Der Charakter ! der Gruppe der eine F 1)t inyariant lassenden S, 
sowie yon deren ITntergruppen, ist noch wenig 77 ) fur die Aquivalenz 
nutzbar gemacht. In S. Lids Theorie der kontinuierlichen Trans- 
formationsgruppen (II A 6) ist die dreigliedrige Gruppe j T yon Be- 
deutung, die eine F 2 (x 1} x 2 , x B ) inyariant lasst. Die Transformations- 
gruppen zerfallen 78 ) in „integrable“ und „nicht integrable“ je nachdem 
in ihnen jT als TJntergruppe enthalten ist oder nicht 79 ). 

4. Aquivalenz von Formen lioherer als der zweiten Ordnung. 

G. Boole 80 ) erweitert die orthogonale Transformation der F 2 (Nr. 1, 3), 

74) Math. Ann. 13 (1878), p. 320,- Gott. Nachr. 1887, p.425; Munch. Abh. 17 
(1890), p. 3. [Insbes. die „konjugierten“ S : Munch. Ber. 19 (1889), p. 175; 26 
(1896), p. 273; A. Loewy ibid. 26 (1896), p. 25.] Wegen gewisser „singularer u 
Falle vgl. Frobenius , J. f. Math. 84 (1878), p. 1; Kronecker, Berl. Ber. 1890, p. 525. 
602. 692. 873. 1063; A. Loewy , Math. Ann. 48 (1876), p. 97; 49 (1897), p. 448 
[I B 1 c, Nr. 22]. 

75) Auf anderem W ege bei Toss, Munch. Ber. 19 (1889), p. 283. 

76) J. de math. (4) 4 (1888), p. 349. 

77) 8. Lie , Christ. Abh. 1885; E. Werner , Math. Ann. 35 (1889), p. 113; 
W. Killing , ib. 36 (1890), p. 239. F. Engel hat betont, dass nicht jede S der, 
eine gewisse P 2 invariant lassenden proj. Gruppe, durch Wiederholung der 
infin. S der Gruppe erzeugbar ist, Leipz. Ber. 44 (1892), p. 279; 45 (1893) [mit 
E. Study ] p. 659 [Nr. 6, Anm. 145, Schluss]. Fiir P 2 = ^ x* bei Taber s. Anm. 71. 

78) S. Lie, Norw. Arch. 3 (1874), p. 112; F. Engel, Leipz. Ber. 1887, p. 95; 
W. Killing, Math. Ann. 36 (1890), p. 161. 

79) Geometrisches uber bil. resp. tril. Formen noch bei M. Pasch, Math. 
Ann. 38 (1891), p. 24; P Muth, ib. 40 (1892), p. 89; 42 (1893), p. 257; A. del Me, 
Bom. Line. B. (4) 6 (1890), p. 237; 7 (1891), p. 88; Battaglini (s. Monographien) 
[III C 9]. — Die f ± eingehend, mit Anwendungen auf die Drehungen des Raumes 
urn einen festen Punkt, bei Gyp. Stephanos, Math. Ann. 25 (1883), p. 299. — 
Von besonderem Interesse sind die Untersuchungen von Mosanes uber „ab~ 
hangige Punktsysteme“, J. f. Math. 88 (1880), p. 241; 90 (1881), p. 303; 95 (1883), 
p. 247; 100 (1887), p. 311. 

80) Vgl, Anm. 9. 
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indem er fragt, wann zwei Formenpaare F ny G ny F„, Gc' n Equivalent 
sind. Einmalige totale Differentiation der Aquivalenzen liefert die 
Bedingung, dass die gleich Null gesetzten Diskriminanten von F-\-XGr, 
F r -f- XGt' zu den namlichen Gleichungen in X fiihren (Nr. 25). 
Hierauf wird der Fall von mehr als zwei Urformen ; auch ungleicher 
Ordnung, zuruckgefiihrt. S. Aronhold 81 ) macht das „Aquivalenzproblem“ 
erst fur 0 3 , dann iiberhaupt fiir zwei allgemeine 82 ) Formen F p (x ] a), 
Fp(x | a) zum Kern der ganzen Tkeorie. Eine Abzahlung ergiebt, 
dass, abgeseken von p = 2; p — 3, n — % Transformierbarkeits- 
bedingungen existieren; sie lassen sick im Yerlauf der Elimination 
der S-Koeffizienten 6 so anordnen, dass ikre reckten Seiten von den 6 
unabhangig werden. Das fiikrt zu Differentialgleickungen 83 ) 

(Nr. 13, 18), die wiederum so umgestaltet werden, dass die 6 in 
iknen nickt mekr auftreten. Daraus lasst sick riickwarts sckliessen, 
dass die Bedingungen als Gleichkeiten von Briicken tp{a) = q>(a) 
(Nr. 2) gesckrieben werden konnen, wo die cp die rationalen Losungen 
der n? Differentialgleickungen sind, aus deren linearer Unabkangig- 
keit 84 ) auck entnommen wird, wieviel unter den cp rational unab- 
kangig sind. 

Der „Aronkold’scke Prozess“ ^ hi Ja (Nr. 2, 13) erlaubt die 

Ausdeknung auf eine Reike von Urformen F und fiikrt zu den Zu- 
sammenhangen zwiscken den Arten von Komitanten. Das Operieren 
mit den Differentialprozessen wird durcksicktiger, wenn man die F 
sjmbolisck (Nr. 12) als voile Potenzen von Linearformen ansetzt. 

Wenn F py Gr p auf die namlicke „typische“ Gestalt (Nr. 7) ge- 
brackt werden konnen, so existiert auck eine S, die F in G uber- 
fiikrt. Daraus leitet Clebsch 85 ) als Kriterium fur die Aquivalenz von 
zwei f v her, dass ausser gleicken absoluten Invarianten ein paar iiber- 


81) J. f. Math. 62 (1863), p. 281; fiir C s schon ib. 55 (1858), p. 97. 

82) 1. c. 1855, bes. p. 160. Modifikationen fiir nicht allgemeine F n bei 
W. Veltmann , Zeitschr. f. Math. 22 (1877), p. 277; ib. 34 (1889), p. 321. 

83) Umg. geht L. Maurer von den Differentialgleichungen aus*. Miinch. 
Ber. 18 (1888), p. 103; 24 (1894), p. 297; 29 (1899), p. 147. 

84) Einfachere Beweise bei Aronhold, J. f. Math. 69 (1868), p. 185; Christoff el, 
Math. Ann. 19 (1881), p. 280. Hohere Abhangigkeiten zwischen den Differential- 
gleiehnngen bei „Study“ p. 167. 

85) Math. Ann. 2 (1870), p. 373; Beispiele (/ 5 , f 6 ) bei Clebsch- Gor dan, Ann. 
di mat. (2) 1 (1867), p. 23. Cayley nahm irrtiimlicherweise das G-egenteil an, 
Math. Ann. 3 (1870), p. 268. Fiir / 6 , deren Ausartung die einer dreifaehen 
Wurzel nicht erreickt, geniigt die G-leichheit der abs. Invarianten: 0 . Bolza, 
Math. Ann. 30 (1887), p. 546, ausfiihrlicher in Artier. J. 10 (1887), p. 47. 
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einstimmender, in x % linearer bezw. quadratischer Kovarianten 
existiert; die Typik wird dann ermoglicht. P. Gram 86 ) kniipft an 
Aronhold an. Um bei der Herleitung der Gleichheit der absolnten 
Invarianten die Differentialgleichungen zu vermeiden, werden, in An- 
lehnung an Gauss 87 ) , die Resultanten ans den Transformationsrela- 
tionen fur ein Paar F PJ G p , dann fur ein zweites F PJ H p aufgestellt, 
nnd die Koeffizienten von F eliminiert. Jede Komitante von F wird 
aus Polarenbildungen beztiglieh der o' (Nr. 13) ganz-rational konaponiert; 
hieraus fliesst als Aquivalenzkriterium ausser der Gleichheit der ab- 
soluten Invarianten das identische Verscbwinden derselben Kovarianten. 
Wann aber reicbt das erstere bin? Indem E. B. Christo ff el 88 ) alle zu 
einer gegebenen Form F aquivalenten sucbt ; ;; normiert“ er den Gang 
der Elimination der <?; die Anzabl der in den Scblussgleicbungen 
verbleibenden o' wird von der Folge der Eliminationen unabhangig. 
Der Maximalwert dieser Anzabl ist w 2 ; die Aquivalenz von F p> G p 
bangt dann nur von der ITbereinstimmung der n 2 absoluten Invarianten 
ab. Die ausgeschlossenen Falle gehoren ausgearteten 89 ) Grundformen 
an, deren allgemeine invariantentheoretische Beberrschung nocb offen 
stebt (Nr. 6, 11, 15). 

5. Automorphe Formen. Invarianten endlicher Gruppen. Bei 

der Frage nacb den algebraiscben Integralen der bypergeometrischen 
Differentialgleichung P 2 (x, y) = 0 (II B 4 c) stiess H. A. Schwarz 90 ) 
auf automorpbe Gleicbungen f n = 0. Der Quotient tj zweier Parti- 
kularlosungen y 1} y 2 geniigt einer Differentialgleichung 3. Ordnung: 
die positive „a>Halbebene“ bildet sicb konform ab auf ein Kreisbogen- 
dreieck A auf der Kugel, das durcb „symmetrische Wiederholung“ 
fiber die Seiten binaus „fortsetzbar“ ist. Die Anzahl der A ist 
endlich, wenn rj algebraiscb von x abhangt, und umgekehrt. 

Es giebt fur die Typen von A eine begrenzte Anzahl; die zu- 


86) Math. Ann. 7 (1874), p. 230. Vgl. Gundelfinger bei „Salmon-Fiedler“ 
(1877), p. 452; „Study“ p. 104. 

87) Disquis. arithm., Abschn. 5. 

88) Math. Ann. 19 (1881), p. 280, vgl. Study 1. c. 

89) Fur solche Formen verschwinden alle Invarianten. Welche Rolle diese 
„Nullformen“ fiir die ganze Theorie spielen, zeigt Hilbert, Math. Ann. 42 (1893), 
p. 313 [Nr. 6, Schluss]. 

90) Zurich. Naturf. G. 1871, p. 74; J. f. Math. 75 (1873), p. 292 = Ges. 
Abh. p. 172, 211 (dort friihere Cit. in Abschn. 6). Ygl. fiir die ganze Nr. 
L. Schlesinger, Lineare Differentialgleicbungen, Leipzig 1895/97; ferner I B 3 f , 
wo die Frage nach den Normalgleichungen massgebend ist. 
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gehorigen automorphen f n 91 ) werden nebst der jeweils herrscbenden 
Sjzygie entwickelt. 

F . Klein 92 ) gelangt direkt zu alien automorplien f ny oder, was auf 
dasselbe binauskommt, zu alien endlicben Gruppen binarer S, und 
fiihrt die formentheoretischen Gesicbtspunkte ein. 

Die S einer (komplexen) Variabeln x werden vermoge ibrer 
Deutung auf der „Riemann’sclien Kugel" 93 ) (II B 1) den nicbteukli- 
discben „Bewegungen" 94 ) des Raumes (mit der Kugel als Fundamental- 
flacbe) (III A 1) eindeutig zugeordnet, deren endliche Gruppen G der 
Anschauung zuganglicb sind; bei den endlicben Gruppen bleibt ein 
Punkt des Kugelinnern fest (s. die Yerallg. Anm. 115), den man in 
den Mittelpunkt der Kugel werfen kann. Exclusive zwei triviale 
Falle, sind es die 6r 12 , Gr 24 , G eo der Drebungen, die die regularen 
Korper (Tetraeder, Oktaeder resp. Wiirfel, Ikosaeder resp. Dodekaeder) 
mit sicb zur Deckung bringen. 

Wendet man die S, etwa der G e0) auf zwei Werte x, x an, so 
entsteben je 60 Werte als Wurzeln zweier Gleicbungen jr 60 =0 ? 3Z 6 ' 0 =0; 
in der Scbar % -f- kit' befinden sicb gerade drei voile Potenzen von 
Formen f 12 , h 2Q) £ 30 [wo ^ = (/?/*) 2 ; ^ = (f, die nebst einer In- 
variante i das „volle System" (Nr. 6) von G Q0 bilden. Zwiscben 
f 7 hj t bestebt eine Syzygie. 

Die drei Formen f 9 sc. f Sj f 12 sind durcb (f 7 jf) 4 = 0 nebst 
Angabe ibrer bez. Ordnung cbarakterisiert 95 ). Die „Ikosaedergleicbung" 

91) Insbes. tritt 1. c. p. 330 die „Ikosaederform u in der kanon. Gestalt 
s (1 — 11s 5 — s 10 ) auf. 

92) Erlang. Ber. 1874 Juli (unabh. v. Schw.), Dez. Die Syzygie erscbeint 
als ein bekannter Satz uber Funktionaldet. Ib. 1875 (Juli) die Resolventen der 
Ikosaedergl. Die zusammenfassende Arbeit in Math. Ann. 9 (1875), p. 183. Modi- 
fizierte Darst. (ohne die nicht-euklidischen Bewegungen) bei G. Fano , Monatsh. 
f. Math. 7 (1896), p. 297. Erweiterungen auf hohere Raume bei 0. Biermann , 
Wien. Ber. 95 (1887), p. 523; E. Goursat , Par. C. R. 106 (1888), p. 1786. Vgl. 
,,Clebsch-Lindemann“ 2 1 , Abt. 3, IX, X. 

93) Das Doppelverhaltniss von 4 Kugelpunkten studiert L. Wedekind , Diss. 
Erlangen 1874; Math. Ann. 9 (1875), p. 209. Fur die ganze Auffassung vgl. 
Klein, Progr. Erlangen 1872. f n (bes. f s ) mit komplexen Koeff. werden syste- 
matisch zuerst von E. Beltrami, Bol. Mem. 10 (1870) untersucht. 

94) Vgl. z. B. F. Lindemann, Math. Ann. 7 (1874), p. 56. Fur gewohnliche 
Massbestimmung waren die bez. Gruppen von G. Jordan bestimmt, Ann. di 
mat. (2) 2 (1868), p. 168, 320. Vgl. A. Schoenflies, Math. Ann. 28 (1887), p. 319; 
29 (1887), p. 50; 34 (1889), p. 172. 

95) L. Wedekind, Habilitationsschrift, Karlsruhe 1876; Brioschi, Ann. di 
mat. (2) 8 (1877), p. 24; G. Halphen, Par. Sav. Et. (2) 28 (1880/83). Vgl. „Gordan“ 2, 
§ 19. Die f n mit (n — l)-fachem Linearfaktor sind uneigentliche Losungen. 
[Die Beziehung (/*, f) i ~ 0 schon bei Klein 1. c.] Hilbert untersucht allgemeiner 

Encyklop. d. math. Wissenscli. I. 22 
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f u = 0 ist eine Resolvente der allgemeinen Grleichung 5. Ordnung, 
und bildet den Kern von deren „Auflosungsth.eorie“ 96 ). 

Ein anderer Weg zu diesen Formen ist folgender. Das allgemeine 
Integral y einer linearen Differentialgleicbung D n y ) — 0 ; mit ratio- 
nalen Koeffizienten, ist eine Linearform von n partikularen y lJ y 2> . . . y n 
(II B 4). Umkreist x eine ?7 singulare“ Stelle von D n = 0, so erleiden 
die yi nach L. Fuchs 97 ) eine 8 mit konstanten Koeffizienten. Der 
Inbegriff der S bildet die 77 Gruppe“ G von D n = 0; die Endlichkeit 
von Gr ist das Kriterium, dass D n = 0 lauter algebraiscbe Integrale 
besitzt. Das Kriteriura sei fiir eine D 2 = 0 erfullt 7 so existieren, wie 
L. Fuchs 98 ) nacbweist, gegennber G automorphe Formen von y u y 2) 
als Wurzeln aus rationalen Funktionen von diese 77 Primformen“ 
decken sick mit den obigen % + ~k% . Fiir die Primformen nie- 
derster Ordnung n verscbwinden alle Kovarianten") von einer Ord- 
nung < n\ n ist daber nnr einer endlichen Anzahl ton Werten fahig 100 ), 
namlich n = 2, 4 7 6 7 8 7 10 7 12. 

Klein 101 ) stellt alle derartigen Typen von D 2 = 0 auf, ausgehend 
von den (5) moglichen Integralgleichnngen fiir 5 = yjy % ; die bez. 
Differentialgleickungen 3. Ordnung fiir s entstehen durch beliebige 
rationale Substitution aus den von Schwarz (s. oben) erhaltenen. 


Math. Ann. 30 (1887), p. 561 Buschel fiir die (qp, ip) s == 0. Bei „Gordan“ 2, 

§ 13 resultieren die reg. Korper, wenn von einer Reihe von <p^ (i = 1, 2, . . ). 
verlangt wird, dass (g?^ , 9^)1 ~ i const, (inel. 0) ist. Bei Brtoschi der 
analoge Fall einer f 8l wo (/, /) 4 = cf: Chelini, Coll. M. 1881, p. 213; Par. C. 
R. 96 (1883), p. 1689. 

96) Vgl. die zusammenfassende Darst. bei F. Klein, Ikosaeder, Leipzig 1884, 
sowie Gordan, Math. Ann. 28, p. 152; 29, p. 318 (1887), sowie IB3f und Nr. 11 , 
Anm. 219. 

97) J. f. Math. 66 (1866), p. 121; 68 (1868), p. 354 [der Grundgedanke schon 
bei Riemanri]. S. das Handbuch von L. Schlesinger. 

98) Gott. Nachr. 1875 (Aug.), p. 568, 612; J. f. Math. 81 (1876), p. 97. Die 
Primformen systematised ib. 85 (1878), p. 1; eine Weiterentwickelung des Be- 
griffes bei C. Jordan, J. f. Math. 84 (1877), p. 85; L. Schlesinger, ib. 110 (1892), 
p. 130. 

99) Die Umkehrung bei Gordan, Math. Ann. 12 (1877), p. 147. 

100) 1. c. (1876), p. 126. Einige der Falle konnen nicht eintreten: Klein, 
Math. Ann. 11 (1876), p. 118, sodass nur die der regularen Korper n = 2,4, 6, 12 
verbleiben. 

101) Erlang. Ber. 1876; Math. Ann. 11 (1876), p. 115; 12 (1877), p. 167. 
Jordan's Typen (Par. C. R. 82, p. 605; 83, p. 1033 (1876), waren unvollstandig, 
s. Klein , Math. Ann. 11 (1876), p. 118. In der Schwarz’ schon Gleichung ersetzt 
Klein x durch eine rat. Funktion R(x). Umgekehrt wird R(x) bei gegebener 
Differentialgl. fiir r\ bestimmt. Weiteres s. „Inv.-Ber. u p. 127. 
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Mit Semite 1 s associierter Darstellung (Nr. 7) hat F. Brioschi 102 ) 
die vollen Systeme der Primformen hergeleitet. 

Rein algebraisch hat die automorphen f n Gordan 103 ) untersucht. 
1st S auf die Gestalt y ~-~- = e 2 *? x — % ■ gebraeht. so resultiert S n 

far ng) statt 9 ; soil $ einer endlichen Gruppe angehoren, muss ny 
ein Multiplum von it sein und umgekehrt. Auf Grund einer ein- 
fachen Relation zwischen den 9 der Substitutionen S, T> ST, S~ X T 
wird die Aufgabe dahin reduziert, die Gleichung 1 + cos cp ± + cos <p 2 
+ cos <p 3 = 0 durch rationale Winkel g> 1} cp 2 , cp z zu befriedigen. Die 
5 resultierenden Gruppen von S werden auf eine kanonische Gestalt 
gebracht. 

Die endlichen Gruppen G von S(y 1 ,y 2 ,... y n ) hat C. Jordan 10 *) sub- 
stitutionentheoretisch erforscht und die Methode auf n — 3 angewandt. 
Unter den S sind s, die die yi nur um multiplikative Einheitswurzeln 
andern. Die mit einer s vertauschbaren Untergruppen G' von G wer- 
den „durch G transformierk : (I A 6 , Nr. 3 ; 16); zwischen den Ord- 
nungen der G ' und von G besteht eine diophantische Gleichung. 
Deren umstandliche und undurchsichtige Diskussion fuhrt fur n — 3 
zu 11 Typen, von denen aber nur einer wesentlich fiber den Fall 
n = 2 hinausgeht: d. i. die „Sessd sche“ G 21S , 105 ) die die Figur der 4 
Wendedreiseite einer C 3 (III C 3 ) invariant lasst. 

Rechenfehler liessen Jordan dabei 2 neue temare G iibersehen. 
Einmal eine 6r 1687 106 ) die Klein von der Transformation 7. Ordnung der 
elliptischen Funktionen her entdeckte (II B 6 a). Durch eine isomorphe 
(I A 6 ? Nr. 14) ternare G 16S geht die C 4 = = 0 

102) Math. Ann. 11 (1876), p. 401. 

103) Math. Ann. 12 (1877), p. 23. Die .Fwcfrs’sehe Eigenschaft der Prim- 
formen niederster Ordnung benutzt Gordan zu deren unabhangiger Aufstellung. 

104) Par. C. R. 84 (1877), p. 1446; J. f. Math. 84 (1877), p. 85; Preisschrift 
Nap. Atti 8 (1888). 

105) Das voile System bei H \ Maschke , Math. Ann. 33 (1889), p. 324. Die 

vier fund. Inv. der Gruppe berechnet A. Boulanger, Par. C. R. 122 (1896), p. 178 
auf Grund eines allgem. Satzes von P. Painleve fiber tern, endliche Gruppen, 
ib. 104, p. 1829; 105, p. 58 (1887). — Die „monomiale“ temare Gruppe, die ein 
Dreieck invariant lasst, studiert Maschke, Amer. J. 17 (1895), p. 168. Eine 
wichtige „uneigentliche“ quat. Gruppe ist die der ^Kurnmer'sohsn. Konfiguration“ 
(IE C 6), vgl. E. Study, Leipz. Ber. 1892, p. 122; die Untersuchung ist typisch 
wegen der Methode der „Reihenentwickelungen“ (Nr. 17) und der „Apolaritat“ 
(Nr. 24 ). ^ 

106) Math. Ann. 14 (1879), p. 428 bes. 438; ib. 17 (1881) (mit Beriicksich- 
tigung der u). Ausfuhrlich in Klein-Fricke’ s „Modulfunktionen“, Leipzig 1890, 
1 , Abschn. 3, Kap. 6. Die Klein- Biemanrf sche Fl&che [II B 2, III A 4, III C 2] 
von /*= 0 genauer bei W. Easkell, Am. J. 13 (1890), p. 1. 
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in sick iiber. Das voile System der 0 4 (oder auck der Gruppe) be- 
stekt ans 0 4 und 3 durck eine Syzygie verkniipften Kovarianten. Die 
„Galois’scke Resolvente“ (I B 3 c 7 d 7 Nr. 10 7 23) besitzt eine Resolvente 
7. und 8. Ordnung, und umgekekrt kat Gordan jede 107 ) f 7 — 0 mit 
einer Cr 168 explicite darauf zuriickgebrackt (II B 6 a). Sodann kat 

G. Valentiner bei Vereinfackimg und Revision der Jordan ’ scken Unter- 
suckung eine neue ternare G m 108 ) aufgefunden. A. Wiman m ) 
kat deren Natur erforsckt; sie ist einfack und koloedrisck isomorph 
mit der 6r 360 der geraden Yertausckungen von 6 Dingen. B. Fricke 110 ) 
kat einen funktionentkeoretiscken Zugang zu der Gruppe eroffnet. — 

Einzelne endlicke quaternare Gruppen fand Klein : bei der „Auf- 
losung“ (I B 3 f ) der allgemeinen f B = 0 resp. f 7 = 0 mit liniengeome- 
triscken Hiilfsmitteln eine Gqi resp. $£ 71 ; m ) liniengeometrisck eine 
$ 32 . 6 i, 112 ) eine 77 Erweiterung“ der $ 6 endlich, von den „ Jacobi’scken 
Eunktionen 3. Ordnung“ aus (II B 6 a) eine 6r 2 5920 , 113 ) die nack 

H. Maschke 114 ) in einer $ 2.25920 entkalten ist. Klein 114 a ) leitet aus 

107) Math. Ann. 17 (1880), p. 217, 359; 19 (1882), p. 529; 20 (1882), p.487, 
515; 25 (1885), p. 459. Die Koeffizienten der beiden Grleich. 7. Ord. bilden ein 
voiles System von „Aifektfunktionen“ [I B 3 b, Nr. 15, 23]. tiber den Zusammen- 
liang mit den 28 Doppeltangenten der 0 4 s. M. Noether, Math. Ann. 15 (1879), p. 89. 

108) Kjob. Skrift. (6) 5 (1889), p. 64. Die Metkode beruht anf Wieder- 
kolnng von S (vgl. Sylvester , Par. C. R. 94 (1882), p. 55 (Anm. 71); JR. Lipschitz, 
Acta math. 10 (1887), p. 137; W. Bermbach, Diss. Bonn 1887). 

109) Math. Ann. 47 (1896), p. 531. Die Grnppe ist weiter verfolgt von 
F. Gerbaldi, Pal. Rend. 12 (1898), p. 23; Zurich. Kongr.-Verh. 1898, p. 242; 
Math. Ann. 50 (1898), p. 473; L. Lachtin , Math. Ann. 51 (1898), p. 463. Auch 
die Gtqq und G 168 des Textes sind einfache Gruppen, vgl. I A 6, Nr. 22. 

110) Gott. Nachr. 1896, p. 199; Deutsche Math.-Ver. 5 1 (1896), p. 55. 

111) Math. Ann. 28 (1887), p. 499 ; vgl. F. N. Cole , Am. J. 8 (1886), p. 265. Die 
6^71 liniengeom. bei Maschke , Math. Ann. 36 (1890), p. 190, eine Untergruppe 
6r 2 -i68 formentheor. bei dems., Chic. Congr. P. 1896 (1893), p. 175. 

112) Math. Ann. 4 (1871), p. 346. Das voile System bei Maschke , Math. 
Ann. 30 (1887), p. 496. Eine Untergruppe ist die der „Borchardt ’ schen Moduln u 
[II B 4 b], vgl. W. Beichardt, Math. Ann. 28 (1887), p. 84; das voile System bei 
Maschke 1. c. 

113) Math. Ann. 29 (1887), p. 157; vgl. Beichardt 1. c. Die Gr. ist isomorph 
mit der der Dreiteilung der hyperell. Funktionen 1. Ordnung [II B 4 b] und mit 
der Gr. der Gleichung 27. Ordnung, von der die 27 Geraden einer F n abhangen ; 
C. Jordan , Traitd des substitutions, Paris 1871. Wegen des Zusammenhangs 
beider Probleme s. Klein , J. de math. (4) 4 (1888), p. 169, ausgefiihrt von 
H. Burkhardt, Gott. Nachr. 1892, p. 1; Math. Ann. 41 (1892), p. 313 (II B 4 b, 

m c o). 

114) Maschke stellt fiir beide Gruppen das voile System auf, Math. Ann. 33 
(1889), p. 317. 

114 a ) Leipz. Abh. 1885, Nr. 4, sowie anschl. Arbeiten in den Math. Ann. 



6. Endlichkeit. 


341 


der Theorie der elliptischen Normalkurven endliche Gruppen in — — 
und — 1 Variabeln her (jp Primzahl). 


Nach Fucks 115 ), A, Loewy 115 ) und F. H. Moore 115 ) gehort zu jeder 
endlichen Gruppe von S eine „Hermite J sche“ F 2 (mit konjugierten 
Koeffizienten und Yariabeln). 

Maschke 116 a ) und Moore 116b ) haben endliche Gruppen arithmetisch 
charakterisiert. 

Automorphe F n mit willkiirlichen Parametem hat S. Maurer 111 ) 
im Anschluss an Aronhold (Nr. 18) untersucht, indem er Lie’s Be- 
handlung „vollstandiger S ysteme" (II A 6) zu den Elementarteilern in 
Beziehung setzt. F n hat gewissen unabhangigen Differentialgleichungen 


^7 dF A 

F Cifx x t*—° 


zu geniigen, wo die c ausgezeichnete Zahlensysteme 


sind. Wegen der TJntersuchungen uber endliche resp. endliche kon- 
tinuierliche Gruppen hoherer eindeutiger Transformationen, sowie uber 
automorphe Kurven und Plachen s. Ill C 2, 5, 9; II A 6. 


6. Endlichkeit. Cayley 118 ) formuliert (Nr. 9) das von ihm bis 
n — 4 inch 119 ) erledigte Problem allgemein, die (ganz-rationalen) Komi- 
tanten c einer f n durch eine endliche Anzahl yon ?; Grundformen“ 3 ) 
g unter ihnen ganz-rational darzustellen. 

Eigenschaften des Gewichtes (Nr. 18, 28) Yon c fiihren ihn zu 
einem Systeme linearer diophantischer Gleichungen; unter der irrtfim- 
lichen Annahme von deren Unabhangigkeit (Nr. 8, 9) erschliesst er 
die Unlosbarkeit des Problems. 

Gordan 120 ) beweist auf einem beschwerlichen kombinatorischen 


115) Fuchs, Berl. Ber. 1896, p. 753; Par. C. R. 113 (1896), p. 289; Loewy , 
ib. p. 168; Nova Acta Leop. 71 (1898), p. 379. Wegen des einfaehen Beweises 
von Moore vgl. Klein, Deutsche Math.-Yer. 5 1 (1896), p. 67 [der Fall w = 2 schon 
bei Klein s. oben bei Anm. 94]. Wegen der Datierung s. Moore, Math. Ann. 50 
(1898), p. 214. 

116 a ) Math. Ann. 50 (1898), p. 220, 492 ; 51 (1898), p. 253 (n = 3, 4). b ) Math. 
Ann. 50 (1898), p. 213. 

117) Munch. Ber. 1888, p. 103; auf rationale Transformationen ausgedehnt 
J. f. Math. 107 (1890), p. 89 [Nr. 2]. 

118) II. und IX. Mem., sowie wegen des fehlerhaften Schlusses VIII. Mem. 
und Nr. 9 Amn. 184. 

119) Wegen der Formensysteme selbst vgl. etwa „Clebsch-Lindemann u l 1 , 
p. 210, 228, sowie Nr. 8, Anm. 169. 

120) J. f. Math. 69 (1868), p. 343. Nach Kronecker bilden die c einen 
„Integritatsbereich u , „Festschrift“ p. 14. 
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Wege, dass einer f n im obigen Sinne ein „volles System^ 121 ) von g 
zukommt; dies „Endlichkeitsproblem“ zugleich fiir hohere Formen, 
ist ein Kernpunkt der Tbeorie geworden. Jedes symbolisclxe Prodnkt 
(Nr. 12) vom Grade m ist eine (numerisch) ganze lineare Kombination 
von Formen, die mittels Uberschiebung (Nr. 14) von Pormen f m ^ 1 
mit f gebildet sind. Greift man von diesen, fiir m = 1, 2, 3, . . . ge- 
bildeten tjberschiebungen die linear unabhangigen „T U heraus, durch 
die jede weitere Porm eindeutig darstellbar ist, so bat man ein voiles 
System der T nacbzuweisen. Ein solcbes existiere fiir eine Urform 
fn—t, so entspricbt jeder Komitante von f n —i eine solche von f=f n - 
indem man diese, aus f n -i „heriibergenommenen“ Pormen geniigend 
oft iiber die (f, f)k iiberschiebt, entsteben die iibrigen Komitanten 
von f n , die nacb dem Werte yon Jc in Klassen zerfallen. Fiir jede 
Klasse wird die Endlicbkeit bewiesen. 

Der Beweis liefert aber zugleicb die Mittel, die Yollen Systeme zu 
bilden, oder wenigstens zn begrenzen. Fiir eine f 5 und f 6 gelingt die 
Reduktion auf ein „kleinstes“ System von 23 resp. 26 Grundformen g 
(Nr. 9). 

Gordan giebt die Ausdebnnng auf mehrere f, m ) insbesondere im 
Pall der Kombinanten 122 ) (Nr. 24); auf eine und auf zwei 

C 2 . 124 ) Besitzen zwei Formenreiben je ein voiles System, so auch 
das ,,kombinierte“ 125 ), das durcb tJberscbiebung der Formen und 
Formenprodukte beider Systeme entsteht. Im „Programm“ 126 ) ersetzt 
Gordan die tjberschiebungen durch die allgemeineren „Faltungen“ 127 ) 
(Nr. 14), er fiihrt die unsymbolischen „Reihenentwickelungen“ (Nr. 17) 
ein, aus deren Vergleichung Relationen zwischen symbolischen Pro- 
dukten fliessen. 

Der Beweis fiir Urformen f stiitzt sich jetzt auf den „Hiilfs~ 
satz“ 128 ), dass die positiven, ganzzahligen Losungen eines gewissen 

121) Math. Ann. 2 (1870), p. 227; ib. 5 (1872), p. 595. 

122) Math. Ann. 5 (1872), p. 95. 

123) Math. Ann. 1 (1869), p. 90. 

124) Bei ,,Clebsch-Lindemann“ l 1 , p. 291, ausgefiihrt in Math. Ann. 19 
(1882), p. 529 (Anm. 145). 

125) Math. Ann. 5 (1872), p. 595; „Programm“ (s. Anm. 9) bes. p. 50. 
Weitere Anwendungen auf hohere Formen bei F. Mertens, Wien. Ber. 95 (1887), 
p. 942; 97 (1888), p. 437, 519; 98 (1889), p. 691; 99 (1890), p. 367; Monatsh. f. 
Math. 1 (1890), p. 13, sowie bei J. Kleiber , Zeitschr. Math. Phys. 37 (1892), p. 79. 

126) S. die Monographien. 

127) Vgl. auch die Hulfsbegriffe „Stufe, Rang, Dimension 14 , „Programm u 
p. 3—6. 

128) Die Bezeichnung des Testes ist der Kiirze halber eingefuhrt. Wegen 
des Beweises s. „Gordan“ 1 § 15 und J. Petersen Nr. 12 , Anm. 243. 
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Systems linearer diopbantiscber Gleicbungen aus einer endlicben An- 
zahl von ibnen linear komponiert werden. Die fur eine fj und f 8 
angegebenen vollen Systeme bat A. v. Gall 129 ) reduziert. 

Der Beweis bei „Gordan“ 130 ) wird durcb neue Begriffe verein- 
facbt. Ein „relativ vollstandiges“ System gebt durcb Faitung in sicb 
iiber mod. (aV) k , d. b. bis auf Glieder, die mit ( ah) k (Nr. 12) multi- 
pliziert sind. Ein „Reduzent“ ist ein symboliscbes Produkt, dessen 
Reduzierbarkeit auf Bildungen niedrigeren Cbarakters abgelesen werden 
kann. Da sicb eine Komitante c von f — f n so scbreiben lasst, dass 
die bocbste Potenz von (ah) eine gerade ist, so ordne man alle 

Formen von f in g -f- 1 (g = y resp. Elassen A 0 = f } A ly 

A 2 , ... A g ein, so, dass A k mod. (a&) 2 *+ 2 relativ vollstandig ist. 

Man konstruiere mittels der (f, endlicbe Systeme B 0 , 

.B g — i, sodass B k relativ vollstandig mod. (a&) 2 *+ 4 ist, und 
Ak+i durcb Uberscbiebung von A k mit B k entstebt. So ergiebt sicb 
successive die Endlicbkeit von A 1; A 2) . . . A gy wo A g alle Komitanten 
von f umfasst 131 ). 

Der Beweis ist vermoge der „Reibenentwickelung“ (Nr. 17) auf 
Urformen mit kongredienten Yariabelnreiben ubertragbar. 

G. Beano 132 ) beweist durcb vollstandige Induktion, auf Grand 
der Reibenentwickelung nacb Polar en (Nr. 14), die Endlicbkeit fur 
Urformen f, g, . . . von m Reihen von Variabeln x 1} x 2y y 1} y 2 - etc., 
die unabbangigen S unterworfen werden. Insbesondere gilt der Satz 
von den „Korrespondenzen“ 133 ) f(x ly x 2 ; y 17 y 2 ). 

Gordan 1U ) fiibrt den Beweis auf Grand des „erweiterten“ Formen- 
sy stems, das man erbalt, etwa im Falle einer f n , wenn man das voile 


129) Math. Ann. 17 (1S80), p. 31, 139, 456; 31 (1888), p. 318. 

130) „Gordan“ 2, § 20, 21. Eine Ausdehnung des Beweises auf hohere 
Formen ( C n , F n , . . .) scheitert daran, dass die symbobschen Ausdriicke der 
Komitanten uniibersehbar werden. Ygl. Study, Leipz. Ber. 1890, p. 172. E. Waelsch 
hat mit Erfolg Grassmanri sche Symbole (Math. Ann. 7 [1874], p. 538) [Nr. 12] 
eingefiihrt: Math. Ann. 37 (1890), p. 141. 

131) Excl. n = 4 besteht A x stets aus den 3 Formen f, (/) /) s , {/) (/*, f) 2 } • 

Fur (f, f)± == 0, i. e. fur die Formen der regularen Korper (Nr. 5) stellt A,, nebst 
noch einer Invariante, das voile System von f dar. So ist fur n = 5 A 0 = /, 
B 0 = (f, f\, A, = f, ( f . ; /%, { f, (f, f\ } , wahrend B, aus ( f. \ f\ = cp t = <£ 

und (<pq p') 8 besteht. Die Uberschiebungen von A 1 fiber U, liefern das voile 
System der f 6 . 

132) Tor. Atti 17 (1881), p. 73. 

133) Gi. di mat. 20 (1882), p. 79. 

134) Erlang. Ber. 1887, p. 389; Math. Ann. 33 (1888), p. 372. Fur Reihen 
von f % bereits bei Study } Erl. Ber. 1887, p. 385. 
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System einer beliebigen Anzabl yon Formen fn ] als Uberscbiebungen 
bildet, und die Indices i, Tc, . . ■ weglasst. 

JPecmo 135 ) zeigt die Endlicbkeit der „Typen“ einer beliebigen 
Anzabl von fit 1 ; die Formen eines Typus erwacbsen aus einander ver- 
moge des Aronhold’ schen Prozesses. Der Beweis beruht auf dem „Ent- 
wickelungssatze" yon A. Capelli (Nr. 17). 

F. Mertens 136 ) beweist die Endlichkeit fur eine Reihe Yon Urformen 
ifn, <J r , h r , . . •) auf unsymbolischem Wege. Linearformen kommt ein 
Yolles System zu; ist also der Satz richtig fur die Urformen (f n —i, 
g P! h r , . • .), so darf man sie um eine Linearform \ Yermebren. Yon 
den nunmebrigen Komitanten besitzen die, die in den Koeffizienten 
von \ und f n —i je Yon gleicbem Grade sind, nacb Gordari s „Hulfs- 
satz" (s. oben) ein voiles System. Fiir \ nehme man successive die 
Linearfaktoren von durch symmetriscbe Kombinierung der vollen 
Systeme entstebt das der Ur-Reihe (f n , g p , h r , . . .). — Abnlich verfabrt 
I). Hilbert 137 ). Sei etwa f n = JJ( aiX + fry) die Urform, und 

i 

Uifik — «* /3,: = £a, dann ist eine Invariante i von f ein Aggregat von 
Bildungen a = JJ s‘ a (e ik positiv-ganz), wo e n + • • • + i 

jc lk 

+ *. i+1 -f* • • • + e»» fiir i = 1, 2, . . . n den namlicben Wert bat. 
Nacb dem „Hulfssatz“ ist jede braucbbare Losung e ik von der Form 

r=ra 

ea—^pr^ik, wo die p wiederum natiirliche Zahlen sind. Setzt 

r— 1 

man ea fur e ik? so geht 0 in eine (irrationale) Invariante co r iiber ; 
die einer (rationalen) Gleichung von der Ordnung n\ genligt. co p r r ist 
darstellbar (I C 4) als lineare Form von ceP, oP, . . . co” 1 ” 1 ; i wird 
eine symmetriscbe Summe ^ 0 ^ 1 co Pl . . . cd*™ , und damit eine ganze 
Funktion einer endlicben Anzahl analoger Bildungen, fiir die kein p r 
> n ! ist. 

Hilbert 138 ) dehnt den Endlichkeitssatz auf Reihen von Urformen 

135) Tor. Atti 17 (1882), p. 580. Die „Typen a hat Clebsch fur f\ und f\ 
eingefiihrt, „Binare Formen“ § 58. Die Endlichkeit der Typen der orthog. Gruppe 
von 3 Yar. zeigt BurTchardt, Math. Ann. 43 (1893), p. 204. 

136) J. f. Math. 100 (1886), p. 223; Wien. Ber. 98 (1889), p. 1. Wegen der 
abzahlenden Beweise von C. Jordan und Sylvester s. Nr. 9, Anm. 191. 

137) Math. Ann. 33 (1888), p. 223. 

138) Math. Ann. 36 (1890), p. 473. Ygl. die Darstellung bei H. Weber 2, 
Abschn. 6; die arithmetischen Beweise bei Gordan , Math. Ann. 42 (1893), p. 132 
und Capelli , Nap. R. (3) 2 (1896), p. 198 (nebst Erweiterung auf Potenzreihen 
ib. p. 231), sowie die symbolische Fassung bei H. S. White , Amer. J. 14 (1892), 
p. 283. Eine Anwendung auf hohere komplexe Zahlen giebt Hilbert , Gott. N. 
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mit n Yariabeln aus, vermoge Zuruckfubrung auf einen allgemeineren 
Satz iiber unendlicbe Formensysteme 138 ) [I B 1 c, Nr. 18]. 

Sei ein System F l r (x ly . . .x n \ oP\ F^ , Fj?\ ... in inf. yorgelegt, 
wo die a einem Ration alitatsbereiche R (I B 1 a, Nr. 9; I B 1 c, Nr. 2) 
angeboren. Es soil jedes F aus einer endlicben Anzabl unter ibnen 
linear komponiert werden, mittels Faktoren, die Formen der x sind. 
1st F r eine bestimmt ausgewablte der Formen F ? so lasst sich (wie beim 
Aufsucben des grossten gemeinsamen Teilers [I B 1 a. Nr. 12]), eine 
Hiilfsform B so finden, dass in F — BF r x n berausfallt, also F — BF r 

gir) wird, wo die g Formen der x ly x 2) . . . 
x n -. i sind, fur die unser Satz ricbtig sei. Wendet man ihn auf die Kolonne 
der g &) 189 ) an, indem F alle Systemformen durcblauft, so erscbeint F 
als lineare Kombination yon F r , einer endlicben Anzahl weiterer F^ 
und einer Form, die bez. x n yon einer Ordnung r — 2 ist. So 
gelangt man nach bocbstens r Scbritten zur Darstellung: -F+ 

-f- A^F® -}-*** A^ m) F m \ wo die F® m geeignete Systemformen 
sind, und wo die Koeffizienten der A®(x ly x%, ... x n ) R angeboren. 
Fiir n— 1 ist aber der Satz triyial. — Bebufs Anwendung auf die 
Inyarianten liege etwa eine temare Urform C (x ] a) yor. Die In- 
yarianten J , als Formen der a, lassen sicb in einer Reibe, wie die 


F® } anordnen, sodass jedes J die Darstellang J = ^A^Jk gewinnt. 

i 

Die A (a) sind nocb durcb Inyarianten zu ersetzen. Seien J yom 
Grade g in den a , JW vom Grade die Gewicbte jp, £)*. Durcb 
eine S mit dem Modul A gebe G(x\a) tiber in C'(x'\a ), dann folgt 

m 

(Nr. 2) A* A m (a) J (k) . Nach Gordan 14 °) und Mertens 14 °) 

unterwerfe man beide Seiten der Gleicbung g-mA dem i^-Prozess 



g g g 
gan da it ga 8S 


(Nr. 14), so andert sicb J nur um einen 


1896, p. 179. Ans Hilbert's Satz folgt u. a., dass zu jeder endlicben Gruppe 
von S ein voiles System von Invar, gehort (Nr. 5). Kronecker hat einen ana- 
logen Satz, Festschrift p. 18, aber fiir associierte Systeme (Nr. 7). — L . Maurer 
beweist, dass die charakt. linearen part. Diff.gleichungen (Nr. 5, 18) der J um- 
gekehrt deren „Endlichkeit“ involvieren: Munch. Ber. 29 (1899), p. 147. 

139) Der Prozess lasst sich auch in umgekehrter Bichtung vomehmen, wo- 
durch Nenner vermieden werden, sodass nur ganze ganzzahlige Verbindungen der 
Koeffizienten eingehen. In diesem Sinne hat Weber fiir die ein voiles System 
aufgestellt, Gott. Nachr. 1893, p. 108. Cf. „Weber“ 1, Abschn. 5. 

140) Gordan fiir # = 0 in „Gordan u 2, § 9; Mertens allg. in Wien. Ber. 95 
(1887), p. 942. Fiir Urformen F 1 schon bei Glebsch, J. f. Math. 59 (1861), 
p. 7 u. f. Derartige Differentiationsprozesse ausfuhrlich bei W. H. Story, Lond. 
M. S. Pr. 23 (1892), p. 267; Math. Ann. 41 (1893), p. 469. 
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positiv-ganzzakligen Faktor, wakrend jeder Faktor von eine In- 
variante J'W von C wird, mitkin ist (von Zaklenfaktoren abgeseken) 

m 

JW ; wo die Grade und Gewichte der J' unter denen 

1 

von J liegen. Durck analoge Darstellung der J"' n. s. f. gelangt 
man nack einer endliclien Anzakl von Sckritten zu einem vollen 
Systeme von Invarianten ... 141 ) Der Beweis gilt ebenso 

fur eine Reike von Urformen F(x\y\...\d) von Variabelnreiken, ( ’x ), 
(; y \ mogen sie denselben, oder auck unabkangigen S unterliegen. 

Die linken Seiten („Syzyganten“) der in den a identisck erfullten 
Relationen („Syzygien 1. Art“ [Nr. 8]) zwiscken den J sind (nickt 
komogene) Formen der Grundformen JW , . . . F n) ; auck sie besitzen 
demnack ein voiles System. Zwiscken den Syzygien 1. Art kerrscken 
in den J® identisck erfiillte Relationen („Syzygien 2. Art“) u. s. f. Allen 
diesen „Syzyganten“ kommt je ein voiles System zu, der Prozess der 
Syzygienbildung brickt aber auck nack kockstens m Sckritten ab 142 ). 

Bekufs wirklicker Aufstellung voller Systeme beackte man 143 ), 
dass sick aus den J einer Reike von F eine endlicke Anzakl <5 alge- 
braisck unabkangiger J^\ . . . F G) so aussondern lasst, dass alle 

ubrigen ganze algebraiscke Funktionen (I B 1 c, Nr. 3) der o' Formen J 
werden, d. i. zugleick mit den J versckwinden. Durck die J wird 
ein „Korper“ (I B 1 c, Nr. 2; I C 4) bestimmt, dessen „Basis“ 

^ 2) , . . . sick nack Kronecker 144 ) auf aritkmetisckem Wege finden 
lasst; dann aber bilden die J mit den i ein voiles System. 

Fur eine einzelne f n kann man die J durck Resultantenbildung 
erkalten, und dann vermoge des Aronholff scken Prozesses (Nr. 13) auf 
eine Reike von f iibergeken. 

Aber auck fiir F(x u % 2 , . . . x n | a) lassen sick die J durck eine 
endlicke Anzakl rationaler Prozesse gewinnen; das berukt darauf, dass 
eine F(x | a) mit numeriscken a, die vermoge einer 8 mit dem 
Modul A in F'(x'\d) ubergeke, dann und nur dann nock eine 
J (=j= 0) besitzt, wenn A eine ganze algebraiscke Funktion der a ist. 

141) JELurwitz hat mit Erfolg einen Integrationsprozess eingefiihrt, Gott. 
Nadir. 1897, p. 71 und hat damit zuerst die Endlichkeit der orthogonal en In- 
varianten einer Reihe von Urformen allgemein nachgewiesen. Wegen der syste- 
matischen Stellung dieser ,,Integralinvarianten“ vgl. S. Lie , Leipz. Ber. 49 (1897), 
p. 342, 367. 

142) Ein Beispiel bei A. Schonflies, Gott. Nachr. 1891, p. 339. 

143) Math. Ann. 42 (1893), p. 313. Einen Selbstbericht giebt Hilbert, Chic. 
Congr. P. 1896 (1893), p. 116; vgl. ferner den Bericht von H. S. White, N. York 
B. (2) 5 (1899), p. 161. 

144) J. f. Math. 92 (= Festschrift) 1881, § 6. 
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Daraufbin lassen sidh aucb nur von n abbangige obere Grenzen fur 
Anzabl und Gewicbt der Grundformen auf rationalem Wege ermitteln 145 ). 

7. Associierte Formen. und typische Darstellung. Hermite 146 ) 
bat die Komitanten einer f n durch eine endliebe Anzabl unter ibnen, 
die „ associierten Formen" rational ausgedriickt. Fiibrt man in 

f(x) =fn(x 1 , x 2 ) die KoTarianten % 1 =y 1 j£- + y s j^, & = 

— wo die y mit den x kogredient sind — als neue Variable ein, 
wodurcb f n ~~ 1 (a?) f(y) iibergebt in 9 (g) = ( 1 , 0 , (p®\ g> (8) ; . . . cp^>) (g 1; g 2 ) n , 
so bilden die cp&\ . . . <pW nebst f nacb Satzen von Boole und 
Sylvester (Nr. 2, 16) ein associiertes System von f. Ersetzt man im 
Leitgbede (Nr. 23) einer Komitante c yon f die Koeffizienten von f(x) 
durcb die von <p(£), und macbt mit f bomogen, so bat man c durcb 
f und die qj® rational dargestellt. Als Anwendung erscbeint Cayley's 
Syzygie (Nr. 8 ) zwiscben den Formen einer die wiederum zu einer 
„typiseben" (s. unten) Transformation des elliptiscben Integrals erster 
Gattung Yerwandt wird. 

Hermite 147 ) setzt aucb die „Tschirnhausentransformation" Yon f= 0 

145) Wegen der vielen Einzeluntersuchungen tiber voile Systeme vgl. „Inv.- 
Bericht 11 II A 6, p. 150. Nachtrage: Das System von 2 (Anm. 124) leitet 
einfacli K. Reusable ab, Zurich. Kongr.-Verh. 1898, p. 123; durch Eliminationen 
aus den Euler' schen Formeln [I B 1 a, Nr. 27] fur die Diff.quotienten von 
Formen erhalt er Komitanten incl. ihrer Syzygien. — Das System von 3 f 9 
bei v. Gall, Math. Ann. 45 (1894), p. 207. Die Systeme der f 5 , f 6 ubersiehtlich 
bei E. McGlintock , N. York. B. 1 (1892), p. 85. Die f- mittels einer typischen 
Darstellung [Nr. 7] bei J. Hammond , Bond. M. S. P. 27 (1896), p. 392; vgl. 
Cayley, X. Mem. Das System von 3 C 2 auch bei H. F. Baker, Cambr. Tr. 15 1 
(1889), p. 62 und, nach der Methode von Mertens, bei E. Fischer und K. Mumelter, 
Monatsh. f. Math. u. Phys. 8 (1897), p. 97. — Bes. sei noch auf eine Arbeit von 
Study, Leipz. Ber. 49 (1897), p. 443 hingewiesen, der das System der ganzen 
Invarianten der G-ruppe von #, die eine (D =)= 0) in ein Vielfaches von F t 
uberfiihren [Nr. 3, Anm. 77] , in den Grundziigen behandelt. St prazisiert hier auch 
die Stellung derartiger „spezieller“ Probleme zur allgemeinen Theorie von Lie. 

146) J. f. Math. 52 (1856), p. 1; das Wort „associiert‘ 4 p. 23. Die cp sind 
die „Schwesterformen 4 ‘, vgl. „Gordan“ 2, § 34, s. noch Anm. 148, 149, 151. Eine 
andere Begrundung bei B. Igel, „Uber die associierten Formen u , Wien 1889. Aus- 
dehnungen auf w Variable bei Brioschi, Ann. di mat. (1) 1 (1858), p. 158; H. Grass- 
mann, Math. Ann. 7 (1874), p. 538, wo auch der Zusammenhang mit dem Satze 
der Nr. 15 hervortritt. Fur n — 3 ausfiihrlicher bei W. E. Brunyate, Quart. J. 25 
(1891), p. 155. Die Subst. von Hermite dient bei Brioschi zur Kanonisierung des 
hyperelliptischen Integrals 1. Gattung, Rom. Line. R. (5), 4 1 (1895), p. 363. S. die 
historische Darstellung bei M. Noether , Math. Ann. 50 (1878), p. 477. — Deruyts 
hat die vollen und associierten Systeme auf seine „primaren Kovarianten 14 
iibertragen [Nr. 23]. 

147) Par. C. R. 46 (1858), p. 961; vgl. Cayley, J. f. Math. 58 (1861), p. 259 
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(I B 3f) in invariante Gestalt um, sodass zugleich der invariante Charakter 
der transformierten Gleicbung if> — 0 — die uberdies von moglicbst 

wenigen Parametern abbangen soli — hervortritt. 1st tp(£) = , 

wo f(a) = 0, so schreibt Hermite die a zugeordnete Wurzel von ^ 
symbolisch cp ~ f' ({) , wo g°, g 1 , — g»— * (lurch n — 1 Para- 
meter t zu ersetzen sind. 

Die Koeffizienten ifj werden Polarenbildungen von Kovarianten 
von f] der zweite ist = 0, der dritte die „Bezoutiante“ [IB 3 a, Nr. 8 ]. 
Die neuen Koeffizienten werden von moglicbst geringem Grade in den 
alten. Clebsch us ) ffiirt die ,,Scbwesterformen“ qfi> zurilck anf die 
?/>(*)= (f 9 f) k und = (f 7 ^ (7;) ) x ; er zeigt in einfachen Fallen, S. Gundel- 
finger m ) allgemein, dass die cp^ in den ip, % und in f ganz sind, und 
debut die associierte Darstellung auf zwei, Sylvester 150 ) auf beliebig 
viele f aus. 

Gordan 151 ) fubrt die gemeinte Darstellung der <p explicite aus; 
die ip, % treten in a priori angebbaren Produkten auf; deren nume- 
riscbe Koeffizienten C bangen von quadratiscben Gleichungen ab, die 
aber in in den C lineare uberfubrbar sind. S. Kohn 152 ) operiert anstatt 
der cp® mit den Wurzeln von 9 ( 6 , 1 ) = 0 und findet so die Teil- 
barkeit (Nr. 25) der Resultanten und Diskriminanten von Kovarianten 
von f durch eine Potenz der Diskriminante von f, und entsprecbend 
fur mebrere Urformen. 

R. Perrin 153 ) hat fur F n (x x , x 2 , . . . x p ) ein associiertes System 
konstruiert. Sei F = (a, F 1} F 2 , . . . F n ) (x 17 l) w = f(x ly 1), so bilde 
man die ip^ k) , fur f, deren Leitglieder ipW, Formen der 
$p sind. Ist in gleichem Sinne C 0 das Leitglied einer Ko- 
variante C von F \ so wird C Q , bis auf eine Potenz von a im Nenner, 
ganz-rational in Komitanten der ip 0 , % 0 . Von C 0 kann man zu G 
zuriickkehren. Das Prinzip des Beweises reicbt bin fur die Kontra- 
varianten von F, sowie fur mehrere Urformen. 

= Coll. Pap. 4, p. 259, sowie die Darstellung bei „Weber u 1, Abschn. 6, 7 und 
Nr. 19, Anm. 321. Die Bezoutiante ist yon Sylvester genauer untersueht, bond. 
Tr. 143 (1853), p. 543 [I B 3 a, Nr. 8]. 

148) Gott. Nachr. 1870, p. 405 = Math. Ann. 3, p. 205. 

149) J. f. Math. 74 (1871), p. 87; einlacher bei „Salmon-Fiedler“ p. 87. Vgl. 
B. I gel, Monatsh. f. Math. u. Phys. 5 (1894), p. 287. 

150) Par. 0. R. 86 (1878), p. 448; Amer. J. 1 (1878), p. 118. 

151) Math. Ann. 41 (1892), p. 1. 

152) Wien. Ber. 100 (1851), p. 865, 1013; ygl. E. Waelsch, ib. p. 574. Der 
Ansdruck fur die Wurzeln von — 0 implicite schon bei Hermite (s. Anm. 147). 

153) Par. C. R. 104 (1888), p. 108, 220, 280. 
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Weiter reickt die Metkode Yon R. Forsyth 154 ). Es liege etwa 

m jp 

eine (ternare) G n vor, = {a, /] , / 2 , . . . fn ) (% lf l) n ; T mjJP == w) 
= TooX™ Ui + • • • sei eine Komitante („Ternariante“) yon G. Dann ge- 
niigt das Leitglied T 00 Yon T zwei ekarakteristiscken linearen partiellen 
Differentialgleickungen [Nr. 18], die aussagen, •lass T 00 zngleicli das 
Leitglied einer SimultankoYariante der f ist. Das associierte System 
von C bestekt, incl. u x , aus — (n + 4 ) (n — 1) + 1 IndiYiduen, fur 

71 v i 

die allgemeinere Urform G (#; u) aus ~(w-|-l)(tt + 2)(v+l)(v+2) — 2. 

Bei F(x ly x 2 , x 3y x f) sind nock die „ZwisckenYariabeln“ p ik — Xi,y k 
— Xkyi zu beriicksicktigen. Das Leitglied Q m einer „Quaternariante“ 
Q Yon F geniigt jetzt seeks ekarakteristiseken Gleickungen u. s. £ 

Von Einzelfallen kokerer Gebiete kaben durckgefilkrt Clebseh und 
Gordan 155 ) die c» Gordan 156 ) die C 4 mit einer G 1SS in sick (Nr. 5). 

Der associierten „KoYariantentypik“ gegentiber stekt die Metkode 
der ,,(Invarianten-)Typik“, in i k f (wo i eine Invariante Yon f) Yer- 
moge einer koYarianten Tsckirnkausentransformation die Koeffizienten 
zu InYarianten zu macken. 

Zuerst bringt Hermite 157 ) durck Einfukrung zweier linearer Ko- 
Yarianten e 1? cl you f n als neuer Variablen f n auf eine typiseke Ge- 
stalt fn. Urspriinglick sind bei Bermite c lf cf irrational, die Faktoren 
einer rationalen Kovariante c 2 ] fn nimmt eine „kanoniscke“ Gestalt an, 
und erst jede ganze Funktion ikrer Koeffizienten, die bei den 8 un- 
Yerandert kleibt, die e 2 in sick uberfukren, wird, bis auf eine Potenz 
der Diskriminante von c 2 im Nenner, eine ganz-rationale Invariante 
you f n . Im weiteren Verlaufe werden zwei rationale c 1? cf verwandt 
(n ungerade); f n wird zur „typiscken Form“. Der Fall n = 5 wird 
durckgefukrt; die sekiefe InYariante (Nr. 2) Yon f 6 wird durck die 
drei andern ausgedruckt. Hermite gelangt so zu einer inYarianten- 
tlieoretiscken „Auflosung“ der f & = 0 und zu Kriterien fiir die Reali- 
tatsYerkaltnisse 158 ) der Wurzeln. Clebseh und Gordan m ) umgeken die 

154) Amer. J. 12 (1889), p. 1, 115 („Temarianten“) , vgl. W. E. Brunyate , 
Quart. J. 25 (1891), p. 155; Cambr. Tr. 14 (1889), p. 409 („Quaternarianten u ) 
[Anm. 228]. Weitere Ausfiibrungen, bes. fiir F t (x t x* x 4 ) , bei D. B. Mair , 
Cambr. Tr. 16 (1896), p. 1. 

155) Matb. Atm. 1 (1869), p. 57; vgl. Forsyth, Anm. 154. 

156) Matb. Ann. 17 (1880), p. 359; vgl. die Yorarbeit Anm. 155. 

157) Cambr. Dubl. m. J. 9 (1854), p. 172. 

158) Ygl. die Ubersicbt bei Klein , „Ikosaeder u , Abscbn. 2, sowie J. McMahon 
bei M. A. Harris, Ann. of matb. 5 (1891), p. 217. 

159) Ann. di mat. (2) 1 (1867), p. 23; vgl. „G-ordan u 2, § 24, 29. 



350 


I B 2. Invariant entheorie. 


direkte Einfuhrung der c 1} cf durch symbolische ftechnung (Nr. 12). 
Es liege etwa eine f 5 — a x vor, und seien a x , fi x zunaehst iiber- 
liaupt zwei Linearformen, so ist (ccfi)a x = (afi)cc x — (ba)fi x . Er- 
hebt man auf die 5 te Potenz, so ist ( tf/3) 5 / 5 als Form der Variabeln 
a x , fix dargestellt; man hat noch die Koeffizienten als simultane In- 
yarianten yon f) a x , fi x auszudrncken. Hinterher nehme man fur 
cc X} fix zwei geeignete Eovarianten von f 5 . Es lassen sich so auch 
alle Ausnahmefalle der f 5 erledigen. — Fur f — f 6 = al — (a*) 3 wird 
mit drei Quadratformen a x , fil , yl entsprechend operiert; (ctfiy)al 
wird linear in a x , fil, yl und (afiyf f e zu einer typischen C z (ccl } fil ; yl) 
u. s. f. Analog wird eine f% n eine C n (ul , fil , yl). Die Form C n 
lasst sich nach F. Lindemann 160 ) durch das identische Yerschwinden 
einer gewissen Kovariante charakterisieren; hier ist eine Quelle der 
Apolaritatstheorie (Nr. 24). 

Einzelfalle: 2f s als Ableitungen einer bei Hermite 1 * 1 ) > durch 
Clebsch 162 ) und einfacher durch Gundelfinger 163 ) ausgefuhrt; 3 als 
Ableitungen einer f 6 nach Lindemann 164 ) ; 3 C 2 als Ableitungen einer 
C 3 bei Hermite 161 ) ? von Gundelfinger 165 ) durchgefuhrt und auf die 
Transformation eines langs einer C 3 erstreckten elliptischen Integrals 
1. Gattung angewendet 166 ); endlich die C7 4 mit einer G m in sich (Nr. 5), 
zusammen mit einer C 2 bei Gordan 167 ). 

Yermoge typischer Darstellung werden nach E. Stroh 168 ) die 
Kombinanten (Nr. 24) yon f n , cp n zu Komitanten einer 

8. Syzygien. Zwischen den Grundformen g von Urformen be- 
stehen rationale Relationen, ; ,Syzygien“ (1. Art), [Nr. 6]. Seien etwa 
9i = 9i (%, x 2 ), g 2 = (x t , x 2 ), g 3 = g 3 (x u x%) drei Grundformen 
einer f u , so fiihrt die Elimination der x x , x 2 zu einer Syzygie zwischen 
9i> ff», 9s- 


160) Par. Bull. S. M. 5 (1877), p. 113; 6 (1878), p. 195. 

161) J. f. Math. 57 (1860), p. 371. 

162) J. f. Math. 67 (1867), p. 371. 

163) Math. Ann. 7(1874), p.452, s. die Verallgemeinerungen hei F. deAstis, 
Gi. di mat. 36 (1898), p. 161; 2 f n bei Ph. Wiederhold, ib. 8 (1875), p.444. 

164) „Clebsch-Lindemann“ 1, p. 900. 

165) J. f. Math. 80 (1875), p. 73. Allgemeiner hat J. Rosanes 3 P\ x (n = 3) 
durch eine S zugleich in symmetrische Formen ubergefiihrt, J. f. Math. 95 (1887), 
p. 247; vgl. Igel, Monatsh. f. Math. 5 (1894), p. 284, sowie die Ergtinzungen bei 
Ph. Maennchen , Diss. Giessen 1898. 

166) Math. Ann. 7 (1874), p. 449. Ygl. die Weiterfuhrung bei G. Pittarelli , 
Rom. Line. Rend. (4) 4 (1888), p. 509, 703. 

167) Math. Ann. 20 (1882), p. 529. 

168) Math. Ann. 34 (1889). 321. 
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Bei einer f 3 wie / 4 existiert nur eine Syzygie, vermoge deren 
Cayley 169 ) die f 3 — 0 resp. f 4e = 0 7; invariantentheoretiscIi auflost“. 
Die associierten Formen (Nr. 7) liefern eine theoretiscbe Herstellung 
der Syzygien zwischen den Komitanten yon TJrformen; man driieke 
die Grundformen durcb die associierten aus und eliminiere letztere. 

So baben Cayley 110 ) und Brioschi 111 ) die f 6 behandelt. Cyp. 
Stephanos in ) legt einen Satz von Glebsch 11S ) zu Grande: yon einer 
(endlichen) Reibe von Formen bilde man die (f®, = g iky 

dann sind die Produkte je zweier g, wie aucb die g ik ) ± zurtick- 
fiibrbar auf die g und die f®) 2 . So besteben die (26) Grund- 
formen einer f 6 aus 5 Invarianten, 8 geraden Kovarianten c und 13 
scbiefen c'] die c sind ersetzbar durcb 13 von den 28 (c®, d k) \ 7 

169) V. Mem. Ygl. etwa die Darstellung bei ,,Clebscb-Lindemann a 1, 
p. 210, 228; iibersichtlicber, unter wesentlicber Zugrundelegung irrationaler 
Xomitanten, mit Anwendungen auf elliptische Integrale, bei Study, Amer. J. 17 
(1895), p. 185, 216. tTber den prinzipiellen Wert derartiger Auflosungen s. 
„Invariantenber.“ p. 92. — Bei der / 8 = f giebt es 4 Grundformen: f, \ == h 

= <f,f) s, 2s = 2 = (f> h )n s 0 = s=(ji, h\. Die Syzygie ist: — y = 2 s + -|-f s . 
Zerlegt man rechta in ( 2 + /■"[/ — y) (% — f "[/ — -|), sowie h in 2£ij, so 

folgt (lurch Vergleichung 2| 3 = 2 + f , 2 ?] 3 = q_ — f ~j/ 1-, also 

f' |/ — 4- = l 8 — ’J 3 ! and damit f = — (| — i]) (| — si]) (| — r s ij).— Im 

V-T 

Falle der f± — f existieren 5 Grundformen: f, \ — h — (f, f) 2 , & 6 = & = (f y h) ly 

% — i = (f>f)v jo=j=(f,h)i- Die Syzygie lautet: -~2&-=h 2 + yi/ -3 - 

Man zerlege rechts in (h -f- % f) (h -j- f) Qi f ) , links denke man sieb 
gespalten in — 2 qp 2 ^ 2 # 2 , so folgt durcb Yergleicbung H + f = — 2 qp 2 , 

H 4- f == — 2 ^ 2 , — 2r, und bieraus /= 2 = 2 — — 

= 2 ~ — • Im Ubrigen s. b c. , und fur f A nocb /S'. FMe, N. Y. B. 

Wj Wlj 

(2) 8, p. 250. 

170) II., Ill, Y., Yin., X. Mem. Die Liste der Syzygien gebt bis zum Grade 
14 incl.; weitere Erg’anzungen bei Sylvester, Amer. J. 4 (1881), p. 41; J. Ham- 
mond, ib. 8 (1885), p. 19. 

171) Ann. di mat. (2) 11 (1883), p. 291, mit Anwendungen auf kanoniscbe 
Gestalten der f s und /* 6 ; auf C n ib. 15 (1887), p. 235. 

172) Par. C. R. 96 (1883), p. 232, 1564. 

173) „Clebscb“ § 54, ygl. „Gordan“ 2, § 4, mit Anwendung auf die Syzygien 
einer Reibe von f 2 : § 11, 12. Erweiterungen des Satzes von Clebsch bei: 
E. d’Ovidio, Tor. A. 14 (1879), p. 963; C. le Paige, Belg. Bull. (2) 49 (1880), p. 113; 

(3) 1(1881), p. 480; Par. C.R. 92(1881), p.688; G. Torrfft,Rap. Rend. 25 (1886), p. 125. 
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wahrend die 15 ubrigen durch die Grundformen darstellbar sind. Auf 
diese 15 Darstellungen wird das Verfahren von. Clebsch angewandt. — 
v. Gall 174 ) Terkniipft diese Metbode mit dem ArorihoW schen Prozesse 
(Nr. 13), und Yermag so auch die nicbt auf einfacbere zuriickfahr- 
baren „irreducibeln“ oder „Grundsyzygien“ herauszuschalen. Die Falle 
der f e , zwei f s , zwei /) werden eingebend verfolgt. 

R. Perrin 115 ) rereinfacht die Syzygien einer fn=(a 0 ,...)(x 1 ,x i )«. 
Man ersetze in jeder Syzygie jede Komitante c durch ihr Leitglied c 0 
(Nr. 23 ), und c 0 weiter durcb das „Residuum“ c 00 , das aus c 0 fur 
a 0 = 0 entstebt; diese verkiirzte Darstellung der Syzygien ist immer 
nocb eine eindeutige, da c # durch c 00 bestimmt ist. — E. Stroll m ) er- 
offnet eine systematische Einsicbt in den Kreis der (binaren) Syzygien. 
Fur 4 Formen f, g, h, 7c gelten (Nr. 14 ) die Uberschiebungs-Identitaten 
(i = 1, 2, 3, . . .) : 

if, 9 , h ** -y (i) (f, GO & h)x(h ’ a--* = °> 

die sich bei den 24 Vertauscbungen der Formen auf 3 allgemeine 
Typen reduzieren; einige weitere entstehen durch Spezialisierung. 
Man hat nur noch die Grundformen als Uberschiebungen einer ldeinsten 
Anzahl unter ihnen darzustellen. So fliessen fur eine / G aus einer 
Quelle die den 20 associierten Formen parallel laufenden 20 „funda- 
mentalen“ Syzygien: die linke Seite jeder weiteren Syzygie — Syzy- 
gante — ist, bis auf eine Potenz von f R7 eine lineare Kombination 
jener, mit Grundformen als Faktoren. Alle bis dahin entdeckten 
(204) Syzygien der f 6 ordnen sich unter 11 Typen unter und lassen 
sich unabhangig von einander berechnen. 

Ein „yolles System^ (Nr. 6) von „Grun dsy zy gantei i“ ist freilick 
auch damit noch nicht gewonnen. Die experimentierenden, aber nickt 
allgemein gultigen Methoden, wie sie besonders die englische Schule 
ausbildete, diirfen wir iibergehen l77 ) (Nr. 0 ). Fiir Ik") here als binare 


174) Math. Ann. SI (1888), p. 424 (2/;); 33 (1888), p. 197; 34 (1889), p. 332, 
43 (1893), p. 550 (2/;); 35 (1889), p. 63 (/;’). Fur f n vgl. noch R d'Ovklio , Pal. 
It. 7 (1893), p. 1; Tor. A. 28 (1893), p. 447. Bei 2 f A verwendot Brioschi eine 
Grundsygyzie zur Darst. der Resultante; Tor. A. 31 (1890 >, p. 441 ['Nr. 25]. Die 
f s behandelt ausfuhrlich B. Alagna, Pal. It. 10 (189G), p. 41. 

175) Par. S. M. Bull. 11 (1883), p. 88; Par. C. It. 90 (1883), p. 420, 479, 563, 
1717, 1770, 1842. Wegen der Methode s. Sylvester, Amer. J. 5 (1882), p. 79. 

176) Math. Ann. 33 (1888), p. 01; vgl. noch 31 (1888), p. 444; 34 (1890), 
p. 306, 354; 30 (1890), p. 202. 

177) Ygl. „Inv.-Ber.“ 2 A d., p. 103. Syzygien zwischen „Perpetuanten u bei 
P. A. Mac Mahon, Amer. J. 10 (1887), p. 149. — fiber Syzygien in der Trigo- 
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Urformen sind erst Ansatze da (s. Stroll, Math. Ann. 36 1. e. 
Schlmss). 

9. Abzahlende Richtung. Cayley 178 ) behandelt das Problem, 
fur eine Urform f t (x | a) die Anzahl der linear nnabhangigen („asyzy- 
getischen“) Komitanten, deren Grrad j nnd Ordnnng g vorgegeben 
sind, zn ermitteln. Eine Kovariante c von f ist durch ilir Leitglied 9 
(Nr. 2, 23) ersetzbar, wahrend eine Invariante ilir eigenes Leitglied 9 ist; 
9 geniigt der charakteristischen Differentialgleichnng [I B 3 b, Nr. 8 ] : 

d<p =2 * ' Oi - 1 = 0 (Nr. 1 8). 

*=0 k 

Fiihrt man noch die „GewiehtszahI“ to = ~ (ij — g) (Nr. 2, 18, 23) 

ein, nnd bezeichnet die Anzahl der Koeffizienten yon 9 mit {to ; i,j), 
so stellt sich die der Koeffizienten you Sep als (w — 1; i,j) heraus. 
Die Koeffizienten Yon S 9 sind, wie Cayley annahni, Sylvester 179 ) spater 
bewies, linear unabhangig. Dann existieren, bei gegebenen i , j , w, 
A {tv, i, j ) = ( w 5 i, j ) — (w — 1; i, j) asyzygetische Komitanten Yon- 
fi. — Ist const, a? (h l at ' . . . at 1 ein Term you 9 , so sind j nnd w 
definiert dnrch: (Nr. 2, 18, 23) j = a Q + a x -j- ■ • • + a iy w — cc t 
2a 2 + • • * + icii] {w] i, j ) giebt danach an, wie oft w als Summe 
von j Zahlen der Reihe 0, 1, ... i mit Wiederholungen gebildet werden 
kann, und ist nach L. Euler 18 °) der Koeffizient you x w 0 j in der Ent- 
wickelung der „erzeugenden Funktion" 1/(1 — 0 ) ( 1 — X 0 ) (1 — x 2 0 )... 
(1 — x l £) nach steigenden Potenzen Yon x nnd 0 . Sylvester 1S1 ) ftihrt 

nometrie [III A 2] s. G. Chisholm, Gott. Diss. 1875; Study, Leipz. Ber. 47 (1895), 
p. 553; W. Fr. Meyer, J. f. Math. 115 (1895), p. 209; Deutsche Matli.-Yer. 7 1 
(1899), p. 147. — Die mit dem Pascal’sehen Satze der C 2 [III C 1] verknupften 
Syzygien behandelt Study, Leipz. Ber. 47 (1895), p. 532. 

178) II. Mem., weitergefuhrt im IS. und X. Mem. Zu dieser Nr. vgl. den 
Bericht iiber kombin. Analysis von P. A. Mac Mahon, Bond. Math. S. Proc. 28 
(1897), p. 5, sowie den Bericht uber Invar, von H. S. White, N. York. B. (2) 5 
(1899), p. 161. 

179) Phil. Mag. 1878, p. 1; J. f. Math. 85 (1878), p. 89; vgl. die Beweise 
von Capelli, Rom. Line. M. 12 (1881), p. 1; Hilbert , Math. Ann. 30 (1887), p. 15; 
Stroll, ib. 31 (1888), p. 441; „Sfcudy“ § 9 (p. 197); E. B. Elliott, Lond. Math. S. 
Proc. 23 (1892), p. 298; 24 (1893), p. 21. Wegen der Erweiterungen auf Recipro- 
kanten s. Nr. 20. 

180) „Introd. in anal. u 1, Laus. 1748, deutsch v. H. Maser, Berlin 1885, 

§ 304 (I C 3). 

181) 11 Noten in Par. C. R. 84, 85 (1877); J. f. Math. 95 (1878), p. 89; 
7 Noten in Par. C. R. 86,87 (1878); Amer. J. of Math. 1 (1878), p. 370; 2 (1879), 
p. 71,98; Par. C. R. 87 (1879), p.395; Amer. J. of Math. 5 (1883), p. 241. Vgl. 

Encyklop. d. matli. Wissenscli. I. 23 



354 


I B 2. Invariantentheorie. 


die Ordmmg g statt w ein und ersetzt demgemass A(w- i,j) durch 
A (i, i; g)-, dann rechnet sich Euler’s Funktion nm in die „rohe“ (crude) 
erzeugende Funktion: 

a) = (1 — ocr~ 2 ) /(l — ax *) (1 — ax l ~ 2 ) • • • (1 — (1 — ax-*), 

d. h. deren Entwickelung nach steigenden Potenzen von a liefert 
A (i, j] g ) als Faktor yon of — Cayley 1 ™) hatte Euler' s Funktion so 
umgeformt, dass man auch die Totalanzahl der ;; irreducibeln“ Komi- 
tanten von f i} d. i. der nicht durch solche von geringerem Grade 
ganz-rational ausdruckbaren, in gewissen Fallen abliest. So erhalt er 
fur i — 3 die Funktion (1 — x e ) / (1 x) (1 x 2 ) (1 x 2 ) (1 — 

somit existieren 4 irreducible Bildungen von den Graden 1, 2, 3, 4 ; 
die durch eine Syzygie 6. Grades verkniipft sind. Cayley setzt irrtiim- 
licherweise allgemein die lineare Unabkangigkeit eines gewissen Systems 
linearer Gleichungen voraus (Nr. 0 Anm. 118, und diese Nr. Anm. 184).— 
Sylvester 181 ) geht weiter. Durch Zerlegung in Partialbriiche und 
Streichung irrelevanter Glieder wird die rohe erzeugende Funktion 
auf eine „reduzierte“ 182 ) Gestalt gebracht, und dann in einer 
Reihe von Fallen durch eigentumliche Umformungen in die „reprasen- 
tierende" erzeugende Funktion p (x, a) ubergefuhrt, deren Zahler eine 
endliche 183 ) ganze Funktion £(#, a) ist, wiihrend der Kenner v(x,a) 
das Produkt aus 1 — ax 1 mit einer endliehen Anzahl von Faktoren 
des Typus 1 — a k und 1 — a 2 x l bihlet. Z. B. fur i ~ 5 resultiert: 
v = (l — a 4 ) (1 — a 8 ) (1 — a 12 ) (1 — ax*) (1 — a 2 **) ( 1 - a 2 x«), 

5 = 1 + + X '* + X ' Y ) + a * + '**) + <f ^ + X 1 — X U ) 

+ ^(z 2 + x A ) + + :r ' r> — x ' ] ) + a * (x~ + x A ) + • • * — trV 1 . 

Die reprasentierende erzeugende Funktion q(x 7 a) ist eine gemein- 
same Quelle fur die Anzalil (und den Typus) der Qrundformen und 
Syzygien aller Arten. Die Nennerfak to ren repriisentiercn die ein- 
faclisten, sicher irreducibeln Grundfomien, lur die // = O, 1, 2 ist. 
Fur eine gegebene „Gradordnung^ ( ,,<leg-order“) stelle man vorab 
durch „Siebung“ ( ; ,tamisage“) alle Potenzen und Produkte niedrigerer 

die zusammenfassende Darstellurig von F. Franklin , Ame.r. J. of* Math. 3 (1880), 
p. 128, nebst fahellen: Amer. J. of Math. 2 (1870), p.223, 21)3; 3 (1880), p. 221; 
4 (1881), p. 41; 5 (1882), p. 241. — Fur erzeugende Funktionen ini tormiren Ge- 
biete linden sich hoi Sylv. Beispiclc; die (Jnmdzuge einer Theorie giebt Forsyth , 
Lond. Math. S. Proc. 20 (1898), p. 487. 

182) Ein instruktives Beiapiel bei (Jayley, Amer. J. of Math. 2 (1879), p. 71 
= Coll. Pap. 10, p. 408. 

183) Wegen scheinbaror AusnalimenUle vgl. ,/. Hammond , Math. Ann. 36 
(1890), p. 255. 
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Grundformen — excl. der durcb v{% , a) reprasentierten — auf 7 und zielie 
deren Anzahl vom Koeffizienten yon a> xP in £(x, a) ab. Das liefert 
die Zabl [y, g] der Grundformen (y, g), vermebrt um die der Syzygien 
gerader, yermindert um die der Syzygien ungerader Art. Da der 
Zabler £ (x } a) abbricbt, erbalt man eine untere Grenze fiir [y, g]. 
So erhalt man fiir i — 5 mindestens je eine Grundform (3, 3), (3, 5), 
(3, 9); (4, 4), (4, S'); etc. und damit eine Minimalzabl 23 von Grund- 
formen der da diese mit Gordon' s oberer Grenze (Nr. 6) eoincidiert, 
so ist das deren wabre Anzalil. Syzygien 1. Art existieren fiir (5, 11), 
(7, 9) etc. Im Falle (6, 6) etwa yerscbwindet der Koeffizient von a^xP^ 
da aber (6, 6) = 2 - (3, 3), und eine Grundform (3, 3) existiert, so 
besteht eine Syzygie 1. Art. — Beacbtenswert ist der Fall (8, 14). 
Hier liest man die Zabl 5 von linear unabbangigen Formen ab, 
andererseits fubrt die Siebung zu 10 Produkten von Grundformen. 
Nun lassen sicb 6 Syzygien 1. Art sofort binscbreiben; „mitbin sind 
jene durcb eine einzige Syzygie 2. Art 184 ) verknupft". — Cayley 185 ) 
macbt die repr. erz. Funktion q (x, a) durcb wirklicbe Einfiibrung der 
Grundformen a } b, c, . . . zur „realen“ erz. Funktion, die aucb die Typen 
der Bildungen liefert. — Andererseits lasst sicb q(x, a), bei Kenntniss 
der Grundformen, nach J. Hammond 186 ) zu einer direkten erz. Funktion 
fiir die Syzygien umgestalten, dock so, dass man jetzt fiir irgend eine 
Gradordnung eine obere Grenze fiir die Anzabl der Syzygien 1. Art 
abliest, die mit Sylvester's unterer Grenze zu vergleicben ist. 

Das „Fundamentalpostulat“ 187 ) Sylvester's , wonacb fur jede Grad- 
ordnung Grundformen und Syzygien sicb aussebliessen sollten, bat 
Hammond 18S ) als nicbt allgemeingiiltig erkannt. P. A. Mac Mahon 189 ) 
bat eine erz. Funktion fiir die Anzabl der irreducibeln „Perpetuanten“ 
(Nr. 12, 23) konstruiert, und E. Stroll 19 °) den Beweis dafiir geliefert. 

Tbeoretiscbe Formeln fiir obere Grenzen von Grad und Ordnung 
binarer Grundfoimen baben 191 ) Jordan und Sylvester aufgestellt. Die 

184) Die Nichtberiicksichtigung dieser Syzygie 2. Art liatte Cayley zu einem 
Irrtum veranlasst. Ygl. Nr. 6 Anm. 118. 

185) X. Mem. 

186) Amer. J. of Math. 8 (1885), p. 19. 

187) Ygl. etwa F. Franklin, Amer. J. of Math. 3 (1880), p. 130. 

188) Amer. J. of Math. 5 (1883), p. 218; ygl. „Inv.-Ber.“ p. 174. 

189) Amer. J. of Math. 7 (1884), p. 26. 

190) Math. Ann. 36 (1890), p. 262, § 10, 11. S. noch Anm. 249. 

191) Jordan, J. de math. (3) 2 (1876), p. 177; 5 (1879), p. 345; Sylvester, 
Lond. Math. S. Proc. 27 (1878), p. 11; Par. C. R. 86 (1878), p. 1437, 1491, 1519. 
Beide leiten aus ihren Anzahlbestimmungen einen „Endlichkeitsbeweis lt ab ; ygl. 
Nr. 6 Anm. 136. 
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An z alilen you Jordan — der, nach Gordan (Nr. 6) die kleinsten 
Losungen diopliantiscker Gleickungen zaklentlieoretisch diskutiert — 
fur die Ordnung g der Koyarianten in den Fallen i = 1 bis 12 
(excl. 11) werden thatsachlicli erreickt. Sylvester’s ohne Beweis auf- 
gestellte Formeln sind theoretiscli einfacher, praktisch weniger brauck- 
bar. Die Cayley-Sylvester’scke Formel A (w, i, j) fiir asyzygetische 
Formen ist auf Urformen F y G, 77, . . . mit kogredienten Reiken von 
n Yariabeln ausgedeknt worden. Eine Komitante cp lasst sick, wie 
A. Capelli 192 ) auf Grand seines „Entwickelungssatzes“ (Nr. 17) dar- 
tkut, darstellen als Aggregat yon Produkten £10 yon identischen 
Koyarianten £1 mit Formen 0 von n — 1 V ariabelnreiken, die n — 1 
charakter istis cken linearen partiellen Differentialgleickungen D f = 0 
geniigen. Die Aufgabe fiir die <p reduziert sick auf die fiir die 0. 
Fur die Anzakl der einer einzelnen Gleicliung Z), : = 0 geniigenden 
asyzygetiscken Bildungen 0 mit vorgegebenen Gradordnungszahlen er- 
giebt sicli ein zu A (w\ i 9 j) analoger Ausdruck; da aber zwiscken 
den durck samtlicke J), = 0 involvierten Bedingungen lineare Ab- 
Mngiglceiten besteken, begniigt sick Capelli mit unteren Grenzen. — 
J. Deruyts 193 ) lost die Aufgabe allgemein. Die 0 von vorgegebenen 
„Gewiclitszahlen“ werden durch ihre Leitglieder 0 () ersetzt, und diese 
symbolisck geschrieben (Nr. 23); dadurch gelangt man zu einem System 
linearer diophantischer Gleickungen mit einer Anzakl 11 von linear 
unabhangigen Losungen. Ein analoges System existiert fiir die An- 
zakl 77' der zu einer Form 0 gekorenden £1 0. Dann ist, ent- 
spreckend den yersckiedenen Gewicktszaklen, die Sum me der Produkte 
7777' zu bilden, um die gewiinsckte Anzakl zu erkalten. 

10. Kanonisierung. Sylvester m ) begnindet die Lehrc von den 

„kanoniscken“ Formen, insofern sick eine auf nur eine Art in 

?<-{- 1 

der Gestalt darstellen lasst: f = a,- (A — , wobei der Fall 

i 

102) „Fondamcnti“; Gi. di mat. 20 (1882), p. 293. Fiir unabhilngige Si 
Kora. Line. M. 15 (1884). Wegen einer verwandten Frage bei Study vgl. „Inv.- 
Ber.“ p. 177. 

193) „Deruyts“ Chap. 7; allgemein Unix. Belg. B. (3 ) 21 (1801), p.437. 

194) Cainbr. Dubl. math. J. C (1851), p. 1SG; Phil. Mag. (2) 1 (1851), p. 408. 

S. zieht auch das Verschwinden der Dialer, der Kanoniz. in Befraeht. Das Wort 
„kanonisch u von Eermite, bei Sylvester Cambr. Dubl. math. J. G (1851), p. 193; 
„Kanonizante“ von Sylvester , ib. 7 (1852), p. G7, 105; dengl. „Katalektikante u , 
ib. 7 (1852), p. G2. Eine gewisse (mehrdeutige) kanonische Durst., der f Ct [ Anm. 392] 
and f 8 bei Sylvester , ib. (1852), p. 123, 293; 0 (1854), p. 93 (sect. 8). — Eine 
eigenartige Anwendung von Sylvester's Darstelhmg der auf mechanische 
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n — 2 eingekend nntersucht wird. Die a t sind die Wurzeln der 
„Kanonizante“ c, der Detenu inante der (2 )i) teii Differentialquotienten 
yon Bei f\ n wird c f eine Invariante, die „Katalektikante“ deren 
Verschwinden das Kriterium der Darstellbarkeit yon f als Summe yon 
n Potenzen liefert. 

Cayley 195 ) gekt kierauf naker ein ? und weist nack, wenn c 4= 0, 
dass f% n auf oo^oo 3 ,-*- Arten in eine Summe yon (w+1), (w+2),- ■ • 
Potenzen linear transformiert werden kann. Erst S. Gundelfhiger 196 ) 
beriicksicktigt alle Ausnakmefalle, indem er naek Umgestaltung des 
Differentialausdrucks fur (f n , <p m ) k (Nr. 14) die Tkeorie der linearen 
Differentialgleickungen (II B 3 c) keranziekt. Fur f n = f(x J a) bilde 
man die Kovarianten c, c, e . . . mit den Leitgliedern 


a 0 , 


a o a i 

% 


«0 

a i 

a . 2 


a . 2 

a-i 

a 2 

a. 



i—k 

Das Kriterium fiir die Darstellbarkeit yon f n als hi (l — a,) n ist 

/=i 

einmal = 0 ; d k ~V =]= 0 ; — dann existiert eine Form y k} so dass 
(y k} f n )k = 0 ; — zudem darf y k nur ungleieke Wurzeln a t besitzen. 
Koinzidieren dagegen Wurzeln yon y k , so modifiziert sick die Dar- 

stellung yon f zu ^ (A — «,*) 1 (p n — kr — Die Form y k katte sckon 


J. Bosanes 197 ) als die 7; zu f konjugirte“ eingefukrt ; und n Urformen f n> 
wie Formen F untersuckt. Die Potenzdarstellungen von F werden in Be- 
ziekung gesetzt zu den Polpolygonen, Polpolyedern etc. (Nr. 24). Hierzu 
ist auck Th. Beye m ) yon meckaniscken Gresicktspunkten aus gelangt, 
und beweist 199 ) (und erweitert) so den Satz Sylvester’s 200 ) liber das 


195) J. f. Math. 54 (1857), p. 48, 292 — Pap. 4, p. 43, 53. — Eine formen- 
theoretische Ausfiihrung im Sinne der Apolaritat (Nr. 24) giebt G. Bauer, 
Miincb. Ber. 22 (1892), p. 3. Die Darst. von Sylvester und Cayley debut C. le Paige 
auf multilineare Formen aus („Inv.-Ber.“ p. 179); Tor. A. 17 (1882), p. 299; 
Rom. Line. Pont. 35 (1882), p. 54, 140. 

196) Gott. Nackr. 1883, p. 115; ausgefuhrt in J. f. Math. 100 (1887), p. 413. 
Die narulichen Leitglieder liegen einem Realitatssatze von W. Fr . Meyer zu 
Grunde, s. Nr. 26, Anm. 428. 

197) J. f. Math. 75 (1873), p. 172; 76 (1873), p. 312; Math. Ann. 6, p. 264. 

198) J. f. Math. 72 (1870), p. 293 [Nr 24]. 

199) J. f. Math. 78 (1874), p. 114, 123. Die F A (x t , x 2 , x 3 , sc 4 ) wird als Summe 
von 10 vierten Potenzen dargestellt. 

200) Cambr. Dubl. math. J. 6 (1851), p. 198, wo der Beweis skizziert wird 

[III C 6]. — liber die Hesse'scke Kanonisierung einer C s s. Nr. 11, Anm. 210, 

tiber die Potenzsummendarst. einer C 3 s. Nr. 24, Anm. 384. 
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„Pentaeder“ der F s (x 1 , x 2 , x S} # 4 ) (III C 6) ? wonach F s auf nur eine 
Art als Summe von fiinf Kuben geschrieben werden kann. Eine Ver- 
bindung zwischen den Arbeiten yon Bosanes und Beye liat W. Fr. 
Meyer 20 1 ) hergestellt yermoge einer Keihe yon kanonischen „Uber- 
tragungsprinzipien“ (Nr. 24). 

Yon B. Hilbert™) stammt ein Inyariantenkriterium fiir die Dar- 
stellung f mn = (cprr) n - Hilbert hat ferner ein gemeinsames Prinzip 203 ) 
fur yerschiedenartige kanonische Darstellungen, indem er alle cp v sucht, 
so dass (( p v , f 2n )i = Xf 2n wird, wo X eine irrationale Inyariante (Nr. 11) 
yon f ist; es lassen sich so die Ausartungen yon f verfolgen. 

Eigenartige kanonische resp. typische Darstellungen der f 6 finden 
sich bei A. Brill m ), W. Fr. Meyer™), Brioschi™) , Masclike 205 ), 
E. Growe 206a ) ; H B. Newson 206 b ). Hilbert™) stellt eine definite 
jP 4 (a? 1; # 3 ) als Summe yon drei Quadraten dar; fiir eine definite 

F n (x x , . . . x m ) konnen indess — excl. n = 2, resp. m — 2 — stets 
Falle eintreten, wo die gemeinte Darstellung versagt. Eine definite 
G n lasst sich aber stets als ein Bruch yon Quadratsummen dar- 
stellen 208 ). 

11, Umkehrfragen. Irrationale Formen. Hierher gehort das 
zahlentheoretische Problem von Hermite ™ ), das ihn u. a. zu den 

201) „Apolaritat u. rationale Kurven u , Tiibg. 1883, wo weitere Litteratur. 

202) Math. Ann. 27 (1886), p. 158; ygl. Brioschi , Pal. R. 10 (1896), p. 153. 
Fiir einfachere Falle schon bei G. Maisano, Rom. Line. A. (3) 7 (1883), p. 231. 
Elementar bei C. Weltzien, Progr. Berlin, Fr.Werder’sche Oberrealsch. [I B 1 a, Nr. 11]. 

203) Leipz. Ber. 1885, p. 427; Math. Ann. 28 (1887), p. 381; Beispiele fiir 
G n und F n in J. de math. (4) 4 (1888), p. 249. 

204) Math. Ann. 20 (1882), p. 330. Die bez. f & = x 6 -\- 2px 6 -\-3q[x*-\-4:rx* 
-\-3x 2J r2px-{-q und x 6 A + bx*A cx2J r 1 hangen mit den 3 Doppel- 
punkten und 4 Doppeltangenten einer rat. C A eng zus. Vgl. W. Fr. Meyer , 
Apolaritat, p. 312 [Nr. 24]. Brill diskutiert die Realitat der Wurzeln einer f 6 . 

205) f Q = x 6 -j- ax 4 + + Y x + wo a, (3, y , d die 4 Iny. 

yon f 6 sind. Die Wurzeln von f 6 werden ganze Funktionen von 4 •O’-Funktionen : 
Masclike , G-ott. Nachr. 1887, p. 421; Math. Ann. 30 (1887); p. 496; Rom. Line. 
A. (4) 4 (1888), p. 181; Brioschi , Acta math. 12 (1888), p. 83. Eine andere 
typische Form der f 6 (ohne x 5 und x z ) bei Brioschi mittels Syzygien: Ann. di 
mat. (2) 11 (1883), p. 291. Eine f 6 = H (Q ist der bez. „Multiplikatorgl. u 
[IIB4a] aquivalent: Lindemann , Math. Ann. 21 (1883), p. 71. 

206 a ) Kans. Qu. J. 6 (1897), p. 201. 206 b ) Kans. Qu. J. 7 (1898), p. 125. 

207) Math. Ann. 32 (1888), p. 342. — Speziell eine resp. zwei f n als Quadrat- 
summen bei H. Laurent , J. de math. spec. (5) 21 (1897), p. 51. 

208) Acta math. 17 (1893), p. 169. 

209) J. f. Math. 40 (1850), p. 261, 279. Das Problem hat erst C. Jordan 
erledigt*. Par. C. R. 90 (1880), p. 598, 1422. 
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;; Evektanten“ (Nr. 18) fiibrte, nacbzuweisen, dass die Anzahl der 
;; Klassen“ in die die F n mit Yorgegebenen Werten fur die Invarianten 
zerfallen, eine endliche ist. 

Aus einer C 3 = 0 scbneidet nach Hesse 210 ) H(C 3 ) ~ H 3 — 0 die 
Wendepunkte aus; umgebehrt gehoren zu gegebener H s drei C $} die 
Aronhold 211 ) genauer untersucht bat. Spater bat man alle nicbt 
aquivalenten „Typen“ von Biisebeln f n + xcp n gesucbt, deren (/J cp\ 
eine gegebene f%{ n — i) ist; Brill 212 ) bewies, dass es eine endlicbe Zabl 
Yon Typen gebe. Fur n — 4 sind es funf, die Yon einer f 6 abhangen, 
die C . Stephanos 21 *) in inYarianter Gestalt aufstellte; Brill 212 ) unter- 
sucbt die Beziebungen der fiinf Losungen zur Tbeorie mebrerer 
und der f 6 , W. Fr. Meyer 212 ) die zu den rationalen (7 4 und C 6 , und 
zu den kubiscben Rauinkurven. M. fand geometriscb die Anzabl v 
der Typen bei beliebigem n : = 2 (2n — 3)l/nl(n — 2)!, die algebraiscb 
durcb Stephanos 214 ) und anzablgeometriscb durcb H. Schubert 215 ) be- 
statigt wurde. Hilbert 210 ) bildete auf Grund eines Ubersebiebungs- 
prinzips (Nr. 10) die Gleicbung fur die v Losungen, und erledigte 
aucb das analoge Problem der Biischel mit gegebener Diskriminante 217 ). — 
Fur zwei unabhangige Variable bat H Hurwitz 218 ) funktionentbeoretiscb 
die Urformen bestimmt, wenn die Diskriminante oder vielmebr deren 


210) J. f. Math. 28 (1844), p. 68 = Werke p. 123. Dem Biischel + 
gehoren 4 Dreiseite an, die „Wendedfeiseite“ [III C 3, 4]; eine C s kann daher 
auf 4 Arten in die „Hesse’sche Normalfomi“ x t 3 x 2 3 x s z &hx 1 x 2 x s ge- 
bracht werden [Anm. 392, 434]. Die bez. /* 4 = 0 ist fiir die Fonnentheorie der 
O s nach Aronhold fundamental [Anm. 211, 434]. Vgl. „Clebsch-Lindemann u l 2 

211) J. f. Math. 55 (1858), p. 97. 

212) Math. Ann. 20 (1882), p. 330. Vgl. W. Fr. Meyer } Apolaritat p. 320. 
Eine einfache Deutung der 5 Losungen liefern nach Brill die 5 vollstandigen 
Vierecke der Desargnes' schen Konfiguration [HI A 3] von 2 perspektiven Drei- 
ecken, die in Bezug auf eine feste C s = N 2 zu sich selbst polar ist; die 5 bez. 
C s - Biischel schneiden aus JV 2 die fa Biischel des Textes aus. — Fiir n = 3 bei 
H. Caporali, Nap. R. 22 (1883), p. 95; vgl. L. Berzolari , Nap. R. (2) 5 (1891), 
p. 35, 71. 

213) Preisschrift Par. Sav. Etr. 1883. Auszug: Par. C. R. 93 (1881), p. 994. 
Ist das /* 4 - Biischel das der Polaren einer f 5 , giebt es nur eine Losung: Linde - 
mann, Math. Ann. 21 (1883), p. 72. 

214) These, Paris 1884. 

215) Acta math. 8 (1886), p. 97. 

216) Leipz. Ber. 1887, p. 112; Math. Ann. 33 (1888), p. 217. 

217) Math. Ann. 31 (1888), p. 482 [I B 1 a, Nr. 21, Anm. 117]. 

218) Math. Ann. 39 (1891), p. 1 (wo weitere Litter.); vgl. E. Picard , Traite 
d’ analyse 2 (1892), Chap. 6. — Frobenius bestimmt die oo 2 -Schar der f 2 (x\y\ 
deren beide Diskriminanten (d. s. binare Formen /* 4 ) gegeben sind: J. f. Math. 106 
(1890), p. 125. 
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„wesentliclie“ Teller gegeben sind [IBlc ; Nr. 6; I C 4]. Bei ibrer 
Behandlung der —0, und auch gewisser f 7 — 0 (Nr. 5) batten 
Klein 219 ) und Gordan 219 ) die Gleiebungen fur die Urformen auf- 
zustellen, wenn man den bez. Grrundformen feste (sc. erlaubte) Zahlen- 
werte beilegt. 

Irrationalen Formen begegnet man bei den elliptiscben und Abel - 
scben Funktionen. Nacb Klein 22 °) ist das elliptisclie Integral 
l ter Grattung oo yieler ;; kanonischer“ Grestalten f abig , je nacb der bez. 
„Normalkurve“; der Modul yon J] ist eine absolute irrationale In- 
yariante der Kurye. Fiir p — 3 221 ) liegt eine C 4 zu Grrunde; dem 
Rationalitatsbereicli werden irrationale Teile der Systeme der ;; Be- 
rubrungskuryen“ (III C 2, 3) „adjungiert“ wodurcb sicli die Form der 
Integrate, ^-Funktionen und deren Diffefentialgleicbungen reguliert; 
die eindeu tig-rationale Transformation der bez. algebraiscben Funk- 
tionen wird aquiyalent mit der Kollineation der „cp u d. i. der Ebene. 
Insbesondere 222 ) benotigt man dabei gewisser Kombinanten. 

Wegen verwandter Untersucbungen vgl. Nr. 7 ? 14, und IIB4a, b. 

12* Symbolik und graphische Darstellung. Cayley m ) erzeugt 
mittels eines symboliseben Prinzips ( ;; Hyperdeterminantenkalkul“) be- 
liebig yiele Inyarianten einer Urform F. Die Inyarianz erscheint als 

219) S. A ran- 96, 107. — Uberhaupt ist die „Losung u einer f n = 0 mit 
beliebiger Galois’ seiner Gruppe nach Klein in dem „Formenproblem“ enthalten: 
„Gegeben eine endliclie Gruppe G von S(x x , x 8 , . . . x n ); die x aus den In- 
varianten von G zu berechnen u . Klein „reduziert“ so die f 6 = 0 auf das binarc 
„Ikosaederproblem“, die allg. f 6 == 0 und f 7 = 0 auf quaternare Formenprobleme 
[Nr. 5, Anm. 96, 111, 112]. Von 7 an ist eine entsprechende Reduction 
(auf Formenprobleme von < n — 2 Dimensionen) nicht moglich : A. Winian , G ott. 
Nacbr. 1897, p. 55, 191 [I B 3 f, Nr. 15]; Math. Ann. 52 (1899), p. 243. 

220) Math. Ann. 17 (1880) p. 133; Leipz. Abb. 1885, p. 339; Vgl. G. Pick , 
Math. Ann. 28 (1887), p. 309; 29 (1887), p. 259; 32 (1888), p. 443. Vgl. noch 
die verwandten Untersuchungen von Bruno, Amer. J. of Math. 5 (1882), p. 1; 
Burkhardt, Diss. Miinchen 1887, sowie die Darstellung bei Halphen, Fonctions 
elliptiques 2, Par. 1888 und die Formeltabelle bei J. Strinrjham, Chic. Pap. 1896 
(93), p. 350 [II B 4 a]. 

221) Pick , Math. Ann. 29 (1887), p. 259; Kleins. Anm. 222; PJ. Willheiss, 
Math. Ann. 38 (1890), p. 1; E. Pascal, Ann. di mat. (2) 17 (1889) p. 81, 197, 
257; ib. 18 (1890), p. 1, 131; ib. 20 (1892), p. 163; ib. 24 (1896), p. 193. — Fur 
AbeV sche Integrale s. etwa H. S. White, Nova Acta Leop. 62“ (1887), p. 43 
[II B 4 b]. 

222) Klein, Gott. Nachr. 1888, p. 191; Math. Ann. 36 (1890), p. 1; aus- 
gefuhrt von 11. Wirtinger , Math. Ann. 40 (1892), p. 361. Vgl. Klein , Lineare 
Diff.gleichungen d. 2. Ordn., Aut. Void., Gott. 1890/91, 1894; und „Inv.-Ber.“ 
II B 6, p. 185. 

223) Cambr. math. J. 4 (1845), p. 193 = Pap. 1, p. 80. Vgl. Anm. 17. 
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Erweiterung des Determinantenmultiplikations-Theorems (Nr. 1); ein- 
mal werden Determinanten „kokeren Ranges'* 224 ) („Kommutanten“) 
aus (ft!) 71 Gliedem gebildet, andererseits wird ein Aggregat von Deter- 
minanten unter der Form einer ^Matrix" 223 ) zusammengefasst. Die 
Abkurzung in der Bezeicbnung ist eine erste Art von Symbolik. 
Dabei wird eine Urform F n (x ly x 2 , . . . x m ) ersetzt 225 ) durch eine all- 
gemeinere partite"), die in n Reiken von m Variabeln, die alle 
verscbiedenen S unterworfen werden konnen, je linear ist; eine In- 
variante von F andert sicb dabei um eine Potenz des Produktes der 
Moduln (Nr. 2). Nacktraglich lassen sick einige oder alle n Variabeln- 
reiken identifizieren. Bald daranf 226 ) formuliert Cayley sein Erzeugungs- 


prinzip real. Er fasst die Funktionaldeterminante 


d<p £ 


cx h 


von n Funk- 


tionen g>(x ly x 2 , . ,.x n ) auf als das Resultat eines Prozesses SI (Nr. 14), 
ausgeiibt auf das Produkt der cp , jede in einer andem Yariabelnreike 
gesckrieben. Durck Iterirung entsteben invariantive Prozesse, die aus 
Urformen Komitanten erzeugen. Die zugekorige Symbolik ist eine 
Abkurzung in der Darstellung realer Prozesse. Cayley sckreibt: 


SI = 1 . 2 * • • n = 


8 _£_ 

cx n ’ dx i2 ’ 




y 


"vyr d n 

d. + o « , wo die ersten (zweiten) Indices wie 

bei einer Determinante permutiert werden. 

Von dieser Symbolik weickt die von Aronholcl 227 ) begrimdete, 
von Clebsch, Gordan 22S ) u. a. ausgebildete materiell nickt wesentlick 


224) Ygl. Anm. 17, 226. 

225) Cambr. Trans. 8 (1843), p. 1 = Pap. 1, p. 63. S. auch Sylvester , 
Cambr. Dubl. m. J. 7 (1852), p. 75 (Sect. III). Ygl. Anm. 17. 

226) Cambr. Dubl. m. J. 1 (1846), p. 104 == Pap. 1, p. 95. 

227) J. f. Math. 62 (1863), p. 281. Das Prinzip sckon bei Sylvester, Cambr. 
Dubl. m. J. 7 (1852), p. 94. Die symb. Bezeichnung dient E Termite ib. 9 (1854), 
p. 173 als Beweisgrund des „Reciprozitatsgesetzes u (cf. Anm. 233 a und Nr. 16). 

228) Ygl. Anm. 27. Uber den formalen Unterschied zwischen der eng- 
liscben und deutschen Symbolik s. Cayley, Pap. 1 (1889), p. 585. — Uber die 
Yerwandtschaft von Clebsch' s binarer Symbolik mit der der Quaternionen s. 
etwa J. B. Shaw , N. Y. Bull. (2) 4 (1S97), p. 6. — Im binaren Gebiet lasst sich 
eine analoge ,,Wurzelsymbolik“ aufbauen, die mit den wirklichen Linear- 
faktoren der Formen operiert, und somit fur die explicite Bereelinung der 
In- und Kovarianten besonders geeignet erscheint. Beide Arten von „Sym- 
bolik“ sind in einander iiberfuhrbar. Man vgl. bes. A. L. Macldnnon, Ann. 
of Math. 9 (1895), p. 95, dazu Tabellen ib. 12 (1898), p. 95, auch Mertens, Krak. 
Abh. 22 (1892), p. 141, sowie die Endliclikeitsbeweise von Mertens und Hilbert 
in Nr. 6. Das ternare, . . . Gebiet wird durch Entwickelung nach Potenzen 
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ab (Nr. 14), wobl aber in der Auffassung und der allmablicb er- 
langten bequemeren Handbabung. Nacb Analogie der Kummer- 
scben idealen Zablen (I C 3), von denen erst ein gewisses Produkt 
wieder real ist, setzt man 229 ), um die Invarianten J einer TJrform 
F v (x 1} x 2 , . . . % n | a) = F v (x | a) auf die von Linearformen zuruck- 
zufuhren, F v gleich einem Produkte von v w-gliedrigen idealen oder 
„symbolischen“ Linearformen a x fa . . . v w , und ersetzt nacb Ausrecb- 
nung die Produkte der Koeffizienten resp. Variabeln durcb die ent- 
spreebenden Terme in F. Der Ruckgang zur realen TJrform F bleibt 
eindeutig, wenn man die Linearformen identifiziert, also mit Aron - 
hold 227 ) F v — a v x — f v x — * 4 * scbreibt; zur Darstellung einer Form 
p tm Grades in den a sind gerade p „Symbole“ a y /3, . . . erforderlich. 
Dabei ist F eine „allgemeine“ Form ibrer Ordnung, insofern lineare 
Relationen zwischen den a ausgescblossen sind. — Gebt dureli eine 
S der x F(x\a) liber in F' (x | a ) , also symboliscb a v x in a*, so 
hangen die cc von den a, his auf die Transposition der Substitutions - 
Jcoeffizienten gerade so ah, wie die x von den x (Nr. 2). Jedes aus 
den ^reihigen Determinanten (a, (5 , ...) der a y /?, . . . derart gebildete 
Produkt, dass jede Symbolreibe v-mal vorkommt, ist eine ganz-rationale 
Invariante J von F. Clebsch 23 °) bewies die Umkebrung, dass jedes 
J als ein Aggregat soldier Produkte darstellbar ist, mit Ausdehnung 
auf mehrere Urformen F. Fiir n > 3 aber, wo noch die Zwischen- 
variabeln (Nr. 2, 18) p ik) p ik i , . . . zu beriicksicbtigen sind, lasst sich, 
trotz mancher Einzeldarstellungen 231 ) , die Gesamtbeit des Formen- 


von x t resp. x 2 resp. x s . . . auf das binare zuriickgefuhrt; ternare, . . . Komi- 
tanten erscheinen so als binare Simultaninvarianten, woraus sich auch ihre 
Differentialgleichungen (Nr. 18) ableiten lassen. S. Brioschi (fiir eine 0 4 ) Ann. 
di mat. (2) 7 (1876), p. 202; Brill , Math. Ann. 13 (1878), p. 175; Forsyth, Amer. 
J. 12 (1889), p. 1, 115; Cambr. Trans. 14 (1889), p. 409 (vgl. Anm. 154); B. Perrin, 
Paris Soc. M. Bull. 18 (1890), p. 1 und „Elliott“. 

Adgemeiner fiihrt E. Wolffing die Invarianten einer ganzen bezw. ratio- 
nale^ bezw. irrationalen Function von Urformen auf Simultaninvarianten der 
letzteren zuriiek; Math. Ann. 43 (1893), p. 26, in besonderen Fallen schon in 
der Tubinger Diss. 1890 == Math. Ann. 36, p. 97. Der Formenkreis gHedert sich 
hierdurch nach Typen, Stammen, Familien; die Theorie der Seminvarianten 
(Nr. 23) wird so erweitert, u. s. f. 

229) „Study u 1, § 5; 2, §§ 2, 5, 6. 

230) J. f. Math. 59 (1861), p. 1 . „Clebsch u § 12. Weitere Beweise bei 
„Gordan“ 2, § 9; „Study“ § 5. 

231) Clebsch, Gott. Abh. 17 (1872), p. 1; insbes. fur Linienkomplexe Math. 
Ann. 2 (1869), p. 1; weiter entwickelt mit Grassmann’schen Symbolen von 
E. Waelsch, ib. 37 (1890), p. 141, vgl. Anm. 244. Wegen der fragl. Schwierig- 
keiten vgl Gordan „Programm“, Anhang; Study, Leipz. Ber. 1890, p. 172. 
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kreises nicbt mebr iibersehen, sondern nur der Teil, der, w ie aucb 
die F selbst, nebst mebreren cogredienten Reiben von (x) nocb eontra- 
grediente Reihen (u) entbalten kann. — Die n-reibigen Determinanten 
der a, . . . sind durcb ein System von Relationen R t = 0, R% — 0, . . . 
verkniipft, die zu identiscben Umformungen von Invarianten verwandt 
werden. Umgekebrt, wie Gordan 232 ) fiir n — 2, Study fur n = 3 ; 
E. Rascal allgemein 232 ) bewiesen, 1‘asst sicb die linke Seite jeder, dureb 
Einsetzen der a, b, . . .. erfullten Invariantenidentitat als eine mit 
den R versebwindende Form darstellen. Die Zwiscbenvariabebi sind 
wiederum ansznscbliessen. 

Yon Hermite m * ) riibrt das „Reziprocitatsgesetz“ ber, wonacb 
jeder Kovariante einer f n (von der Ordnung m und) vom Grade g 
eine Kovariante einer f g (von der Ordnung m und) vom Grade n ent- 
spricht. — Clebsch stellte ein fiir die Geometric frucbtbares „Uber- 
tragungsprinzip“ 233 b ) auf ; das an einem besondern Falle erklart und 
in geometrischer Fassung lautet: Sei i eine Invariante von f n — a n x 
= so ersetze man in i jeden „Klammerfaktor“ (a b) durcb 

(i abu ), so erbalt man eine Kontravariante r(u) von G n — a x = ?>* = • * - - 
Dann ist T[u) — 0 der Ort der Geraden (u) , die aus C n — 0 die 
Punkt-n-tupel mit der projektiven Eigensebaft i — 0 ausschneiden 
Ein anderes Ubertragungsprinzip bat Gordan 2U ) zum Aufbau voller 
Systeme (Sr. 6) beniitzt. „Sei etwa G eine Komitante von CJx | a) 
= a n x = bx = • * * , vom Grade m — 1 in den a , so ersetze man in G 
l Faktoren b Xy c x , . . . durcb (bau), ( cau ) } . . % Faktoren ( bcu ), 

(bdu), . . . durcb (bca), (bda), . . . und multipliziere mit so 

erscbeint eine Reibe von Formen H vom Grade m in den a. Ist 


232) „Gordan“ 2, Nr. 117; E. Study , Math. Ann. 30 (1887), p. 120; „Study“ 
§ 6; E. Pascal , G. di mat. 26 (1888), p. 33, 102; Rom. Line. R. (4) 4 (1888), p. 119; 
ib. Mem. (4) 5 (1888), p. 375. Im binaren Gebiet giebt es nur die eine Identitat 
a x^ y ~~ a i ,b x — {. a b){xy)~0. Es gilt die namliche Einschrankung wie oben: 
„Study“ p. 204. 

233 a ) Cambr. Dubl. m. J. 9 (1854), p. 172 (Anm. 227). S. die Beweise bei 
„Gordan“ 2, Nr. 93. J. Deruyts hat das Gesetz auf (in Linearformen) zerfallende 
F n ausgedehnt: Brux. Bull. (3) 22 (1891), p. 11; s. den kurzen arithmetischen 
Beweis von Gordan , Gott. Nachr. 1897, p. 182. [Eine bemerkenswerte Anwen- 
dung des Satzes von Deruyts auf das Kriterium fiir das Zerfallen von C n in 
Linearfaktoren macht Gordan s. I B 1 b, Nr. 5, I B 3 b, Nr. 26, desgl. auf die in- 
variante Darst. der Resultante von 3(7 s. Nr. 25, Anm. 405]. • — Wegen einer 
weitergehenden Ausdehnung durch Hurwitz vgl. Nr. 16, Anm. 294. 

233 b ) Vgl. z. B. „Clebsch-Lindemann u l 1 , p. 274. Erweiterungen bei Gimdel- 
fmger, Math. Ann. 6 (1872), p. 16; „Study“ 2, § 19 [Nr. 24]. 

234) Math. Ann. 1 (1869), p. 90; 17 (1880), p. 217. 
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dann ein System von Formen G ^linear vollstandig“ sodass jede 
Form vom Grade m — 1 linear durck die G ausdriickbar ist, so ist 
es auch das System der Formen 

E. Stroll 235 ) kat die Symbolik you Aronhold-Clebscli Yereinfackt. 
Sei die Urform f n — (a^x i -j- axx%) n (A = 1, 2, . . .), so darf man die 
Symbole a gleiek 1 setzen. Das Leitglied c Q einer Kovariante c vom 
Grade i und Yom Gewickt g (Nr. 18) geniigt der cliarakteristiscken 

i 

Gleickung ^ — 0. Deren allgemeinste ganz-rationale Losung c 0 

ist nack Hesse 236 ) die allgemeinste Form der a 2 — a 1} a 3 — a l9 . . . 
a>i — a t Yon einer Ordnung g n, die auck ersetzbar sind durch 
ebensoviel „Grundsymbole“ Ax = a x + • • • + h d% — 0)- Nimmt 
man n kock genug, so werden die e 0 zu „Seminvarianten“ (Nr. 9, 23); 
diese sind bei festen i, g durck Grundsymbole linear ausdriickbar; 
insbesondere lassen sick so alle irreducibeln (i. e. die ?; Perpetuanten“) 
[vgl. unten Amn 249 u. Nr. 23] der Anzakl und Form nack ermitteln. 

Fine erweiterte Symbolik tritt bei Formen mit mekreren unab- 
kangigen Yariabelnreiken z. B. bei Kombinanten 237 ) auf (Nr. 24), wo 
TJrformen a n <d zu Grunde gelegt werden. 

x g o o 

Die beiden Hauptsymbole der Lie’scken Theorie [II A 6], Xf und 
(XiXjs), kat Study 238 ) als inyariante Prozesse eingefiikrt. 

Die atomistisclien Strukturformeln der Ckemie sind den symbo- 
liscken fur die Formen c einer f n (x) nach Sylvester 235 ) analog. Die 
Wertigkeit des Elements ist die Anzakl der gebundenen Wertig- 
keitseinkeiten entsprickt dem Gewickt von c; die gesattigten Ver- 
bindungen den Invarianten, die ungesattigten den Kovarianten etc. 

Clifford m ) kat eine mekr geometriscke Grapkik. Jede Wurzel x- h 
von f n wird durck einen Punkt einer Ebene, jedes x f — x k durck eine 


235) Math. Ann. 36 (1890), p. 262. Fur die G n 1. c. § 12. 

236) J. f. Math. 42 (1851), p. 117 = Werke p. 289. Der Satz vermittelt 
bei Stroll auch den Zusammenhang mit den Syzygien (Nr. 8, Amu. 176). 

237) Stroll, Math. Ann. 22 (1883), p. 393; Gordon, ib. 6 (1872), p. 95. 
Fur Komb., die von den x und u abhiingon, vgl. „Study u 2, § 13; Sir oh, Frogr. 
Munch. Realsch. 1894. Eine analoge Symbolik fur f, (x | y) bei A.Capelli , Gi. di 

m n 

mat. 17 (1879), p. 69 [Amn. 30]; allg. fur j\x \ y) bei Gordon, Math. Ann. 33 (1889), 
p. 372. Fur multilineare Formen bei C. le Paige, Brux. Bull. (3) 2 (1881), p. 40. 

238) „Study“ 2, § 15. ,,Lie-Scheffers, Kontin. Transf.-Gruppen u Kap. 23. 

239) Amer. J. of Math. 1 (1878), p. 63 (Anwendungen in den Appendices). Die 
wirkliche Zuordnung bei W. K. Clifford ib. p. 126; vgl. ,/. W. Mallet ib. p. 277. 

240) Lond. Math. S. Proc. 10 (1879), p. 124, 214; vgl. W. Spottisicoode ib. p. 204. 
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Yerbindungslinie dargestellt. Die Reducibilitat 241 ) von Forrnen zeigt 
sicb als Uberlagerung von Bildern 242 ) ^graphs"). J. Petersen 243 ) beweist 
so den diopbantiscben Hiilfssatz Gordon's (Nr. 6, Anm. 128) anscbaulich. 

Die Formentbeorie baben 244 ) H. Grassmami nnd Clifford M5 ) der 
extensiven Algebra untergeordnet. So erbalt man ans /i jX = ^San-Xith-* 
gui=2 hk Xi y k (i, h = 1, 2) : (/*, <p\ = l 22 — a 12 b n — a 21 & 12 + a 22 b n , 
wenn man im Produkte fcp die „Einbeitenprodukte“ den Gesetzen 
unterwirft: xf — yf = 0, x ± x 2 = — x 2 x t — y ± y 2 = — y 2 y x = 1. 

Mac Mahon u& ) nnd Cayley UT ) baben eine binare Symbolik auf 
die sjmmetriscben Funktionen basiei*t. Sei f m (x\a) die TJrform, c 0 
irgend ein Leitgbed (Nr. 23) , so bleibt c Q ein solcbes fur jede 
fn (n > ni) 7 die mit f m die ersten m -j- 1 Koeffizienten gemein bat; 
c 0 beisst eine Sem-(Sub-)invariante (Nr. 23) der a 0 , a ly . . . a n , . . . 

Man schreibe f n — 1 + + = (1 — ax) (1 — /}#)(! — yx) •• • 


Dann ist nacb Mac Mahon jede ganze Funktion der a, ft, y , . . die 
sie symmetriscb und vom Grade > 1 entbalt („nicbt-unitar“ ist), eine 
Seminvariante der a — 1, 6, c, . . . So ist z. B. a 2 = — (c — J 2 ), 
2 ^ a 3 = — (d — 3 bc-\-2 & 8 ). Scbreibt man ,,partitionssymboliscb“ 248 ) 
2= 2°?) 3=2 a 3 ? 6552 /3 5 y 5 d 2 etc., so gelten die Yer- 

knupfungsregeln der symmetriscben Funktionen [I B 3 b, Nr. 2, 13]: 
Im = -j- (Zw) (l ^ w) etc. Jede Syzygie (Nr. 8) erzeugt weitere, 

indem z. B. 552 geandert wird in resp. 5552, 6552, 7552 etc. Cayley 


leitet so die erzeugende Funktion (Nr. 9) 


(l — re 2 ) (l — - * - (l — x 3 ) 


ab. 


nacb deren Entwickelung der Koeffizient von x w die Zabl der asyzy- 
getiscben Seminvarianten vom Grade j und Gevriebte tv ist. Mac 
Mahon 249 ) konstruiert induktiv die erz. Funktion x 2; “ 1 — l|2.3.4...j 


241) Uber den sog. „Zerlegungssatz“ von Clebsch vgl. „Clebsck u p. 257. 

242) A. Buchheim, Lond. Math. S. Proc. 17 (1SS6), p. SO; A. B. Kempe 
ib. p. 107; 24 (1893), p. 97 „rechnet“ mit den Bildern der Invarianten. 

243) Acta math. 15 (1891), p. 193. 

244) Math. Ann. 7 (1874), p. 12, 538. Vgl. R. Sturm in Math. Ann. 14 
(1879), p. 9. 

245) Lond. M. S. Proc. 10 (1879), p. 124, 214; vgl. W. Spottisicoode ib. p. 204. 

246) Amer. J. of Math. 7 (1884), p. 26. Bez. der damn sich anschliessenden 
„neuen“ Theorie der syminetrisehen Funktionen desselben Yerf. s. IB 3 b, Nr. 10 . 

247) Amer. J. of Math. 7 (1884), p. 1, 59; Quart. J. 20 (1884), p. 212. 

248) Die Beziehung zur universellen Algebra Sylvester s bei Sylv. , Amer. 
J. of Math. 5 (1883), p. 79; ib. 6 (1883), p. 270; B. Peirce , ib. 4 (1881), p. 97. 

249) 1. c. Einen andern, mehr verifizierenden Beweis fur Strok's Forniel 
(Anm. 235) giebt P. Mac Mahon, Lond. Math. S. Proc. 26 (1895), p. 262 (Anm. 336). 
Ygl. Cayley , Anm. 250. 



366 


I B 2. Invariantentheorie. 


fiir die „Perpetuanten“ i. e. irreducibeln Seminvarianten, die von Stroll 249 ) 
bewiesen wurde (diese Nr. oben). Cayley 250 ) hat diese Richtung aus- 
gebildet und ausgedehnte Tabellen hinzugefiigt. 

13. Aronhold’s Prozess. Polaren. Der „Aronhold’sche Prozess“ 
lautet: D pq unter ft 2 kogrediente Grossenreihen 

verstanden; sind die p i7 qi Variable/ so sagt man meist „Polaren- 
prozess“ 251 ). — Sind b iy a h gleichstellige Eoeffizienten yon 2 Formen 
F ny G n , so y ermittelt Db a 251 a ) nach Aronhold und Clebsch die symbolische 
Darstellung einer Invariante g ten Grades einer Urform als Simultan- 
invariante yon g Linearformen (Nr. 12). — Solange die b yon den a 
unabhangig sind, lasst sich D ba direkt iterieren; besteht aber zwischen 
den b 7 a eine invariante Verkniipfung, so zieht man mit Gordan 252 ) 
Rekursionsformeln resp. Reihenentwickelungen (Nr. 17) heran. — 
Wenn D 6a J = 0 ist, ist J eine Konibinante (Nr. 24) von F n (x\a), 
G n (x\b ); Abhangigkeiten zwisehen den a und b sind hier schwer 
zuganglich 253 ). 

F b a wird zum „Evektantenprozess“ 254 ), wenn F(x\a) die reale 
ft te Potenz yon u Xf G(b) eine Invariante g ien Grades von F ist. Sei 
f n die Urform, Ei die erste Evektante der Invariante i 7 so ist 
(f 7 Ei) n — 1 = 0, (f 7 Ei) n = ci 7 wo c ein Zahlenfaktor; diese beiden 
Eigensehaften sind nach Gordan 255 ) den beiden Differentialgleichungen 
fiir i aquivalent. 

Sind die p h g* irgend 2 Kolonnen der $-Koeffizienten und geht 
F(cc\a) durch S uber in E'(x'\ a) 7 J (a) in J r (a) 7 so sind 
DpqJ — 0 nach Aronhold 250 ) die Differentialgleichungen fur eine 


250) Amer. J. of Math. 15 (1893), p. 1. 

251) Ygl. wegen der Bedeutung des Polarenprozesses fiir die Geometrie 
z. B. H. Thieme , Math. Ann. 28 (1887), p. 133, sowie die ausfiihrlicheren Lehr- 
biicher uber neuere Geometrie z. B. ,,Clebsch-Lindemann u . 

251 a ) Uber eine bemerkenswerte Anwendung des Prozesses D ba bei Aron- 
hold auf die Umformung des Integrals J^R(x, y)dx , wo R eine rationale Eunk- 
tion, und a?, y an eine Relation C 2 (#, ?/, 1) = 0 gebunden sind, s. II A 2, Nr. 29, 
Anm. 175, 179. 

252) „Gordan“ 2, § 5. 

253) 1. c. § 6, bes. p. 74. Ein besonderer Pall bei Gundel finger, Math. 
Ann. 4 (1871), p. 164. 

254) „Gordan“ 2, p. 128; „Study“ p. 41. 

255) „Gordan u 2, p. 129; fiir C n : „Study“ p. 170. Ygl. Nr. 18, Anm. 316. 

256) J. f. Math. 62 (1863), bes. p. 287, 293; weiter entwickelt bei P. Gram, 
Math. Ann. 7 (1874), p. 230. 
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Invariante J (Nr. 18). F. di Bruno 257 ) liat die direkte Uberfubrung 
in die ubliche Form vollzogen. 

Gordan 258 ) entwickelt ein symbolisebes Produkt mit 2 Yariabeln- 
reiben (x 1; x 2 ), (y 17 y 2 ) in eine Summe von Polaren, die nach Potenzen 
von (xy) fortschreitet. Man scbreibe die Urform f m + n (x) symboliscli 
= die Jc te Polare P von f bez. der (j y ) wird eine Summe von 

ft + 1 Gliedem G 17 G 2 , . . dann besitzt Gi — G k , wie aueb G t — P 
selbst, den Faktor (xy) (a&); bei geeigneter Erweiterung stellt G 
jedes symboliscbe Produkt in (x) } (y) dar. Der Satz ist ausdebnbar 
auf m Y ariabelnreiben , auf temare Formen etc. 

A. Gapelli 259 ) bat den Polarenprozess zum Kem der Formen- 
tbeorie gemaebt; bei n Reiben von v Yariabeln (x) 7 (y ), ...(«?) fragt 
er nacb den Yerkniipfungen zwiscben den nr = N „elementaren“ 
Operationen B xx , B xy , . . . B yxy T> yy , ... So ist der ^Hammerausdruek" 
DikJDim — T>i m T> ik eine lineare Form der D u. s. f. Identitaten der 
Art fiihren zu den cbarakteristiscben Differentialgleicbungen fur die 
Polaren 26 °). — Allgemeiner, wenn B 17 D 2 , . . . B N die B in irgend 
einer festen Folge bezeicbnen, lasst sicb jede Form F der B — die 
von der Folge der B in jedem Gliede abbangt — in die Gestalt 
bringen ^ cB* 1 B * % . . . B °^ N . Soil F mit jeder analogen Operation 
i. e. mit alien B vertauscbbar sein, so wird F in den n Yariabeln- 
reiben symmetriscb und eine beliebige Form von n einfacbsten, linear 
unabbangigen Operationen. Damit werden andere invariantive Prozesse, 
vor allem 77 &“ (Nr. 2, 14) auf die B reduziert. Fur A als Determinante 
der (x), (y) 7 . . . (v) wird SI A die Determinante der B xxy B xy , . . ., 
nur dass 261 ) in der Diagonalreibe nocb die Zablen 0, 1, 2, • ♦ • n — 1 
additiv binzutreten 262 ). 

14. tibersehiebungs- und ^-Prozess. Normierung einer linearen 
Differentialgleichung. Sylvester 263 ) konstatiert (Nr. 16), dass, wenn 

257) „Bruno tc p. 152. 

258) „Gordan 6t 2, § 2, bes. p. 26; vgl. JE. Pascal , Nap. R. (2) 1 (1887), p. 200. 

259) „Fondamenti“. Vgl. Nr. 9, Anm. 192. Die spateren Untersucbungen 
bat Capelli zusammengefasst in Math. Ann. 37 (1891), p. 1. S. „Inv.-Ber.“ p. 200. 

260) Math. Ann . 37, p. 4. Dber eine Anwendung auf die Hesse’scbe Form H 
s. Nr. 27. 

261) Nap. Atti (2) 1 (1888); Nap. Rend. (2) 2 (1888), p. 45, 189; ib. (2) 7 
(1893), p. 29, 155; Gi. di mat. 32 (1894), p. 376 = Chic. Congr. P. 1896 (1893), p. 35. 

262) In denArbeiten von 1893/94 (1. c.) geht Capelli aucb naber ein auf die 
Syzygien (Nr. 8) zwiscben vertauscbbaren Polaroperationen , auf „volle Systeme“ 
(Nr. 6) von solcben u. dgl. 

263) Cambr. Dubl. in. J. 7 (1852), p. 179, 194 [vgl. Boole ib. 6 (1851), p. 96]. 
Gordan, s. Anm. 234. 
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in F = F m (x | a) jedes Potenzenprodukt x \ . . . x£ ersetzt wird durcli 

o 6 a -Ha 4 h e n 

— &u(u\a), wo a>m, eine Kontravariante von F 

du e £du e i...du e « M ' >' 

und 0 entsteht, die „m te Uberschiebung“ (nach Gordon) (F f 0) m . 
Speziell fur ft = m resultiert die „bilineare Invariante" 2M ) J? p t , 
wo die pi die bez. Polynomialkoeffizienten sind. Sollen die p ( 
berausf alien, so bat man entweder eine der beiden Urformen F, 0 
obne pi anzusetzen, oder aber 265 ) in beiden — dann „prapariert“ ge- 
nannten, — die ]/p7 als numerische Koeffizienten einzufuhren (Nr. 16). 
AUgemeiner, wenn F y{k) , <£, w die 7c ten Polaren von F = FJx | a), 
0 == 0^(u | «) bez. (y) resp. (v) sind, und man sieht F <j(t y, 0 v(l) als 
Urformen 7c ter Ordnung resp. Klasse in (ij) resp. (y) an, so ist nacb 
Sylvester (F y (k), < & v o)) k eine Komitante von F, 0, die Gordon 261 ) 
als „¥ e Uberschiebung von F und 0“ bezeicbnet und zur Grrundlage 
der Formentheorie gemacbt hat. Schreibt man F = a™, 0 = uP , so 
wird (F, 0) k = a™~ k v%~ h (a of i. e. „{F, 0) k entsteht aus dem Pro- 
dukte F0 = indem man 7«-mal ein Faktorenpaar a x u a durch 

den „Klammerfaktor“ 268 ) (a a) ersetzt, oder wie Gordon sagt, F0 
/fc-mal „faltet“.“ 368 ) Man kann sich auch auf kogrediente Yariabeln- 
reihen ( '% ), (y), (/), . . . beschranken 269 ); fur 3 ternare Urformen etwa 
F m = <£, G, = bl, H s = cl wird (F, G, H) k = (ale? <£“* cF l . 
Spezialisiert man 7 indem man p = q und b y c s als alternierende Form der 
y, z nimmt, so kehrt man zu (F ? $)* zuriick. Andererseits liefert Cayley'% 

Prozess (Nr. 12. Anm.226) <& = ; auf a™ bf d[ 7i;-mal aus- 

geiibt, bis auf einen Zahlenfaktor, gerade (cihcf a™~~ k bv~~ k c ( [~ k i. e.: 
„Der Prozess Sl k 9 auf ein symbolisch.es (ternares) Produkt IP c\ 
ausgeubt ? ist aquivalent der ft-maligen Faltung des Produktes oder 
der k ten Uberschiebung der Pormen a ™ , bv ? c'{ (und entspr. allgemein)“. 
Uberschiebt man 2 Produkte biniirer symbolischer Faktoren, so er- 
geben sich bei Gordan 27 °) analoge Satze, wie beim Polarenprozess 

264) Das Verschwinden der bilinearen Invariante ist eine Hauptquelle der 
Apolaritat [Nr. 24]. 

265) Clebsch, Gott. Abh. 17 (1872), p. 14; Sylvester, J. f Math. 85 (1878), 
p. 89 [Nr. 10]. 

266) S. Anm. 263. Implicite schon bei Cayley (Nr. 2, Anm. 17). 

267) Fur f n im J. f. Math. 69 (1868), p. 323 (besondere Falle in unsymbolischer 
Behan dlung bei Cayley, .IV. Mem.); iuiF n : Math. Ann. 1 (1868), p. 90. 

268) „Gordan u 2, p. 33. Das Wort „Faltung u im „Programm lt . Fur C n : 
Gordan , Math. Ann. 17 (1881), p. 217. 

269) Nach W. Fr. Meyer, „Inv.-Ber.“ p. 206. 

270) „Gordan“ 2, § 3; Math. Ann. 17 (1881), p. 217. 
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(Nr. 13 ); speziell wird jedes symboliscbe Produkt eine Summe ein- 
facber, nur nocb 2 Symbole enthaltender tJberscbiebungen. Eine 

| ()j?W ! 

baufige Uberscbiebung ist die „Funktionaldeterminante“ 271 ) ' ! 


dx u 


von n Pormen F^(x ly x 2y x n ) y die zur „Hesse’schen Determinante“ 272 ) 

von Cr fur F® = wird. 

ox. 

Bei festem <p stellt (f y <p) k = 0 eine lineare Differentialgleicbuug 
lc ter Ordnung D k = 0 273 ) fiir f= f[x) =f(x ly x 2 ) dar. Umgekebrt lasst 
sicb jedes (homogenisierte) D k mit rationalen Koeffizienten als Aggregat 
von Uberscbiebungen einer Form /“mit Formen cp schreiben. E. Waelsch 27S ) 

weist das nacb, indem er in D k = ^ - = 0 symboliscb 

y = a n x setzt, und die Form D k (x ly x 2y — a 2 , a L ) nacb Potenzen von 
a x entwickelt (Nr. 17 ); fiir n -f- v = m resultiert 

JD k = Vq ((p my f) n -|- V\ ((pm— 2 , f)n — 1 + ^2 (fPm—4 , ; f)n — 2 + * ‘ ’ = 0 ; 

wo die 9 o gewisse Formen sind und iiber die numeriscben v geeignet 
verfugt wird. Diese ;; Normierung“ von D k = 0 ist fur das Auf- 
suehen der ganz-rationalen 274 ) Losungen spezieller Typen von D k — 0 
braucbbar. Ygl. Anm. 203. So baben G.Pick 275 ) und F. Klein 276 ) die 
„Lame’scbe Differentialgleicbung“ untersuebt; Pick die „gewobnlicbe“ 
(904 ^ f\ = 9 o /*7 Klein die „allgemeine“ (<p w , f) 2 = (pm—if, die bei 
einer gewissen Ausartung von cp m zur allgemeinen D 2 = 0 wird 277 ). 
Deutet man mit E. Waelsch 27S ) in der normierten JD k = 0 f als 


271) Ygl. IB lb, Nr. 17,19,21. 

272) Ygl. I B 1 b, Nr. 22. 

273) Prag Deutsche Math. Ges. 1892, p. 78. 

274) Hilbert, Diss. Konigsb. 1885; Math. Ann. 28 (1887), p. 381; 30 (1887), 
p. 15 ; JR. Perrin, Par. Soc. Math. Bull. 16 (1888), p. 82 ; A. Hirsch, Diss. Konigsb. 1892. 

275) Wien. Ber. 96 (1887), p. 872; Math. Ann. 38 (1891), p. 139. 

276) Gott. Nachr. 1890, p. 85; Math. Ann. 38 (1891), p. 144; „Uber lineare 
Differentialgleichungen 2. Ordnung“. Autogr. Yorl., Gottingen 1890/91, 1894. 

277) Wegen einer damit zusammenhangenden Verallgemeinerung des Uber- 
schiebungsbegriffes durch Pick s. Anm. 285. Zur Normierung der D n ygl. noch 
M. Bocher, Gottinger Preisarbeit 1891, ausfuhrlicker in „Uber die Reihen der 
Potentialtheorie“, Leipzig 1893; G. Fano, Rom. Line. R. (5) 4 (1895), p. 18, 51, 
232, 292, 322. 

278) Anschliessend hat Waelsch, bes. fur den Fall der f si Zusammenhiinge 
studiert zwischen den Lame’schen Formen, den Schwesterformen (Nr. 7), den 
Raumkurven und Flachen 3. Ordnung, mit Ausbbcken auf eine allgemeine 
„Binaranalyse hoherer Raume“ (Nr. 24, Anm. 388 u. Nr. 27, Anm. 440); Monatsh. 
f. Math. 6 (1895), p. 261, 375; Wien. Ber. 105 (1896), p. 741; Deutsche Math.- 
Yer. 4 (1897), p. 113. 

Eucyklop. d. math. Wissensch. I. 


24 
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eine wirkliche Form (tc n), wodureh Dk in eine Form d ^ uber- 
geht, so gewinnt man eine fur die Geometrie niitzlicbe projektive 
Zuordnung von Formen und 


15. Substitution einseitiger Ableitungen. Die Normierung yon 
Djc = 0 (Nr. 14) ist aucli durcb einen — iiberhaupt fur die Formen- 
tbeorie grundlegenden — Satz erreichbar, den Bruno m ) fur Urformen f 9 
Hilbert 280 ) und Perrin 281 ) allgemein fur F aufgestellt baben. Man 

nebme in der Urform f= f n (x | a) = (x) x 2 — 1 , setze fto —~f (%), 

f( 2 ) _ f r (x) etc., „so ist, fur Co(a , *) als Leitglied (Nr. 23) 

einer Kovariante c yon f, c— c 0 (f®)“, i. e. jede isobare (Nr. 18) 
Form der vom Gewicbte p und yom Grade g, die der Bedingung 

D =/C°) -f 2 /W + • • • = 0 geniigt, ist eine Koyariante 

yon f der Ordnung m — ng — 2 p. Der Satz ist plausibel, da e 
durcb Uberscbiebungen aus f entstebt (Nr. 14), also eine Form der 
f® wird, die fur x 2 == 0 die namlicbe Form c 0 der a* wird. Der 
Satz macbt ausgeartete 282 ) Urformen zuganglich. Hilbert 282 ) hat damit 
die endlicben hypergeometrischen Reihen f(cc , /?, y 7 x) invariantiy 
fixiert; — a (resp. — j 8 ) ist die Ordnung yon f. Die D 2 = 0 fur / wird 
normiert in (<p 3 , f\ -f* {y 17 f\ — 0; bier sind 973 , <p 1 einfacbe Hiilfs- 
formen, nacb deren Elimination f durcb y — 0, wo y eine gewisse Ko- 


yariante, charabterisierbar ist. Fiir A—nf^ -J- (n — 1) / >(2 > -} — 

• • d c 

wird, wenn c 0 wieder eine isobare Form der Ac 0 = Zwiscben 


279) J. f. Math. 90 (1880), p. 186; Amer. J. of Math. 3 (1880), p. 154; Math. 
Ann. 18 (1881), p. 280. Vgl. Sylvester , Amer. J. of Math. 2 (1879), p. 857 ; E. Stroll, 
Math. Ann. 22 (1885), p. 402. Der Satz von Bruno erscheint bei J. Wellstein, Nova 
Acta Leop. 74 (1899), p. 281 (§ 2) [Auszug in Math. Ann. 52, p. 70] als Spezial- 
fall eines Satzes uber die (binaren) Schwesterformen (Nr. 7, Anm. 146). Eine 
andere Anwendung der f. giebt A. B. Kempe, Lond. Math. S. Proc. 24 (1893), 
p. 97: eine Seminvariante (Nr. 23) von f ist eine Simultaninvariante der f \ , 
vgl. noch Elliott , Mess. (2) 23 (1393), p. 91 ; Lond. Math. S. Proc. 26 (1895), p. 185. 

280) Diss. Konigsb. 1885; Math. Ann. 30 (1887), p. 15. In anderer Form 
erscheint die Verallgemeinerung schon bei II. Grassmann, Math. Ann. 7 (1874), 
p. 538 (Anm. 146). — Der Fall f(x) — 0 bei Brioschi behufs Transf. d. Gl. : Math. 
Ann. 29 (1887), p. 327. 

281) Par. Soc. Math. Bull. 16 (1888), p. 82. 

282) Math. Ann. 30 (1887), p. 21 (Nr. 14, Anm. 274). — In allgemeinerer 

dc 

Gestalt tritt der Satz Ae 0 = bei den Differentialinvarianten auf, s. Nr. 20, 
Anm. 32G. 
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D, A und deren Iterationen berrseben einfaehe Rekursionsgesetze. 
Eine isobare Form q der ist eine „Semikovariante“ 283 ) vom 
Range r 7 wenn in der Reibe Dp, Dp 2 , . . . zuerst Dp r+1 = 0 ist; fur 
r — 0 resultiert die Kovariante. p kann vermoge der D, A aus 
Kovarianten erzeugt werden; es fdbrt das zu einer Yerallgemeine- 
rung 284 ) des Dberscbiebungsprozesses 285 ). 


16 . Substitution homogener Ableitungen. G. Boole 286 ) be- 
merkt, dass die S yom Modul A, die x l7 x 2 tiberfiihrt in x t \ x% 7 

aucb 7 — 7 angewandt auf eine willkurlicbe Funktion % 7 uberfiibrt 


m iV “ a L e - dass die *i> * mit den J^>~d^ ko § re - 
dient sind, was sicb unscbwer auf die boberen Ableitungen von % 
ausdebnen lasst. Aus einer Identitat <p(x l7 x 2 ) = ty{x ± 7 x 2 ') folgt 


__3_ 

3x, 


daber symboliscb cp 7 
jedes Produkt durcb ^ 


■J — ^ (a ’ A dx 1 ')’ 


so dass 

, . zu ersetzen ist. Das ist 

3x k p cx\ 

bereits der tjberscbiebungsprozess (Nr. 14 ). Ist S eine ortbogonale 287 ) 
Substitution yon x 17 x 27 x S7 so folgt aus <p(x l7 x 27 x B ) = ^(x^ x 27 x B ) 

symbolise* g|r) 5 Kogredienz und 

Kontragredienz fallen bier zusammen. 

J. J. Sylvester 288 ) debnt das Prinzip „der gegenseitigen Differen- 
tiation^ auf n Variable x 17 x 27 . . . x n aus, die bequemer einer „uni- 
modularen“ S (A = 1) unterworfen werden, wabrend die n kontra- 
gredienten Variabeln u n in vers (reciprok) transformiert 


283) Ygl. die verwandten Begriffsbildungen Yon J. Deruyts in Nr. 28. 

284) Bei B. Perrin finden sich Ausdebnungen der HilberFschen Satze und 
BegrifFe auf hohere Gebiete Par. S. M. Bull. 16 (1888), p. 82. 

285) Ygl. Anm. 277. Eine andersartige Erweiterung des tlberscbiebungs- 
prozesses, auf Gebilde p > 0, findet sicb bei Pick, Gott. Nachr. 1894, p. 311; 
Matb. Ann. 50 (1898), p. 381. Y erwandte Untersucbungen stellt J . WeUstein an, 
s. Anm. 277. 

286) Cambr. matb. J. 3 (1842), p. 106; ausfiibrlicber in Cambr. Dubl. m. 
J. 6 (1851), p. 87. 

287) Anwendungen von diesen und analogen Satzen auf Fragen der mathe- 
matiscben Physik geben W. J. M. Bankine und W. Thomson, Lond. Trans. 146 *, 2 
(1856); C. Niven , Edinb. Trans. 27 (1876), p. 423; W. J '. C. Sharp , Lond. Math. S. 
Proc. 13 (1882), p. 216; B. Elie, These Bordeaux 1892; H. Burkhardt (vgl. aucb 
Nr. 6, 20), Gott. Nacbr. 1893, p. 155; Matb. Ann. 43 (1893), p. 197; Deutsche 
Math.-Yer. 5 (1897), p. 42; C. Somigliana, Rom. Line. R. (5) 4 1 (1895) p. 25. 

288) Cambr. Dubl. M. J. 7 (1872), p. 179. 
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werden ; sodass u x ungeandert bleibt (Nr. 2). Dann sind die x 
und J—-, wie die % und ^ kogredient, und aus <p (x-i) ~ if (x[) folgt 

symbolised <p 7A) = ip (^A) (Nr. 14). Sylvester betont m ), dass diese 

Identitat aucb in realem Sinne giiltig bleibt. In der Anwendnng 
auf die Formentbeorie lantet das Prinzip: ;; Sind F(x t ), 3>(%) 2 Ur- 

formen 7 so sind, symbolisch und unsymboliscb 7 

simultane Komitanten von F ? und das bleibt ricbtig 7 wenn die 
Zeicben F, yor den Klammern durcb die Yon 2 beliebigen Komi- 
tanten Yon F, ersetzt werden 7 wo F, die x, u aucb zugleicb ent- 
balten durfen.“ 

Zu einer andern Art Yon Differentiationsprinzip gelangt man nacb 
Sylvester* 90 ), wenn man eine InYariante J Yon F m (x\a) -f- leu™ nach 

Potenzen Yon 1c entwickelt, deren Faktoren dann Kontravarianten 

7 d 

you F sind. Es erzeugt also der 77 Evektantenprozess“ E — u™ 

+ x (-•••, nebst seinen Iterationen. aus J KontraYarianten 

(allgemeiner Komitanten) Yon F, die successiven 77 Evektanten“. 1st J 
speziell die Diskriminante von F y so gelangt man zu den vorber 
you Hermite entdeckten „adjungierten Formen“ (Nr. 2, 3 7 18). — 
F(x\a) sei eine 77 praparierte“ Urform (Anm. 265). Dann in- 
ducieren 7 wie Sylvester 291 ) successive fur n = 2, 3 ? ... nach- 
weist 7 2 reciproke S der x 2 reciproke S der a. 1st also C(x\a) 
eine Kovariante, F(u\a) eine KontraYariante von F, so ist aucb 

0(u |— ) eine Kontravariante. Abnlicb gebt aus 2 Kovarianten eine 

neue Kovariante hervor. Der Prozess ist auf die Leitglieder iiber- 
tragbar (Nr. 23). B. LipscMtz 292 ) beweist den Satz von Sylvester 
direkt ; indem er ibn in Beziehung setzt zu dem analogen, dass aucb 
2 transponierte S der x 2 transponierte S der a nacb sicli zieben. 

n v r n 

Das letztere wird von Study 293 ) auf Konnexe F(x'U) \a) y &(x-u]\b) 

289) 1. c. p. 194. 

290) 1. c. p. 56, 181. 

291) J. f. Math. 85 (1878), p. 89. 

292) Ainer. J. 1 (1878), p. 336-, vgl. Sylvester ib., p. 341. Der Satz iiber 
die transpon. Subst. symb. bewiesen bei C. le Paige, Math. Ann. 15 (1879), p. 206. 
F. FranTdin vergleicht die Wurzeln der charakteristischen Gleiehung der in- 
ducierten S mit denen der char. Gl. der urspriinglichen S: Amer. J. of Math. 16 
(1894), p. 205. 

293) „ Study “ p. 36. S. Aura. **) auf p. 220 des „Inv.-Ber.“. 
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ausgedebnt, wo man die Dualitat als den inneren Grand erkennt; 
denn bi ist genau so als identische Komitante aufzufassen, 
wie 2xiUi. Es sind also aueb die ^ zu den b kogredient, was zum 

Evektantenprozess fur Konnexe fiihrt. 

A . Hurwit# m ) erweitert und vervollstandigt die Boole-Sylvester- 
Cayley’schen Differentiationsprozesse unter dem Gesichtspunkt des 
Rechnens mit Substitutionen • eine bemerkenswerte Anwendung davon 
ist die Ausdebnung des Hermite’schen Reciprozitatsgesetzes (Anm. 233 a ) 
auf hobere Gebiete; es gelingt, aus den Invarianten eines beliebigen 
Formensystems Invarianten eines zweiten, aus ebensoviel beliebigen 
Formen bestehenden Systems abzuleiten, so, dass einem vollstandigen 
System linear unabbangiger Invarianten dort stets ein ebensolches 
bier entspricbt und umgekebrt. 

m n 

17. Reihenentwickelungen. Ist f(x\ y) eine doppelt binare 
Form, und lasst man in die Prozesse D xy — A, D VX = D 7 & (Hr. 13, 14) 

nocb Zahlenfaktoren eingehen: m A = y x ~ — {- y r 2 £- , nD — x t S- 

c x^ “ c o 

— |— Xa o — , mnSi — - — o ■ « — , so bat man sofort naeb Clebsch 295 ) 

Gy% Gx 1 oy i ox 2 cy 1 

und Gordon f = A D/*+ un( ^ dureb Iteration die (end- 

licbe) „Reibenentwickelung“ 296 ) von f nacb Potenzen von ( ccy ) 

I. f=A n D n f+ a 1 (xy)A»- 1 D*- 1 &f-\- cc 2 (xyfA«- 2 D n - 2 a 2 f+ • • •, 
wo die D n f, D rl ~ 1 Qf, D n ~~ 2 Sl 2 f, . . . nur nocb von den (a?) abbangen, 
und die a numeriscb sind; umgekebrt giebt es keine zweite Ent- 
wickelung von f nacb Potenzen von (xy) mit Koeffizienten, die 
Polaren von Formen der (x) sind. Scbreibt man f— r™s* (Hr. 12), 
und bildet die „Elementarkovarianten“ E L = (r s)*V ™ ~~ i s n x ~ 1 (i = 0, 1, . . .), 
so sind die Glieder der recbten Seite von I. die n te , (n — l) te , . . . 
Uberscbiebung von E 0 , E 1} . . . mit ( xy) n . Mitbin ist f(x] y) bin- 
sicbtlicb des Systems der invarianten Formen ersetzbar durcb die E . — 
Clebsch 297 ) leitet direkt aus I. eine analoge Formel ab fur eine doppelt- 

294) Math. Ann. 45 (1894), p. 381. 

295) „Clebsck“ § 7. 

296) „Gordan“ 2, § 7, bes. p. 23. Vgl. die Darstellung bei E. S. Baker , 
Mess. (2) 19 (1889), p. 91. Die Formel I. lasst sick in gewissem Sinne nack 
Gordan als Erweiterung der Taylor’scken Reike anseken. 

297) Gott. Abk. 17, p. 22; Gordan , Matk. Ann. 5 (1872), p. 95. Der Be- 
griff der „reducierten“ Urformen lasst Modifikationen zu (Beispiele bei Forsyth , 
Quart. J. 23 [1888], p. 102). Anwendung auf voile Systeme fur F n , unter Be- 
niitzung des ^-Prozesses, bei F. Mertens, Wien. Ber. 98 (1889), p. 691. 
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v-are rorm man spezialisiere f zu x\ 


Form 

s ' 

y x = v **”*«» 2/2 = V mitMn 


yj und seize x x — n 


-' r tV 


-r^Sg. Hieraus folgert 


Clebsch , dass eine Reihe yon Urformen F(x x , . . . x r , y x , . . ,y r etc.) 
hinsichtlich ilirer Komitanten ersetzbar ist durch eine einfacbere 
Reihe von Urformen G, die von jeder Art von „Zwischenvariabeln“ 298 ) 

j Pik ==== yk %k Vi j Pikl - 2 ± XiVkZi etc. hochstens je eine Reihe 
enthalt. Die G konnen noch „reduziert“ werden, d. i. den Bedingungen 


V 


= 0 unterworfen werden, wo sich die p, 




^Pikl . ..^ &i' k'V . 

pi’vv dualistiscb gegeniibersteben. — Bei Gordan m ) dient die 


Reihenentwickelung als Hauptmittel der symbolischen Recbnung 
(Nr. 13 , 14 ). Capelli m ) verdankt man die Ausdebnung auf Formen 
F mit kogredienten Reiben von v Yariabeln. Die Reiben geboren 
niebt sowohl der Formentheorie, als der spezifiscben Tbeorie dei 
Polarenprozesse D xy an (Nr. 13 ). — Der Unterfall der „Konnexe' ( 

m fi 

F(x] u) — a™ erlaubt nacb Gordan 301 ) und E. Study m ) eine 
direktere Behandlung. Ist A*F — (aa)* a™~*u%~' 3C die % tQ Uberschie- 


m fx 

bung von F mit sich (Nr. 14 ), so ist 6r 0 ($; u) =e~ F -f- K\U X A I 
+ cc 9 ulA 2 F • - • bei numeriscben a eine in den Koeffizienten von 
F lineare Komitante von F. Die oc sind eindeutig so bestimmbar 

dass AG 0 =^ ^-—- = 0, i. e. G 0 ein „Normalkonnex“ wird: 

successive auf E, AF, A 2 F, . . . angewandt, liefert das Yerfahren die 
„Elementarkonnexe“ G 0 , G 1? G 2 , . . . Dann lassen sicb die nume- 
riscben /3 eindeutig so bestimmen, dass 
II F= G 0 + p x u x G x + &t4 <?, + ••■ 

wird. Die Koeffizienten der Gi sind — bis auf die Bedingungen A Gi C 
— von einander unabhangig. Nennt man mit Rosanes 303 ) die Konnexe 


298) 1. c. § 12. J. Deruyts untersucht entsprechend Formen mit mekrerer 
verschiedenen Reiben der p ik , p ikl . . . ; die Invarianten solcher Former 
werden reduciert auf einfachere, die von jeder Art von Yariabeln hochstens 
eine Reihe enthalten; Brux. Bull. (3) 25 (1893), p. 450 (Nr. 18, 23). 

299) Fur G n bei „Study“ 2, § 3. Vgl. Nr. 5 Anm. 105. 

300) Fur C n : G. di mat. 18 (1880), p. 17. Allgemein „Fondamenti“ ; Pal 
Rend. 1 (1886), p. 1; Math. Ann. 37 (1891), p. 1; Rom. Line. R. 1 (1891), p. 161 
8 (1892), p. 3. 

301) Math. Ann. 5 (1872), p. 94, bes. § 4, 5. 

302) „Study rt 2, §§ 3,8,12. St bezeichnet die Formeln I., II. ala „Erste u 
bezw. „Zweite Gordan-'scke Reihenentwickelung* 1 . 

303) J. f. Math. 75 (1873), p. 172; 76 (1873), p. 312; Math. Ann. 6 (1873; 
p. 264 [Nr. 24, Anm. 378J. 


18. Differentialgleiehungen der Komitanten. 


375 


CD — b% uj „konjugiert“ wenn (F, #) = a ™ = 0, und 

entwickelt auch # = r o + b x u x r x -f , so ist stets id. G. kon- 

jugiert zu u k x F k (i ^ &). Analoge Entwickelungen gelten fur Formen 
F=a™l)\ — Study 304 ) hat den Reihen entwickelungen eine begriff- 
liche Deutung gegeben, auf Grand der Eigenschaften, die die Mannig- 
faltigkeit der 5-Koeffizienten besitzt 305 ). 


18. Differentia] gleidrungen der Komitanten. Als Ausfluss eines 
verallgememerten Satzes uber Unterdeterminanten (Nr. 2, Anm. 17; 
12, Anm. 224) erscheint bei Cayley 306 ) die Existenz linearer partieller 
Differentialgleiehungen fur die Hyperdeterminanten. — Sylvester , Cayley , 
Aronhold haben fast gleichzeitig 307 ) die eharakteristischen linearen 
partiellen Differentialgleiehungen fur die einfacheren Komitanten — 
die noch die x und u enthalten konnen — von Urformen aufgestellt. — 
Sylvester m ) bedient sich hierbei, als Vorganger Lie's, des allgemeinen 
Prinzips der „infinitesimalen Variation*' der Yariabeln. Ist etwa i(a) 
eine Invariante von f n (x \a), so bediene man sich der S, S x : x x 
= x ± + sx 2 (s unendlich klein), x 2 = x 2 , resp. der andern, S 2 : x x = x v 
x 2 = ex t -|- x 2 . Setzt man in i(a) die transformierten a ein, und 
entwickelt nach Potenzen von s , so liefert das Verschwinden des 
Faktors von a die beiden Gleichungen fur binare Invarianten i : 


I 


m 

A i : 


di . 0 di , o d i > 

: a o + 2a i 8 ^ + 3a 2 H °> 

di , 0 di i q di 

. Q, n /, Qj n _ 1 g— |- 3 d n 2 ■; 


^ 8* 


'n — 1 


‘ da. 


+ 


= 0 . 


Dass diese i als Invariante von f charakterisieren, erhellt aus der Zu - 


304) 1. c. § 12. 

305) Vgl. dazu „Lie-Scheffers“, Kont. Transform'ationsgruppen, Kap. 23. 

306) Cambr. math. J. 4 (1845), p. 193 = Pap. 1, p. SO. 

307) Vgl. die Bemerkungen von Sylvester , Cambr. Dubl. m. J. 7 (1852), p. 205 
und von Cayley, Coll. Pap. 2 (1889), p. 600. Die systematischen Darstellungen 
finden sich bei Sylvester, Cambr. Dubl. m. J. 7 (1852) sect. 6, p. 204; bei Cayley 
im I. und II. memoir und J. f. Math. 47 (1854), p. 109 = Pap. 2, p. 164; vgl. 
Briosehi, Ann. di mat. 1 (1858), p. 160; Ann. fis. mat. 9 (1859), p. 82; bei 
Aronhold, J. f. Math. 62 (1863), p. 281. Letzterer stellt die Differentialgleiehungen 
in allgemeinster Gestalt auf und beweist, dass sie die invarianten Bildungen 
charakterisieren. Sylvester giebt in Cambr. Dubl. m. J. 8 (1853), p. 256 die 
Differentialgleiehungen fur die Kombinanten (Nr. 24); vgl. E. Betti, Ann. di 
mat. 1 (1858), p. 344. Bez. der Diff.gleichungen fur die Seminvarianten s. Nr. 28, 
fur die Beciprokanten Nr. 20. 

308) Cambr. Dubl. m. J. 7 (1852), p. 96, 204 (sect. 6). Vgl. „Lie-Scheffers u , 
Kap. 23. 
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sammensetzbarkeit einer beliebigen (unimodularen) S aus 8 1 und Sc, 
1st i eine Ko variant e von f y so erleidet I eine leicbt angebbar 
Modifikation. Cayley m ) der die Differentialgleichungen zur Grund 
lage seiner „memoirs“ macht, geht anders vor. Fur eine Urforr 

fjx \a) —f lasst sich x % auch durch Differentiation nach den i 
erhalten, namlich durch den Prozess | » 2 A- J == Df. Mithin is 


I 


2 dx x J 
und desgl. j 
n(n 


d 
d 


x, 


ein „Annihilator“ von d. b. er macbt f zu Null 

a _a _ a 


d%< 


■i 


2 a^ 


1 d%« 


man 


1) 


analoge Operatoren 


rl- 


Xi 


Bei x l3 x 2 , . . . x n ba 

a 


a% 


Aber auch jed 


Kovariante geniigt diesen Differentialgleichungen, und umgekebrt. - 
Die Ausdehnung auf eine Reihe von Urformen und mehrere Yariabelr 
reihen ( x ) resp. ( u ) ist unscbwer vorzunehmen. 


Mittelst des Poisson’schen ,,Klammerausdrucks“ 310 ) zeigt Cayler 


dass eine Invariant e i von f (x | a) „isobar“ ist, d. h. wen: 
const. aS° a * 1 . . . af* n ein Term von i ist, und g der Grad in den a , s 

2ioci = ~ng konstant; nach Ausiibun, 


ist das „Gewicht“ w 


von S mit dem Modul A andert sich i urn den Faktor A w [Nr. 2]. I 
einer Kovariante c von der Ordnung g und vom Grade g bilden di 
Gewichte der Koeffizienten eine arithmetische Reihe mit der Differenz ] 


und w = ~ (ng + fi) wird das „Gewicht“ von c. 


S. Roberts* 11 ) hat in die Differentialgleichungen fur i resp. c di 
Wurzeln von f als unabhangige Variable eingefuhrt. Aronhold 315 
leitet n 2 Differentialgleichungen fur eine absolute, wie relative Ir 
variante J einer Urform F(x\a) aus seinem ? ,Aquivalenzproblem 

(Nr. 2, 4) vermoge Elimination her; von den n 2 Gleichungen sind n ^ n ~~' 

mit den friiheren Equivalent, wahrend die iibrigen nur aussagen, das 
J in den a homogen und isobar ist. Beide Gleichungssysteme sin 


309) Ygl. die Bemerkungen von Cayley, Coll. Pap. 2 (1889), p. 600 (Anhang 

310) I. Mem. Ygl „Lie-Scheffers“, Kap. 23. 

311) Ann. fis. mat. 5 (1854), p. 409; Br . stellt ib. p. 422 ein System vo 
part. Differentialgleichungen fur die symmetrischen Funktionen von n Grossen au 
das spater von E. Netto eingehend diskuticrt ist: Zeitschr. Math. Phys. 38 (1893 
p. 357 ; 40 (1895), p.375 [I B 3 b, Nr. 8]. Wegen der Leistungen Brioschi’s s. Noethe 
Math. Ann. 50 (1898), p. 477. 

312) J. f. Math. 62 (1863), p. 281. 


18. Differentialgleichungen der Komitanten. 
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je linear unabhangig, und bilden naeh Clebsch 313 ) ein „vollstandiges 
System^, d. h. dureb Differentiation und Elimination lassen sich keine 
neuen Grleichungen gewinnen. Im Sinne von Lie BU ) sagt das aus, 
dass die ,,infinitesimalen“ S der a , die J gestattet, eine Grruppe bilden. 

A. B. Forsyth 815 ) stellt die Differentialgleichungen auf fur eine 
Komitante C einer TJrform F(x 1} . . . x n | &), wo 0 von alien pua... 
(Nr. 17, Anm. 298) je eine Reihe enthalten darf. Indem er, wie 
Sylvester , „infinitesimale“ S zu Grrunde legt, gelangt er z. B. fur n = 4 
zu 6 Grleichungen des Typus: 

VI • dC . dC dc dC A 

2i * k+h l ’ m da iklm — dx s + a* c Pii ^ dp iS u * du, — °» 

die einfache Modifikationen erleidet, wenn F die Piki... selbst noch 
enthalt. * 

Study 316 ) hat, an Got dan ankniipfend (Nr. 13, Anm. 258) er- 
kannt, dass gewissen Zusammenfassungen der Differentialgleichungen 
fur J eine formentheoretische Bedeutung zukommt, dadurch, dass er 
jeder infinitesimalen S der x eine endliche S (mit A = 0) eindeutig 
umkehrbar zuordnet. Eine gewisse Evektante (Nr. 16, Anm. 290) 
von J unterscheidet sich dann von Fu x nur um einen Zahlfaktor. 
Hierbei haben die ganz-rationalen J nichts mehr vor den rationalen 
resp. algebraischen resp. analytischen voraus. Die Anzahl der Diffe- 
rentialgleichungen lasst sich „reduzieren“ 317 ), insofern aus zweien 
vermoge des ,,Klammerprozesses“ (Nr. 12, Anm. 238 und II A 6) die 
ubrigen hervorgehen. Kronecker 31S ) reduziert anders; er setzt die 
allgem eine S von x 1} . . . x n aus einfacheren, bei denen jeweils nur 
2 x Teil nehmen, zusammen. Kronecker gelangt so zu 2n — 2 „De- 
kompositionssystemen“ $ (/) mit numerischen Koeffizienten; die 2n — 2 
bez. Differentialgleichungen (fur absolute J tritt noch eine weitere 
hinzu) sagen aus, dass J bei S® invariant bleibt und, indem sie 


313) J. f. Math. 65 (1865), p. 257. Ygl. II A 5 a, 6. 

314) Lie- Scheffers , Kontin. Transformationsgruppen, Kap. 23 (Anm. 316). 

315) Lond. Math. S. Proc. 19 (1888), p. 24. In besonderen Fallen sckon bei 
Capelli, „Fondamenti“. — Die Reduktion des allgemeineren Falles, wo C von 
jeder Art von p mehrere Reihen enthalten darf, anf den Fall des Textes fiihrt 
J . JDeruyts aus, Brux. Bull. (3) 25 (1893), p. 450 [Anm. 298]. 

316) „Study“ 2, § 18 (Anm. 255, 314). 

317) Nach „Study“ § 15 ist fur n = 3 die Minimalzahl unabhangiger 
Differentialgleichungen gleich 2. Kronecker behandelt den Gegenstand sub- 
stitutionentheoretisch Berl. Ber. 1889, p. 504 = Werke 3, p. 315. 

318) Berl. Ber. 1889, p. 349, 479, 603 = Werke 3, p. 293, 315. Wegen der 
verwandten Untersuchungen von J. JDeruyts s. Nr. 23. 
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das Kriterium fur eine Invariant© darstellen, geben sie Aufschlus 
fiber die inneren Beziebungen zwischen AronhoM s Grleichungen. Di 
Differentialgleicbungen sind praktiscb 319 ) fur die Berechnung der 
niitzlich, theoretisch 320 ) fur unsymbolische Beweise wichtig. 

19. Hohere Trausformationen 321 ). Gordan 322 ) hat die Former 
theorie der binaren rationalen Transformation T auf die projektrv 
Theorie zuriickgebracht. Auf die TJrform f n (oo, 1) wird die T m : a 
=-• <p m (x , 1), z 2 — ip m (x, 1) ausgeubt, indem man die Kesultante f 
(bez. x) you f und 0 t ij) — z 2 <p bildet. Man hat die In- und Kovariante 
der „transformierten“ Urform f durch simultane Formen der cp y 
auszudrucken, oder auch von f und der Kombinante (Nr. 24) 

= (p (x) ip(y) — cp (if) 4> (x) ; umgekehrt ist eine solche Simultanforr 
erst dann eine Komitante von wenn sie noch "gewissen partielle 
Differentialgleichungen genugt, die Clebsch 323 ) aufgestellt und als vol 
standiges System (Nr. 18, Anm. 313) charakterisiert hat. 


319) Wegen der Anwendungen s. die Memoirs von Cayley ; Netto } Zeitsch 
Math. Phys. 38 (1893), p. 357; 40 (1895), p. 375, sowie die Lehrbticher, be 
„Elliott“. — Analoge Eigenschaften kommen den Differentialgleichungen d( 
symmetrischen Punktionen zu, s. 1 B 3 b, Nr: 8, 9, 24, 25. 

320) Durch die Untersuchungen von Hilbert (Nr. 0) ist dagegen der aritl 
metis che Gesichtspunkt in den Yordergrund geriickt worden.' 

321) Wegen der invarianten Gestaltung der Tschirnhausen-Transformatio 
durch Hermite s. Nr. 7, Anm. 147. Brioschi hat fur die Koeffizienten der tram 
formierten Grleichung part. Differentialgleichungen aufgestellt, Lomb. Ist. A. 
(1858), p. 231; die Potenzsummen der Wurzeln der transf. Gl. stellt er dure 
simult. Invarianten von f n und gewissen f n __ 2 dar: Par. C. R. 124 (1897 
p. 661. — Klein bezieht die Tschirnhausen-Transf. auf ein „typisehes“ Koord 
natensystem, s. z. B. „Ikosaeder“ Abschn. 2, Kap. 2. — Im besondern sets 
man z = g(x, 1) / f'(x, 1), so geht f(x,l) = f n iiber in eine Form F n (z, 1 
deren Koeffizienten Invarianten sind, falls g eine Kovariante der Ordnung n — 
von f ist: Hermite , Par. C. R. 1865; J. Bahts , Math. Ann. 28 (1886), p. 3 
Bei „Bruno“ p. 191 ist f n selbst eine Kovariante von f (Einschrankungen b< 
J. Junker , Diss. Freiburg 1887). Brioschi reduziert Hermite 9 s Ergebnisse auf de 
Fall, dass eine Wurzel von f substituiert wird (Nr. 15, Anm. 280), Math. Am 
29 (1887), p. 327; Ann. di mat. (2) 16 (1888), p. 181,329; Lond. Math. S. Pro 
20,(1889), p. 127, und normiert so die hyperelliptischen Integrate : Rom. Line. I 
(5) 4 1 (1895), p. 363. 

322) J. f. Math. 71 (1870), p. 164. y ) ist die erzeugende Funktion . 

der Kombinanten von cp und ip. Cayley fuhrt die quadratische Transf. ein< 
ft durch, Math. Ann. 3 (1871), p. 359 = Pap. 8, p. 398. 

323) Gott. Abh. 15 (1870), p. 65. Die kubische Transf. einer f 3 (u. a 
lasst sich unmittelbar auf eine lineare zuruckfuhren ; vgl. noch G. Torelli , Nai 
Acc. P. A. 11 (1888), p. 215; Pal. R. 2 (1888), p. 165. 


19. Hohere Transformationen. 
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Clebsch 324 ) hat die T m von f zu den S eines mebrfach aus- 
gedebnten Raumes in Beziebung gesetzt. Seien z. B. A* die Wurzeln 
einer f 5 (X, 1), die einer T s : % = y 0 + Xy t + / x 0 -f- lx x + X*x 2 

= 92/^2 unterworfen wird. Fasst man die (y), (x) als 2 Punkte 
einer Ebene auf, so sind die Wurzeln der transformierten Gleicbung 
] (| , 1) = 0 die Scbnittpunkte der Geraden 5 = (i y ) ( x ) : = yj. 

— £#*(& =' 0 ; 1, 2) mit den 5 Greraden z Q -j- + A* 2 # 2 = 0, Tan- 

genten der C 2 : z x — 4z 0 z. 2 — 0. Das letztere zeigt, warum man fur 
das Studium der f 5 — 0 nocb mit T 2 ausreieht. Die (linearen) S, 
die jf 5 W nocb zulasst, entsprecben der Yerscbiebnng der Punkte 
( y ), (x) auf der Ge raden i, L e. die Formen von /W sind Kom- 
binanten (Nr. 24) von <p y Tp. Die der T % spezifisch angeborigen 
Elemente erscheinen so gesondert von dem Einfluss einer nacb- 
traglieben S. Als Anwendung erscheint bei Clebsch eine Ubersicbt 
fiber die formalen Zusammenhange zwiscben einer f 6 und ihren 
Resolventen, besonders der „Jerrard’schen“ Form (IB3f) und der 
Modulargleicbung (II B 4 c). L. Maurer 825 ) untersucht allgemein ein- 
deutige rationale T von Urformen F m (x ly x 2y . . . x n | a) einer be- 
stimmten Ordnung m y mit Berucksicbtigung der Ausartungen der F. 
Die F m werden in Klassen eingeteilt; £ 0 umfasst alle F m - £l x die 
durcb ein bestimmtes irredueibles System algebraiseber Gleicbungen 
zwiscben den a ausgescbiedenen F m ; £1% die durcb ein weiteres solcbes 
System bedingten ; u. s. f. Die KLasse £l £ cbarakterisiert sicb dadurcb, 
dass die a (bomogene) algebraiscbe Funktionen von t arbitraren Grossen 
X ly A 2 , . . . l t werden, sodass F die Gestalt F(x | A) annimmt. Die x 
und A werden einer Gruppe (II A 6) von (bomogenen) Transforma- 
tionen T : Xi — Xi(x | p) y A* = Di- (A' ] p) unterworfen, wo die x rational, 
die A' und die „Parameter“ p algebraiscb eingeben. Die T sollen ein- 
deutig umkebrbar sein: x r = X'(x\ p') y X r — L'{X\p) y wo die p 
algebraiscb von den p abbangen. 

Es existieren Gruppen G von T y sodass fur alle Werte der p 
Fix | A) iibergebt in F^(x | A')*, die Gesamtbeit der G fiibrt zu einer 
bestimmten Klasse £l t und zu deren Invarianten J. Der Beweis basiert, 
abgeseben von Satzen der Lie'scben Tbeorie, auf einem Satze von 

324) Gott. Nachr. 1871, p. 335; Math. Ann. 4 (1871), p. 284, cf. „Clebsck~ 
Lindemann“ 2 1 , Abt. 3, Nr. 11. Wegen der inversen Transf. einer f s (|) in eine 
g 10 (l) s. noch Spottiswoode , Rom. Line. R. (3) 7 (1883), p. 218; Lond. Math. S. 
Proc. 16 (1885), p. 148; G. Pittarelli, Rom. Line. R. (4) 1 (1885), p. 327, 374. 

325) J. f. Math. 107 (1890), p. 89 (vgl. Anm. 35, 117). — Bez. der alge- 
braisch-geometrischen Theorie der eindeutigen Transformationen von 2 und mehr 
Variabeln s. I B 1 c Nr. 28 , IE C 9. 
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Christoffel (Nr. 4, Anm. 88). F und die X' y L' geniigen je eine 
Anzail von d analogen charakteristischen linearen partiellen Difft 
rentialgleicbungen; es lauten etwa die fur F : 



Die 


wo die & nur von den x y die A nur von den X abhangen. 

t 

von Sli sind bestimmt durcb die d Grleichungen 5 sin 

i k 

d' von ilmen „wesentlich“ so bat Sli t — d' ;; unabhangige“ J. J ed 
von F(x | X) verscbiedene Losung von (F) ist als „Kovariante“ vo 
F anzuseben. Demnach bleibt der wesentliche Charakter der n 2 Difft 
rentialgleicbnngen Aronhold ! s (Nr. 18 ) fur & 0 aucb fur die £li erhaltei 


20 . Die erweiterte projektive Gruppe. Heciprokanten un< 
Differ entialinvarianten 326 ). Bedeuten y ly y 2 , y $ y . . . die Ableitunge 
einer Funktion y(x) y so geht Sylvester aus von rationalen Funktione 
B(y ly y 2y y $y . . ) ; die sich nacb Vertauschung von y mit x der Fori 
nach nur um einen, in den y h rationalen Faktor andern. Das ist de 
urspriingliche Begriff der (binaren) „Reciprokante“ E. Ist R gain 


326) Die Untersucliungen dieser Nr. lassen sich auch auffassen als Spezia! 
falle der Lie’schen Theorie der erweiterten Gruppen oder der Differentia’ 
invarianten kontinuierlicher endlicher (speziell projektiver) Gruppen (vgl. II A ( 
„Lie- Scheffers “ 1893, Kap. 23, ausfuhrlicher bei A. Stockert , Progr. Chemnit: 
Itealgymn. 1895); ein Teilgebiet dieser Theorie bilden wiederum die Invariante 
linearer Differentialgleichungen (II A 4), auf die am Schluss dieser Nr. kir 
gewiesen wird. Auf der andern Seite beanspruchen die bier zu besprecher 
den Arbeiten von formentheoretischem Gesichtspunkt aus ein selbstandigc 
Interesse; sie erfordern spezifische, wesentlich algebraische Methoden und ei 
scheinen ibrerseits als Yerallgemeinerungen fundamentals* Satze der Theori 
der Invarianten und Seminvarianten (Nr. 23). Hier ist G. Halphen als Haup 
vorlaufer von Sylvester zu bezeichnen: J. de math. (3) 2 (1876), p. 257, 37] 
These, Paris 1878; J. Ee. Pol. cab. 47 (1880); Par. Sav. [Etr.] (2) 28 1 (1880 — 83 
Acta math. 3 (1884), p.325. H. macht bes. von dem Satze Gebrauch, dass ein 
DifFerentialinvariante durch Differ, nach der unabh. Yar. x wieder in eine solct 
libergeht [Anm. 282, 329]; cf. Sylvester, Amer. J. 9 (1887), p. 297; Elliott, Mes 
(2) 19 (1889), p. 7. Die Anwendungen Halphen ’a auf lineare Differentia 
gleichungen und Raumkurven bat L. Berzolari verallgemeinert: Ann. di mat. (5 
26 (1897), p. 1. — Im tibrigen vgl. zur ganzen Nr. das Handbuch von L . Schl 
singer iiber lineare Differentialgleichungen, Leipzig 1895/97. 

327) 1885: Mess. 15, p. 74, 88; Par. C. It. 101, p. 1042, 1110, 1225, 146< 
Bearb. von J. Hammond: Amer. J. of Math. 8 (1886), p. 196; 9, p. 1; ib. 9 (1887 
p. 113, 297; 10 (1887), p. 1. 
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rational, = G(y l7 y 27 y 37 ...) } so ist der Faktor = + (jx ganz); J e 
nack dem Vorzeicken ist der „Ckarakter" von G gerade oder un- 
gerade, fur y,—0 keisst G „ absolute Ist G komogen, —F(y l7 y %7 y Z7 ...)> 
so ist JF auck isobar; legt man y k das Gewickt Tc — 2 bei, und ist i 
der Grad, w das Gewickt von F \ so wird y, == 3£ + w. F andert 
sick auck bei den 8 der „Translationsgruppe" x — x -j- a 7 y — y -f- b 
nur um einen, in y 1 linear en Faktor, und heisst „Translationsreci- 

d F 

prokante" — Ist F absolut, so ist wieder eine Reciprokante; ist 

F nickt absolut, so ist es dock y 1 2 JF. Das fiikrt zu einem linearen 
DifPerentialoperator |, der aus F unendlick viele solcker Formen er- 
d F 

zeugt. Ist JF, wie eine Reciprokante, so wird F zu einer „ortko- 

gonalen", 827a ) i. e. F bleibt der ortkogonalen Gruppe (Nr. 3) gegen- 
iiber invariant. 

= 0 ist das Kriterium fur eine ..affine" oder „reine" Reci- 

dy x ” ” 

prokante — im Gegensatz zu den „gemisckten" — die bei der affinen 
Gruppe x r = ax by c, y = dx -f- ey + f invariant bleibt. 
Zwiscken den reinen Reciprokanten und den (binaren) Seminvarianten 
(Hr. 23) besteken Analogien. Beide geniigen je einer ckarakteristi- 
scken linearen partiellen Differentialgleickung 328 ); fur beide existieren 
a hnli che „Generatoren", die Formen derselben Art erzeugen; der 
Cayle/sclien Formel (w : i,j ) — (w — 1 : i, j) (Nr. 9) entsprickt kier 
(w :i,j) — (w — 1 : i + 1, j), wo j + 2 der kockste Index eines y k 
ist; fur beide kat man ahnlicke „associierte Systeme" (Nr. 7) oder 
„Protomorpke", nur dass deren Grad bei den reinen Reciprokanten 
beliebig kocli steigt, wakrend er bei den Seminvarianten nur 2 oder 
3 zu sein brauckt. — Wakrend aber die rationalen Faktoren einer 
zerfallenden Seminvariante wieder Seminvarianten sind, triffb das bei 
den reinen Reciprokanten nickt zu. Bei gegebenem i 7 aber un- 
besckranktem j, giebt es nur eine endliche Anzakl reiner Recipro- 
kanten, bei Seminvarianten nickt, u. s. w. — Ist F zugleick reine 
Reciprokante und Seminvariante, so wird F zur „projektiven Reci- 
prokante" oder „Prinzipiante" — nack G. Halphen 329 ) „Differential- 


327 ^ Vgl. H. Burlchardt, Math. Ann. 43 (1893), p. 210 (§ 9). 

328) Berechnungen bei Cayley , Quart. J. 26 (1872), p. 169; ib. 26 (1893), 
p. 195; Amer. J. of Math. 15, p. 75; E . B. Elliott , Lond. Math. S. Proc. 23 (1892), 
p. 298; 24 (1894), p. 21. 

329) Vgl. Anm. 32G. Halphen untersuclit auch (J. Ec. Pol. 47 (1S80), p. 257, 
371) ternare Differentialinvarianten hez. zweier abhangiger Variablen. 
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invariante“ bez. x — , ist also invariant bei der allgemeinen proje 
tiven Gruppe in x, y. Es lasst sich eine Kette a 0 ,a u a %) ... v 
reinen Reciprokanten bilden, derart, dass nach Bildung der Prol 
morphe fur die Beminvarianten der Reihe a^ y a^ y a % y . . . (Nr. 2 
jede ganz-rationale Funktion der Protomorphe, durcb eine passen 
Potenz von y 2 dividiert, eine Differentialinvariante wird, und u: 
gekehrt. — Sylvester begriindet so eine systematische Integration v 
gleich Null gesetzten Differentialinvarianten, wie sie die Geometrie 3 
oft darbietet. 

P. A. Mac Mahon 331 ) bat alle bei den binaren Invarianten u 
Reciprokanten vorkommenden linear-partiellen Differentiationsprozes 
in einem Symbol zusammengefasst ; in das 4 arbitrage ganze Zabl 
eingeben; alle diese Prozesse bilden ein „vollstandiges System^ 

B. Perrin m ) bat seine Residnentbeorie (Nr. 8, 23) anf die Re 
prokanten iibertragen. 

E. JB. Elliott m ) hat die Reciprokanten ausgedehnt auf mehr< 
Funktionen y, z, . . . von x y mit Beschrankung auf cykliscbe Y< 
tauscbung der x, y, 2,..., und bat allgemein die ternar-projektiven 2 
Reciprokanten untersucht, Forsyth m ) die letzteren dagegen fur d 
Fall, dass zwei abbangige Variable linear transformiert werden. M 
Mahon 336 ) stellt fur die ersten 6 Grade die „perpetuierenden“ rein 
Reciprokanten auf — die sich nicht als Linearformen anderer v 
geringerem Grad und Gewicht darstellen lassen. — G. Leudesdorf 2 
giebt ein Kriterium dafur an, dass eine vorgelegte Funktion v 


330) Z. B. die Aufstellung der Differentialgleichung einer C f 3 (C' w ), 
Halphen nur auf indirektem Wege gelingt. 

331) Loud. Math. S. Proc. 18 (1887), p. 61; vgl. Cayley , Quart. J. 26 (181 
p. 195; ib. 19 (1888), p. 112 wird von Mac Mahon eine Verbindung mit < 
symmetrischen Funktionen hergestellt [I B 3 b, Nr. 10]. Terniire Analoga < 
Prozesses bes. bei Elliott , Bond. Trans. 181 (1890), p. 19. Eine allgemeine Tra 
formationstheorie solcher DifFerentialoperatoren entwickelt Elliott , Bond. Math 
Proc. 29 (1898), p. 439. 

332) Par. C. R. 102 (1886), p. 351. 

333) Bond. Math. 8. Proc. 17 (1886), p. 172; 18 (1887), p. 142; 19 (18* 
p. 6,377; 20(1889), p. 131. Fur die reinen tern. Recipr. werden 6 charakt. Di 
rentialgleichungen aufgestellt (1887), und deren Bedeutung klargelegt. 

334) Bond. Math. S. Proc. 20 (1889), p. 131. 

335) Bond. Trans. 180 (1889), p. 71; Hammond , Bond. Math. S. Proc. 

(1886), p. 128 verwertet gewisse integrable Recipr. fur die Geometrie. 

336) Bond. Math. S. Proc. 17 (1886), p. 139 [Anm. 249]. 

337) Bond. Math. S. Proc. 17 (1886), p. 197, 329; 18 (1887), p. 235; 

J. Griffiths, Ed. Times 51 (1889), p. 137. 
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y 17 eine Reciprokante ist. — A. Berry 33S ) zieht „simultane“ Reci- 

prokanten in Betrackt, mit Beriicksicktigung solcker, die die Variabeln 
selbst nock entkalten. 

L. J. Rogers 333 ) kildet „komograpkiscke“ Reciprokanten i. e. Diffe- 
rentialinvarianten der quadratiscken Transformation T 2 : x = > 

y — A. R. Forsyth 340 ) stellt ein ^voiles System" fur sie auf. — 

1st yu^ — u %7 wo u 1} u 2 2 Partikularlosungen einer D n (x 7 y) = 0, 
nnd differenziert man (2n — l)-mal nack x 7 und eliminiert die u® , 
so resultieren n lineare komogene Relationen in den Die Re- 

sultante des Systems, eine ,,Quotientenableitung" M1 ), ist eine komo- 
grapkiscke Reciprokante, denn sie andert sick bei der bez. T 2 nur 

urn den Faktor (^~j • So entstekt ans = 0 der 

„Sckwarz’scke Ausdruck" 3 y 2 — 2y*y 3 . — Allgemeiner iibt Forsyth M2 ) 
auf eine D n (x, y j a) = 0 die Transformationen aus, die deren Ordnung 
und linearen Ckarakter nickt andern d. s. eine S der abkangigen y, 
und eine arbitrare T der unabkangigen Yariabeln x. Forsyth fragt nack 
den algebraiscken Funktionen der y, y ly y %} . . . und der a, die nack der 

Transformation von D n — 0 nur einen Faktor, eine Potenz von 
annekmen. Aus einer endlicken Anzakl solcker Funktionen geken 
alle ubrigen durck rein algebraiscke Prozesse kervor 343 ). 

21. Projektive Invarianten der Krummungstheorie 344 ). Voss 345 ) 
gekt davon aus, dass sick - der Inkalt T eines Tetraeders bei Kolli- 
neation nur um einen einfacken Faktor andert. Auf einer Flacke 


338) Quart. J. 22 (1888), p. 260; 23 (1889), p. 289. 

339) Loud. Math. S. Proc. 17 (1886), p. 220, 344; 18 (1887), p. 130; 20 (1889), 

p. 161. 

340) Mess. (2) 17 (1888), p. 154. 

341) Lond. Trans. 1888, p. 377. Der Name „Sehwarz’scher Ausdruek“ stammt 
von Cayley, Cambr. Trans. 13 (1883), p. 6 = Pap. 11, p. 149. 

342) Lond. Trans. 18S9, p. 71 (dort frnhere Litt.). Vgl. die systematisehe 
Darst. in Schlesinger' s ,, Linearen Differentialgleichungen“. 

343) Vgl. C. Platts, Quart. J. 25 (1891), p. 300. Wegen besonderer Falle 
bei fruheren Autoren s. Forsyth 1. c. 

344) Man vgl. noch G. Darboux „Surfaces tt , Paris 1887/89 1. 2, sowie die 
Anwendungen, die Elliott von den Reciprokanten im Sinne des Textes macht, 
Lond. Math. S. Proc. 17 (1886), p. 172. Die Grossen a, § des Textes sind die beiden 
Invarianten der „Laplace’schen“ Differentialglei chung, s. Darboux 1. c. 2, § 23. 

345) Math. Ann. 39 (1891), p. 179. Foss betrachtet auch analog beliebige 
Transformationen. 
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(Ill D 3) x = x(u 9 v), y == y(u 7 v) 7 0 === s(u, v) schneiden sich je 2 
benachbarte Linien u 0 , u 0 -f- h ; t? 0; ^ * n ^ ® c ^ en P = (w 0 , t> 0 ), 

P 1; P 2; P 3 = (u 0 + h 7 v 0 + 1) eines Tetraeders T, wahrend P, P 1; P 2 
ein Parallelogramm 77 bestimmen. P 3 soil sich P langs einer analy- 
tiscben Kurve (III D 1 ) u — u 0 + h f t -f , v — v 0 -j- ¥t -f nahern. 

Dann tritt lixn T / II 2 bei ausgezeichneten Koordinatensystemen 

t = o 

( u ? v) zu den KriimraungsYerhaltnissen der Flache in Beziehung; sind 
z. B. die u = const. Haupttangentenkurven, so wird der Grenzwert 
=y=^ wo K das Krummungsmass in P ist (III D 3, 6). — Es sei das 
Linienelement PP 3 = ds = "\fediF-\- 2fdudv gdv' 2 , ferner seien 
E,F,G die „Fundamentalgr 6 s sen 2. Ordnung" und H=eg — f 
(III D 6). Nimmt man (u, v ) als ein „konjugiertes“ System an (fur 


das F = 0), so wird lim 

t — 0 


T _ 1 JEJcch's+Gpic'* 

n 2 ds 2 72 'l/jff Zfh'Jc'-j-gk'** 


wo die 


a 7 (i nur von c, f 7 g abhangen. — TJbt man eine Kollineation aus 
mit dem Nenner t{x 7 y 7 0) und dem Modul A, so sind a 7 ft absolute 


Invarianten ; wahrend E 7 F 7 G iibergehen in E' = 


E y = 



/L 

G r = ~ 7 -G 7 wo A ein nur Yon den ersten Differentialquotienten 


der Flache algebraisch abhangender Ausdruck ist; endlich H in 
A 2 (XtY 

jST = H, K ' in K Hieraus fliessen zahlreiche geometrische 
Anwendungen, u. a. der Satz you E. Mehmke 316 ): ?; Berilliren sich 
2 Flachen in P 7 so ist der Quotient -g. 1 - der Kriimmungsmasse in P 
eine absolute (projektive) Invariante. 


22. Differentialformen und Differentialparameter der ITachen- 
theorie [III D 3]. Die Flachentheorie wird beherrseht von der Trans- 
formation 347 ) der beiden Differentialformen (Nr. 21) 


346) Zeitschr. f. Math. Phys. 36 (1891), p. 56; vgl. E. Wolffing, Zeitschr. 
Math. Phys. 40 (1895), p. 31; G. Segre, Horn. Line. R. (5) 6 2 (1897), p. 168. Analoge 
Siitze fiir allgemeine Punkttransformationen reap. BemlmingHtranafonmitionen 
(II A G) stellt Mehmke auf ib. 36 (1891), p. 206; 31 (1892), p. 186; 38(1894), p. 7. 
Mehmke bedient sich zur Ahleitung seiner 8atze der Urassmann’.sehen Methoden.— 
Verallgemeinerungen solcher Satze linden sich bei M. Rabat, Par. C. It. 115 (1892), 
p. 926; J. £c. Pol. (2) 4 (1897), p. 137. 

347) Wegen weiterer Ausfuhrungen sei verwiesen auf J. Knoblauch , „Flachen- 
theorie u , Leipzig 1888; G. Darboux, „Surfaces“, Paris, 3 (1894), 4 (1896); L. 
Rianchi, „Superficie“, Pisa 1894 (deutsch v. M. Lucat, Leipzig 1896—99), sowie 
insbesondere auf G. Ricci , „Superficie“, Padova 1898. — Knoblauch untersuclit 
analog kubische Differentialformen, J. f. Math. 103 (1888), p. 25; er trennt 
systematisch in der Theorie der Differentialparameter das Invariante von den 
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ds 2 — A = edu 2 -f- 2fdudv -j- 
~ - = B = dv + 

(wo q der Krummungsradius). Statt der u, v werden eindeutige und 
eindeutig umkebrbare, im iibrigen arbitrage us ) Funktionen u, v der 
u, v eingefiihrt. Daber transformieren sicb die du, dv linear: 

■r r du' , du 7 , , dv -r f dv' j 

du = - — du 4- dv , dv — du + dv: 
du * ov 7 du 1 cv 5 

der Modul sei A. Gebt bierdurch eine quadratiscbe Form. 

A = cc lx du 3 -j- 2cc^dudv -j- a t% dv* 

liber in A' ; so gescbiebt das Analoge fur die bilineare Form 

Ai = cc n dudu - 1- or 12 (du dv -J- dv du ) + a 22 cfo; d 

wo die du, dv* du, dv aucb durcb zu den du, dv cogrediente Grossen 

ersetzt werden durfen (Nr. 16 ). Fur a = ^ 1]L « 22 — cc 2 2 ist a = A 2 a, 

oder ]/<x = A]/cc'j ist also %(u, v) irgend eine Funktion der u, v, 

so erkennt man mit Boole (1. c.) sofort, dass -4=- — , 4r ~ 

V J Ya dv’ Ya du 

mit du, dv cogredient sind ; also in die Identitat A ± = A/ fur die 

du, dv substituiert werden konnen, wodurcb sie die Gestalt Udu 

-f- Vdv = U'dii V r dv annimmt, i. e. Udu -f- Vdv ist eine lineare 

Kovariante yon A. Differentiation fiibrt zu der Inyariante 



und ebenso, wenn co eine zweite Funktion der u, v, und du, dv durcb 

— , — ersetzt werden, zu der Inyariante A a (%, co) 7 die 

ya dv Ya du 

speziell fur % = co in A a x (%) xibergebe. Fur A — A werden A 1 (^) 7 
A 2 (%) 7 A (%, co) E. Beltrami' s 349 ) ;; Differentialparameter 1. und 2. Ord- 
nung yon % Ci und 77 Zwiscbenparameter yon %, co". 


Koordinatenbesonderbeiten, ib. Ill (1S93), p. 329; er untersucbt im Sinne des 
Textes ,,BiegungskoYarianten“: das sind Ausdrucke, die sicb aus den Ableitungen 
willkiirlicber Funktionen von u, v und aus den e, f, g und deren Ableitungen 
zusammensetzen, und die bei Einfubrung neuer Yariablen in die formell gleicb- 
gebildeten iibergeben, ib. Ill (1893), p. 277; 113 (1894), p. 58; 115 (1895), p. 185; 
vgl. P. Stackel, ib. 113 (1894), p. 58. 

348) Die Gruppe ist nacb Lie die ,,unendlicbe‘ l (II A 6), s. Leipz. Ber. 1891, 
p. 316, 353. 

349) Bologna Mem. (2) 8 (1868), p. 549; man vgl. die allgemeinere Auf- 
fassung bei Lie- Scheffers , Kont. Transformationsgruppen, Kap. 22. — Die Trans- 
formation derartiger DifferentialausdrdCke bei Einfubrung neuer Yeranderlicber 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. 25 
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1st n der ,,Multiplikator“ von A i. e. nA — dp dq, so berechnet 
sich K (Nr. 21) zu \ A lg n. Die beiden absoluten Simultaninvarianten 
von A, B hangen direkt mit den ,,Hauptkrummungen“ q 19 zusam- 
men, insofern 

TT 1,1 eG-ZfF+Eg 1 ^ _ EG — F * 

Qi Qs~~~ eg-p 7 Q 1 Q i eg — p 

Die Funktionaldeterminante von A, B } dividiert durcb 4 "]/ eg — /‘ 2 , ist 
die ,,Krummungslinienform“ T; die Algebra liefert die Syzygie 
r 2 = — KA* + HAB — B\ 

Das Quadrat des Linienelements da auf der „Gauss’ scben Kugel“ ist 
eine Kovariante von A, B: da 2 — — KA -f- HB. 

23. Seminvarianten. Bei Cayley 35 °) erscheint eine binare Ko- 
variante c durch ihren ersten (resp. letzten) Koeffizienten c 0 — leading 
term, source, Leitglied, Quelle — bestimmt, insofern aus c 0 durcb 
Iteration eines Differentiationsprozesses die weiteren Koeffizienten von 
c bervorgeben. c 0 bat nur nocli einer cbarakteristischen Differential- 
gleicbung zu geniigen (Nr. 2, 9, 15, 18). M. Roberts 351 ) bat hierauf 
eine ganze Tbeorie gegriindet und im Besondern auf die /5 angewendet; 
da das Leitglied eines Produktes von Kovarianten das Produkt der 
Leitglieder ist, so kann jede Syzygie zwisehen Kovarianten (Nr. 8) 
durch eine solche zwisehen deren Leitgliedern unzweideutig ersetzt 
werden. — Analoges gilt vom Leitgliede C 0 einer Komitante C von 
Urformen F. 

Eine allgemeinere Auffassung liegt bei S. Lie 3n2 ) vor. Danach er- 
scheint eine „Seminvariante“ C 0 von Urformen F als relative Invariante 
einer Untergruppe der allgemeinen projektiven Gruppe (Nr. 2). Es 
liege eine Reihe von binaren Urformen f m (x | a), g n (x\ &),... vor, so 
beschrankt man sich von vornberein auf Formen c 0 , die in den Reihen 

bekandeln nack formentheoretiseken Prinzipien Christoff el , J. f. Matk. 70 (1869), 
p. 46 und kes. Gundelfmger, ib. 85 (1878), p. 295, s. II A 2, Nr. 47. 

350) I. Memoir. = Pap. 2, p. 244. 

351) Quart. J. 4 (1861), p. 168, 324; die f 5 in Ann. di mat. (1) 3 (1860), 
p. 340. 

352) Lie- Scheffers, Kont. Transformationsgruppen , Leipzig 1893, Kap. 23; 
vgl. auck Klein } Erlanger Programm 1872. Zu jeder proj. Untergruppe gehort 
eine specifische Invariantentkeorie (s. Anm. 12, Schluss; Anm. 353). Tabellen 
solcker Untergruppen in endlicker Form nack Tabellen von Lie , der die infin. 
Yariationen der Gruppen aufstellt (s. „Lie-Engel“ 3; „Lie-Sckeffers u ) bei W. Fr . 
Meyer, Chic. Congr. P. 1896 (1893), p. 187; vgl. die geometriseken Ableitungen dort 
und bei H. JB. Newson , Kans. U. Q. 7 (1898), p. 125. Ein Buck von Newson iiber 
diesen Gegenstand ist in nake Aussickt gestellt worden. 
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der a, b , . . . je bomogen und isobar sind (Nr. 18) ; sich namlicb bei 
Ausubung einer S der Gruppe (A) x 1 — ax^, x 2 = dx 2 „m variant 

verbalten“ i. e. nur um eine (ganzzablige) 353 ) Potenz des Moduls ad 

andem. c 0 wird zur Seminvariante) wenn es auch gegenuber der 
Gruppe (B) x t = x ± ' + fix 27 x 2 — x 2 invariant bleibt, nnd geniigt 
dann der cbarakteristiseben Gleichung 354 ) 

D ia t-i 

. * . * 
i k 

Die Ausdebnung auf hohere Gebiete stosst auf keine prinzipiellen 
Scbwierigkeiten (Nr. 18). c Q ist, wie Sylvester 255 ) bemerkt, zugleicb 
Leitglied einer Kovariante von Urformen f m > , g n > y * * - • • •), 

die. mit f m , g n , * * • die ersten (m + 1), (n -f- 1), * * * Koeffizienten ge- 
mein haben; c 0 erscbeint so als Semin variante der beliebig fortsetz- 
baren „Elementreihen“ (a) } (jb), * • *. Wie D = 0 zeigt, wird, wenn 
man a 0 = i 0 = • • • = 0 setzt, der „Rest“ der Seminvariante eine solcbe 

der neuen Reihe y > y > * * * 5 y , y, • * * etc.; das erleicbtert die 

Anfstellung der Grundformen nnd ibrer Syzygien (Nr. 8, 9). 

So bilden nacb B. Perrin 35G ) die Leitglieder der Grundformen 
einer f n (pc | a), vermebrt um eine gewisse „Restform“ der a , ein voiles 
System (Nr. 6) der Restformen einer f n +t> — Sylvester 357 ) begriindet 
die Auffassung von c Q als binarer Funktion von a n : in diesem Sinne 
ist jede Kovariante von Leitgliedem wieder ein Leitglied. c 0 besitzt 
selbst ein Leitglied — germ, Keira — , den Koeffizienten der bocbsten 
Potenz von a n ; Sylvester und Perrin wenden das auf die Struktur 
von vollen Systemen und Syzygien an (Nr. 0, 8). M ’ cVOcagne 358 ) 
denkt sicb symboliscb a 0 als Funktion einer Variabeln |, und a 1} a 2 , . . . 

353) Bei kompbzierteren G-ruppen, z. B. bei der G-ruppe der Inversionen, 
kann der Faktor auch von anderer Beschaffenkeit sein: vgl. Klein 1. c. ; E. Study, 
Matb. Ann. 49 (1897), p. 497, wo das „Apollordsche u Problem formentheoretisch 
untersucht wird [Nr. 2, Anm. 12]. 

354) Cayley 1. c. vgl. Nr. 9, Anm. 178; Nr. 18. 

355) Amer. J. of Matli. 5 (1882), p. 79; (1883), p. 97. Insbesondere werden 
die Perpetuanten [Nr. 12, Anm. 235, 249] untersucht. Tabellen bei Cayley , 
Quart. J. 19 (1883), p. 131 = Pap. 12, p. 22. 

356) Par. Soc. math. B. 11 (1873), p. 88. P. sagt „peninvariant u fur „sem- 
in variant 11 . 

357) 1. c. Weitere Ausbildung bei J . Petersen , Tidsskr. (4) 4 (1880), p. 177; 
5 (1881), p. 33; (5) 6 (1888), p. 152. 

358) Par. C.K 102 (1886), p. 916; Brux. S. sc. 10 B, p. 75; 11 (1887), p. 314. 
Yerwandt sind die Untersuckungen von Bruno [Nr. 15, Anm. 279] und Mac Mahon 
[Nr. 12, Anm. 246]. 

25 * 
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als die succ. Ableitungen von a 0 


Dann bilden die (i= 


= 1 ) 


ein associiertes (N: r. 7) System von Seminvarianten; der Zusammen- 
hang mit Hermits s System wird bei M.d’Ocagne m ) und J?. Cesar o 36 °) 

klargelegt. auf eine Funktion der a ausgeiibt, ist nnr eine sym- 
boliscbe Abkurzung fur den Prozess ai+i iu diesem Sinne 


haben 361 ) cPOcagne, Perrin 7 J. Deruyts , S. Roberts eine Reihe solcber 
„D iffer entialgeneratoren" konstruiert. Deruyts™ 1 ) hat die Verwandt- 

schaft des Prozesses ^ i &*+ i ^ + * * * mit Cayley’s 


D- und A-Prozess verfolgt. 

Deruyts 362 ) hat aber weiter allgemein die Theorie der Sem- 
invarianten von Urformen jF mit (cogredienten) Reihen von n Varia- 
beln begrlindet. 

Er setzt die S von x i} x 2 , • x n aus 2 Reihen einfacherer zu- 

sammen von den Typen 

(Sh): Xh = sXhy Xk = X k und (&,$): Xi — X L - f- ^X/ i? = X/ c; 


und legt Pormen 0 der Koeffizienten und Variabelnreihen zu Grrunde, 
die sich gegenuber S h , Sw nur um eine Potenz des Moduls s resp. 1 
andern. Die Forderung bez. der S h sagt aus ? dass 0 ? ,hinsichtlich 
der einzelnen 363 ) Indices 1, 2 7 --n isobar" — und damit auch homogen — 


359) Par. Soc. math. B. 16 (1888), p. 183; Brux. S. sc. 12 B (1888), p. 185. 

360) Nouv. Aim. (3) 7 (1888), p. 464. 

361) M. d'Ocagne , Par. C. R. 104 (1887), p. 961, 1364; Cayley, Quart. J. 20 
(1885), p. 212 = Pap. 12, p. 326; Mac Mahon , ib. p. 362; Amer. J. of Math. 8 (1885), 
p. 1; B. Perrin , Par. C. R. 104 (1887), p. 1097, 1258; Deruyts, Brux. Bull. 13 
(1887), p. 226; S. Boberts, Bond. Math. S. Proc. 21 (1889), p. 219. 

362) 1887 — 1891, zusammengefasst in der Thdorie gen. des lorines alg., 
Brux. 1891. Erganzungen, in denen D. die Reduktion der invarianten Funktionen 
weiterfuhrt, finden sich Brux. Bull. (3) 26 (1893), p. 258; 28 (1894), p. 157; Brux. 
Mem. 51 (1893), 20 S.; Brux. Mem. Say. Et. 52 (1894), p. 1. Kronecker ( Nr. 18, 
Anm. 318] ersetzt auch die allgemeine S durch eine Keltic spezicller, deren jeder 
eine Differentialgleichung fiir die Invarianten entspricht ; Deruyts verwendet nur 
einen Teil der speziellen 8 fur die Differential eichungen, wahrend der R,est 
durch arithmetische Gleichheiten zwischen den Gewichten ersetzt wird. — 
C . le Paige untersucht die Seminvarianten fiir Formen f\ (x\y\z\. . . ) Lei un- 
abhangigen 8 , Brux. Bull. (3) 2 (1881), p. 40 [Nr. 2, Anm. 30]. 

363) So schreibt sich eine 0 4 : 

V a 400 4“ X C a 0iQ + #2 4 tt 004 4“ 4 V X i a $lQ 4“ ' * ’ > 

dagegen nach der iib lichen Weise: 

V a 0000 4" a illl 4“ ^2222 4" 4 ^o 8 ^1^0001 4~ * ' ' * 
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wird. Sei etwa die Urform C n = <x> xL so beisst 0 } ein 

Aggregat von Produkten JJa^ l ? ,,bez. der Indices 1, 2, 3 isobar^ wenn 
^icii kh J£lcai k i, ^la itc i je einen konstanten Wert — das „Gewicht“ 

i k l 

?t 2 , a 3 — besitzt; 0 andert sicb bei Anwendung yon S, t um s th . 
Die Shj lassen sick auf n — 1 solcbe: S if i+i (i = 1,2, • **n — 1) be- 
scbranken; das Kriterium fur die Invarianz yon 0 gegeniiber 1 
ist, dass 0 einer linearenpartiellenDifferentialgleicbung 364 ) [i, i-|- 1]=0 
geniigt. „Seminvariante Funktion^ ist 0 bei Erfiilltsein yon [i, i — [— 1] = 0 
(i—lj 2 } -*-n — 1), speziell „Seminvariante“, wenn sie yon den Variabeln 
frei ist; fur % 1 = # 2 = * • • = 7t n wird 0 zur Komitante (Nr. 2). Die 
Clelsch-AronhoM scbe Symbolik (Nr. 12) wird auf seminyariante Funk- 
tionen 0 iibertragen, wobei eine in den einzelnen Symbolen sym- 
metrische — „kanoniscbe“ — Gestalt beyorzugt wird. 0 scbreibt sieh 
so als Summe yon Produkten dd'a x , wo die S , d' Determinanten sind, 
die aus den n ersten Kolonnen des Schemas der (symboliscben) Koef- 
fizienten, resp. aus den n letzten Kolonnen des Variabelnsebemas ent- 
nommen werden. Der AronhoM scbe Prozess (Nr. 13) wird zugleicb 
auf die Koeffizientensymbole und die Yariabelnreiben ausgeubt. Das 
„Leitglied“ einer Komitante, die n Yariabelnreiben zu den Ordnungen 
7 t 1} st 2) * • • it n entbalt, ist eine Seminyariante yon den Gewicbten 
7 t ± , 3 r 2 , • • • it n , und umgekebrt — . Die seminyariante Funktion 0 ist 
d' n 7in % J wo die Determinante der Variabeln ist; diese ,,primaren 
Kovarianten“ 365 ) %, der Kern der Tbeorie, sind allseitig isobare Formen 
von n — 1 Yariabelnreiben, die den n — 2 Gleicbungen [i, i -{— 1] = 0 
(i = 1, 2, • • • n — 2) geniigen. So ergiebt sicb Capelli’s Hauptsatz iiber 
Reihenentwicklungen (Nr. 17); weiter, dass die % ein voiles System 
besitzen (Nr. 6); ferner VeraUgemeinerungen von Sylvester's „gegen- 


Dieser Begriff des Isobarismus ist die ersichtliche Verallgemeinerung des ge- 
wohnlichen, wenn die Gewichte einander gleick sind [Nr. 18]. 

364) Die n — 1 Gleicbungen [i, i + 1] = 0 fur eine isobare Form ziehen 
die iibrigen [h, T\ = 0 (h < T) nach sich. Besondere Falle dieser Gleicbungen 
schon bei J. B. Mathews, Quart. J. 25 (1891), p. 127, der sicb auf einen Htilfssatz 
von Sylvester stiitzt, Par. C. R. 98 (1884), p. 779, 858. Vgl. IB 3b, Nr. 8. 

Eine rationale seminvariante Funktion ist, wie bei. den gewobnlicben In- 
varianten [Nr. 2], als Quotient zweier ganzer seminvarianter Funktionen darstellbar : 
Hilbert , Math. Ann. 36 (1890), p. 473; vgl. G. Gollucci , Gi. di mat. 35 (1897), 

p. 206. 

365) Diese lin den sich in spezieller Form scbon bei Capelli , vgl. Nr. 17, 
Anm. 300. Wegen der Anwendung der % auf abzahlende Fragen s. Nr. 9, 
Anm. 192, 193. 
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seitiger Differentiation^ (Nr. 16) u. a. Die % bleiben auch anwendbar 
bei „partikularen“ 366 ) i. e. invariantiv ausgearteten Urformen. 

24. Kombinanten 367 ) und Apolaritat. Sind F m \ Fm \ * * • Fm 
Urformen in n Yariabeln x 1? x n , so wird eine Komitante nach 

J. Sylvester 368 ) znr „Kombinante“ wenn sie sich aucb gegeniiber einer 
S der F invariant verhalt; sie hangt nur von den Determinanten 
gleicbstelliger Koeffizienten der F ab und geniigt daher nocb spe- 
zifiscben Differentialgleicbungen 369 ). So ist die Resultante 369a ) (Nr. 25) 
von Formen gleicber Ordnung, allgemeiner die Funktionaldeterminante 
von n F(x ly x 2 , . . . x n ), eine Kombinante. 

Der Begriff der Kombinante wird von Sylvester 310 ) auf Urformen 
G ungieicber Ordnung ausgedehnt — sie heisst nacb H. S. White 311 ) 
dann besser „Semikombinante“ — : man multipliziere die G mit Hiilfs- 
formen niedrigster Ordnung, bis man zu Urformen F gleicber Ord- 
nung gelangt, und greife dann die Kombinanten der F heraus, die 
von den Koeffizienten der Hiilfsformen unabbangig sind. 

Bei Gordan 372 ) und E. Stroll 313 ) erscheinen die Kombinanten der F^ 
als die Komitanten der einen Urform F — bei unabhangigen 

366) Brux. Bull. (3) 23 (1892), p. 152. Ygl. Maurer , Nr. 19, Anm. 325. „Study u 
2 § 10 ersetzt solche „invarianten Grleichungssysteme u beim Aquivalenzproblem 
durch eine Reihe verscbwindender Invarianten und identisch verschwindender 
Kovarianten. 

367) Vgl. fur diese Nr., auch wegen weiterer Nomcnklatur und friihercr 
Litteratur, W. Fr. Meyer , Apolaritat und rationale Kurven, Ti'ibingen 1883 
(Litteraturverzeicbnis am Scbluss), sowie „Inv.-Ber. u II I) 0. Zur Begrilndung 
der Theorie s. noch Clifford , Lond. Math. S. Proc. 2 (1868), p. 116 = Pap. p. 115; 
JDarboux, Bull. sci. math. 1 (1870), p. 348. 

368) Cambr. Dubl. math. J. 8 (1853), p. 63, 256. 

369) Sylvester, 1. c., p. 257; vgl. E. Betti , Ann. di mat. (1) 1 (1858), p. 344 
[Nr. 18]. 

369 a ) Die Kombinanteneigenschaft der Resultante, auch hdhercn Trans- 
formationen gegeniiber, findet sich bei Sylvester, Cambr. Dubl. math. J. 6(1851), 
p. 187; fur spezielle Falle schon bei Jacobi, J. f. Math. 22 (1841), p. 319 = 
Werke 3, p. 393. Ygl. die systematische Darstellung bei „(«ordan u 1, § 11, der 
die Resultante als besondern Fall der Funktionaldeterminante [Anm. 6, 271] be- 
handelt. — Die Funktionaldet. der Funktionaldet. von n F(x { , , . . . x ), die 

im besondern Polaren einer Form f sind, sind den F proportional: Cfrbsch, ,1. f. 
Math. 69 (1868), p. 355; 70 (1869), p. 175; Bosancs, ib. 75 (1872), p. 166; M. Poach, 
ib. 80 (1875), p. 177. 

370) Cambr. Dubl. math. J. 9 (1854), p. 86. 

371) Amer. J. of Math. 17 (1895), p.235, wo die Semikombinantcn zur Typik 
[Nr. 7, Anm. 160] und Apolaritat in engere Beziehung gesetzt werdcn. 

372) Math. Ann. 5 (1872), p.95,bes.p. 116; vgl. Foss, Munch. Bor. 1888, p. 15. 

373) Math. Ann. 22 (1883), p. 393. 
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S der n und x } die die u nielit enthalten. Fallt die letztere Be- 
scbrankung weg, so entstehen nacb A. Brill™) „Kombinanten der 
Fm in weiterem Sinned Den Kombinanten kommt nacb Hilbert 
(Nr. 6) die Endbcbkeit zn. Eine ausgezeicbnete Kombinante R ist 

j Fm | Q ^ wo die eogrediente V ariabelnreiben 

sind; Gordan 375 ) beweist, dass jede Kombinante der F^(x) eine Komi- 
tante von R ist 7 indem er die Clebsch-Aronholrfstihs Symbolik (Nr. 12 ) 
mit den Reibenentwicklungen (Nr. 17 ) kombiniert. Stroll™) ersetzt im 
Sinne der Dualitat R durcb die Determinante Q , die entstebt durcb Er- 
ganzung der Koeffizientenreiben mittels entsprecbender Potenzprodukte 
einer Anzabl zu den (x) kontragredienter Variabelnreiben (v), («?), 

Q ist eine Kombinante der F } und R eine Komitante yon Q . Die Anzabl 
der (v), (w\ * • * ist N — Jc } wenn N die Anzabl der Koeffizienten Yon 
F m ist. Stroll stellt den 1c „Ordnungsformen“ Fm (oc \ a) N — k 
„Klassenformen“ (u | a) — diese aber obne Polynomialkoeffizienten 
gescbrieben — gegemiber; die Komitanten der F geben in die der 0 
liber, indem man an Stelle der Determinanten der a die adjungierten 
Yon denen der a setzt und umgekebrt. Hier greift durcb Speziali- 
sierung der 0 die Apolaritatstbeorie 377 ) ein. F m (pc) und 0 m (ii) beissen 
„apolar“ 378 ) (Nr. 10 ), wenn (F y 0) m = 0. Einem Systeme you 1c linear 
unabbangigen Fm (x) „entspricbt“ gerade ein solcbes Yon N — k 
0m (u)j sodass stets (Fm\ 0m)m = 0 ist: beide Systeme beissen dann 
„zu einander apolar“; die „Allgemeinbeit“ des einen Systems bedingt 
nacb A . Brill™) die des andern. B. 3S0 ) beweist, dass je zwei der 


374) Math. Ann. 20 (1882), p. 335. 

375) 1. c. p. 116, fur f n in § 11. 

376) 1. c. Fur f n p. 403; eine zweifce erzeugende Funktion stellt & auf: 
Miinchen Progr. Ludw. Kreisrealsch. 1894. 

377) S. Amn . 367. Fur geometrische Zwecke, besonders fur die projektive 
Untersucliung rationaler Raumkurven, hat L. Berzolari die Apolaritat weiter 
ausgebaut: Ann. cli mat. (2)19 (1891), p. 269; 20 (1892), p. 101; 21 (1893), p. 1; 
26 (1897), p. 1; Pal. fiend. 5 (1891), p. 9; 7 (1893), p. 5; Rom. Line. Mem. (4) 
7 (1893), p. 305. — Behufs Erzeugung und Konstruktion algebraischer Flachen 
hat G. v. Escherich den BegrifF der Apolaritat geeignet erweitert, Wien. Ber. 
75 (1877), p. 523; 82 (1882), p. 526, 893; 90 (1884), p. 1036 [III C 5, 6]. 

378) Nr. 10, Anm. 197, 198. Bosanes sagt „konjugiert“, „Clebsch-Linde- 
mann u „Yereinigt iiegend 41 ; Beye scheidet noch: „F stiitzt <P, 0 ruht auf F u . 

379) Math. Ann. 20 (1882 dat. April), p. 335, ^o zugleich die Erweiterung 
auf n Variable gegeben wird. 

380) Math. Ann. 4 (*1871), p. 530 [I B 1 a, Nr. 16]. Implicite stellt der 
Satz schon bei H. Grassmann, Ausdehnungslehre, Leipzig 1862, Nr. 112. An- 
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adjnngierten Determinanten der a, a proportional sind, woraus das 
„Kombinantenprinzip“ 381 ) fliesst ; dass die Kombiuanten von zwei apo- 
laren Formensystemen der Anzahl und Form nacb Iibereinstimmen. 

Die F seien jetzt binar, =fm (%i, # 2 ) = fm (%> !)• Brill 382 ) sondert 
ans B das Differenzenprodukt der x ^ ab ? und setzt dann alle x^ == x. 
So entstebt eine Kombinante TPi( TO — 1) die insofern ersetzt, 
als jede Kombinante der f eine irrationale Form (Nr. 11 ) von W ist. 
Die Allgerneinheit der f zieht die von W nacb sich; will man um- 
gekebrt eine gegebene 1 ) in die Grestalt von W bringen, so 

bedarf es der Adjunktion einer irrationalen Funktion der Koeffizienten. 

Die Quelle der Apolaritatstbeorie entspringt der Ausdebnung von 
Sylvester * s Kanonisierung der f (Nr. 10 ) auf Formensysteme. Bei 
J. Bosanes ma> ) liegt der symboliscb bewiesene Satz zu Grrunde, dass 
(fmp <Pm)?n = 0 das Kriterium bildet fur die Darstellung von f(cp) als 
Potenzsumme der Linearfaktoren von <p(f). Speziell sind m f m dar- 
stellbar als Aggregate m tei ' Potenzen derselben m Linearformen. Das 
Prinzip lasst sicb ausdehnen 383b ): F m (y t , y^, • • • y n ) — 0 sagt aus ; 
dass F m (x u x 2 , • • • % n ) apolar ist zu iiy. 


wendungen des Satzesbei Clebsch, Gott. Abh. 17 (1872), p. 1; Gordan , Math. Aim. 7 
(1874), p. 433; W. Fr. Meyer , „ Apolaritat 14 ; W. Stahl (Anm. 307). — Wegen Ver- 
wendung des Satzes in der Zahlentheorie s. Bachmann , Quadratischc Fonnen 1 , 
Leipzig 1898, Abschn. 6, Kap. 3. 

381) Cyp. Stephanos, Par. Sav. p£tr.] 1880 — 83 [dat. Dez. 1881]. Anszug Par. 
C. R. 93 (Dez. 1881, p. 994). Allgemein fur n Variable bei Brill, Math. Ann. 
20 (1882), bes. p. 335 [Anm. 379]; W. Fr. Meyer , Apolaritat § 11. Ygl. die Disser- 
tationen: Ph . Friedrich, Giessen 1886; W. Gross , Tub. 1887 (= Math. Ann. 31, 
p. 136); F. Meyer, Konigsb. 1888. 

382) Math. Ann. 20 (1882), p. 330. Weiter untersuckt von J>. Tgel, Wien. 
Denkschr. 46 (1883), p. 350; 49 (1885), p. 277; 53 (1887), p. 155; Wien. Per 
89 (.1884), p. 218; 92 (1885), p. 1153. 

383 a ) J. f. Math. 75 (1872), p. 172. Geometrische Anwendungen aid „Norm- 
kurven u (Kurven n ter Ordnung im Linearraum von n Dimensionen) bei \V. Fr. 
Meyer, Apolaritat; auf abwickelbare Fliichen bei W. Stahl, J. f. Math. 101 (1886), 
p. 73; ib. (1887), p. 300; 104 (1888), p. 38; ib. (1889), p. 302. Rein gcometrisch ist 
die binare Apolaritat untersucht von II. Wiener, Habilitationsschriffc, Darm- 
stadt 1885; vgl. W. Thieme , Zeitschr. Math. Ph. 24 (1879), p. 221, 276; Math. 
Ann. 23 (1884), p. 597. 

383 b ) J. f. Math. 75 (1873) p. 312. Vgl. II. Grassnumn, Gott. Nadir. 1872, 
p. 567; J. f. Math. 84 (1878), p. 273. Lineare Relationen zwisehen gleich liohen 
Potenzen von Linearformen untersucht schon P. Serret gcometrisch, Gcom. de 
direction, Paris 1869. — So z. B. bestimmen 3 Punkte P 1? P ai 1\ in der Kbene 
eindeutig einen vierten P 4 so, dass das 0,-Buschel (P l? 1\~ P,,,’ I\) apolar ist 
zu einem Klassenkegelschnitt N 2 . Bezieht man die I J auf* N 2 als Normkegel- 
schnitt, so entsprecheu ihnen 4 /t ; zwisehen den / 2 und /’ w 2 herrscht je eine 
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Hiermit wird der Polarenprozess kombiniert. Man bilde die 
suceessiven Polaren von F—a x i. e. d^T 1 a yj a x a u a z —a m ^ 

verscbwindet die letzte, so bilden die m „Punkte :<: (x) 7 (y), * • • (w) ein 
„Pol-m-eck“ (Nr. 10) von F } dessen Gleicbung real lautet u x u tJ u z • * • u w = 0. 
Das Kriterinm far ein Pol-w-eek von F ist die Apolaritat von F und 
u x u fJ - • • u w : ; ein „(volles) Pol-(m-j-l)-eck“ ist ein solcbes, von deni je 
m Eeken ein "Pol-m-Eck bilden u. s. f. 

Algebraiseb sind das Satze wie: eine G m ist mittels der „Seiten“ 
eines Pol-(m + l)-ecks als Summe von Potenzen (von Linear- 

formen) darstellbar. — Zur Apolaritatstbeorie irreduzibler Formen in 
boberen Gebieten bat 0. Hesse 384 * ) den Grand gelegt, insofern (C i7 — 0 
das Kriterium dafiir ist ? dass vermoge einer (und dann aucb unend- 
licb vieler) S die eine Form nur die Quadrate ; die andere nur die 
Produkte der Yariabeln aufweist. Eosanes 385 ) und Eeye 38e ) baben 

lineare Relation [Anm. 204, 212]. Artet N 2 aus in das Kreispunktepaar, so ergiebt 
sicb, dass alle gleicbseitigen Hyperbeln durcb P 1: P 2 , P 3 noch durch einen 
vierten Punkt P 4 gehen [ Cayley , Phil. Mag. 13 (1S57), p. 423 = Pap. 3 p. 254]. 
Dieser Satz, verbunden mit der durch das C 2 -Busch el festgelegten ein-eindeutigen 
quadratischen Verwandtschaft [III C 9], beherrscht einen wesentlichen Teil der 
elementaren Dreiecksgeometrie [HI A 2]. — Analog bestimmt im Raume ein 
Tetraeder (P 1 , . . . P 4 ) ein-eindeutig ein zweites (P 5> . . . P 8 ) so, dass die Pp...P 8 
die Grundpunkte eines Netzes y-on F 2 bilden, das zu einer festen kubischen 
Raumkurve apolar ist. Algebraisch heisst das, dass vier gegebene / s ein-ein- 
deutig vier weitere / 3 derart bestimmen, dass zwischen alien f s und / s 2 je 4 
lineare Relationen herrschen. 

384) J. f; Math. 45 (1853), p. 82. Eine Ausdehnung auf (7 S giebt 0. ScJile- 

singer , Math. Ann. 30 (1887), p. 453. Das Kriterium von (C 3 , — 0 lautet, 

dass die C s oo Polfunfecke der enthalt (vgl. P. de Paolis, Rom. Line. Mem. (4) 
3 (1886), p. 265). Damit ist eine Ubertragung der Apolaritat auf (elliptische) C s 
verbunden, s. 0. Schlesinger , Math. Ann. 30 (1887), p. 453; 31 (1888), p. 183; 33 
(1889), p. 315. Im Anschluss hieran stellt F . London } Math. Ann. 36 (1890), p. 535 
eine resp. mehrere (? 8 als Summen von Kuben linearer Formen dar; s. die Er- 
ganzung bei G. Scored , Math. Ann. 51 (1898), p. 154. Wegen entsprechender 
Untersuchungen iiber C 4 s. G. Scored, Ann. di mat. (3) 2 (1899), p. 155. 

385) Math. Ann. 6 (1873), p. 264. Anwendungen auf linear abhangige 
Punktsysteme: J. f. Math. 88 (1880), p. 241 ; 90 (1881), p. 303; 95 (1883), p. 247; 
100 (1887), p. 311 [Nr. 8, Anm. 79]. 

386) J. f. Math. 72 (1870), p.293; 77 (1874), p. 269; 78(1874), p. 114, 345; 
79 (1875), p. 159; 82 (1877), p. 1, 54, 173 (vgl. Anm. 198). Weiterhin hat Beye 
vom Gesichtspunkte der Apolaritat aus eine systematische Theorie der linearen 
Mannigfaltigkeiten projektiver Buschel, Biindel u. s. f. aufgestellt: Berl. Ber. 1889, 
p. 833; J. f. Math. 104 (1889), p. 211; 106 (1890) p. 30, 315; 107 (1890), p. 162; 
108 (1891), p. 89 [Anm. 440]. E. Timcrding liefert eine Weiterbildung und zu- 
gleich Vereineinfachung von Beye’s Theorie: Gott. Nachr. 1898, Heft 3. 
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daraus, mittels des Kombinantenprinzips, eine ApolaritEtstheorie fur 
Systeme von C 2 resp. im Raume von F 2 und Kurven 3. Ord. ent- 
wickelt. W. Fr. Meyer liat die ApolaritEts- und Kombinanten- 
theorie hoherer Gebiete der der binaren Kombinanten untergeordnet, 
insbesondere vermoge einer Reihe von Ubertragungsprinzipien 388 ); auf 
Grund von kanonischen 389 ) Koordinatensystemen werden die Polaren- 
prozesse umgesetzt in Umwandlungen elementar-symmetrischer Funk- 
tionen. So nimmt die Bedingung, dass zwei Punkte bez. einer C 2 
konjugiert sind (III C 1), eine in deren Koordinaten linear-symmetrische 
Gestalt an, die je nacli Spaltung der Argumente verschiedene geo- 
metrische Deutungen liefert. 0. Schlesinger m ) und W. Fr. Meyer 39 °) 
sehen dabei mit Yorteil die namliche Form, etwa eine C 2 , einmal als 
Ordnungs-, einmal als Klassengebilde an. 1st die Ordnung einer f m zer- 
legbar = m 1 m 2) so greift ein anderes Hillfsprinzip ein: die Wurzeln von 
f m werden gedeutet als „Punkte u einer „Normkurve“ 391 ) [Anm. 383 a ]: 

x 0 : x x : x 2 : • • • : x mi === 1 : X : A 2 : • • * : 
im ^q-fach ausgedehnten Linearraum. 

Dies gestattet z. B. Sylvester's Kanonisierung einer f () und einer 
F 5 (x 1} x 2 , x § , x 4 ) (Nr. 10 ) als invariants Equivalent 392 ) anzusehen. 
Bei zwei Scharen apolarer f m wird die Kanonisierung der einen Equi- 
valent mit dem Auftreten gemeinsamer 393 ) Faktoren bei der andern. 
Fiir die erweiterten Kombinanten (s. oben) von 1c Urformen f m ersetzt 


387) „Apolaritat“. 

388) „Apolaritat“ bes. Kap. 3. Vgl. noch Matt. Ann. 21 (1883), p. 434, 
441, 528. Eine weitere Ausbildung, auch fiir nicbt apolare Gebilde, giebt Study, 
Leipz. Ber. 1890, p. 172; s. auch E. Waelsch, Deutsche Math.-V. 4 (1897) [1895], 
p. 113; Wien Anz. 1895 [Anm. 278, 391]. 

389) Vgl. damit die symbolische Behandlung fur allgemeine Urformen bei 
0. Schlesinger (Ebene), Diss. Breslau, 1882 = Math. Ann. 22, p. 520; F. Linde- 
mctnn (Baum), Math. Ann. 23 (1884), p. Ill (s. Nr. 7, Anm. 100). 

390) 1. c. 

391) Hierbei wird ein systematischer Gebrauch vom ,,1’rinzip des Projicierens u 
gemacht, vgl. dazu G. Veronese , Math. Ann. 19 (1882), p. 101, und W. Fr. Meyer, 
„Apolaritat u [Anm. 423 a ]. Die Normkurven sind seitdein vielfaeh behufs biniirer 
Behandlung hoherer Raume benutzt worden, insbes. von K. Waelsch , Monatsh. 
f. Math. 6 (1895), p. 261, 375; Wien. Ber. 105 (1896), p. 741. (Nr. 14, Anm. 278; 
oben Anm. 388). 

392) „Apolaritat u § 32. Analog ist die vierdeutige Hesse’sche Kanonisie- 
rung [Nr. 11 , Anm. 210; 27, Anm. 434] der C\: xf + xf + .r 3 : ‘ + 
Equivalent mit Sylvester's Kanonisierung der f 0 : If -f- mf -)- nf -f- klfmfnf 
[Nr. 10 , Anm. 194]. 

393) 1. c. § 34. 
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BrilP 94 ) Gordari* s erzeugende Kombinante R durch eine andere, die 
aus R entstebt, wenn man successive fur 1 , 2, * * • k Reiben der f 
kogrediente Variabelnreiben substituiert. Geometriscb ist das die pro- 
jektive 895 ) Theorie der „rationalen Curven“ R d (III C 3, 4, 6, 7 ? 8) 
x 0 : x x : x 2 : • • • ; x d =fm ) - fm : * * • : - Die ;; projektive Erzeugung“ dieser 

Kurven durch solche niedrigerer Ordnung bat IF. Fr. Meyer auf 
eine besondere Reducibibtat ternarer Formen zuriickgefiibrt; IF. Stakl m ) 
giebt fur eine Reibe von Fallen explizite Determinantenformeln. 

25. Resultanten R und Diskriminanten 398 ) D. In einer Reibe 
besonderer Falle bat man R 399 ) und D 400 ) durcb einfacbere Invarianten 
(Grundformen) dargestellt [I B 1 a > Nr. I9 ; 21]. 


394) Bei W. Gross , Diss. Tub. 1S87 (Auszug Matb. Ann. 32, p. 136). 

395) Matb. Ann. 30 (1887), p. 30. Ein erst von Hilbert (Gdtt. Nachr. 1887, 

p. 30; Matb. Ann. 36 (1890), p. 516 [Nr. 6]) allgemein bewiesenes Postulat setzt 
die Erzeugung der R% als moglich voraus, d. b. es sei moglich, for ein System 
von d -f- 1 Formen f n Q) d Systeme von d + 1 Formen cp v (y) (i— 1 , 2, . . . d) 
so zu bestimmen, dass jede Summe (y) durcb l — y teilbar wird und 

— n ist. Ein besonderer Fall dieses „Teilungsprinzipes u [Anwendung auf 
Reducibilitatskriterien : I B 1 b, Nr. 5, Anm. 9] bei Brill, Matb. Ann. 36 (1890), 
p. 230, Abdruck (mit Zusatzen) aus den Munch. Ber. 1885. 

396) Fur Matb. Ann. 29 (1887), p. 447; fur R ib. 31 (1888), p. 96. 
Hierbei sind alle Ausnabmefalle berucksicbtigt. 

397) Matb. Ann. 38 (1891), p. 561; 40 (1892), p. 1 (Anm. 380). Vgl. nocb 
R. Schumacher , ib. 38 (1891), p. 298; St. Jolles, Habilitationsscbrift, Aacben 1886. 

398) Man vgl. fiir diese Nr. IB la, Nr. 11, 16 bis 23 und I Bib, Nr. 11, 
12, 16 bis 21 , wo die R und D vom Standpunkt der Algebra iiberbaupt be- 
bandelt werden, wahrend bier nur das Formentheoretiscbe in Betracbt kommt; 
einige Wiederholungen waren unvermeidiicb. Wegen der Differentialgleicbungen 
der R und D s. I B 1 a Nr. 18, 21 wegen der Kombinanteneigenschaften der R 
Nr. 24, Anm. 369 a . — Tiber die Struktur der R und D von f n s. W. Fr. Meyer, 
G-ott. Nacbr. 1895, p. 119, 155 (bez. der R vgl. Netto, ib. p. 209) [I B 1 a, Nr. 18, 
Anm. 103]; allgemeinere Ansatze fiir Invarianten von f bei Elliott, Mess. (2) 26 
(1896), p. 105. — tlber die verscbiedenen Formen der R von F bei J. Hada- 
mard und O. Biermann s. I B 1 b Nr. 14, Anm. 61, 62. — Tiber die R von 2/' 
als bilineare Form mit D = 1 bei Gordan s. I B 1 a Nr. 18, Anm. 104. 

399) R(f s , fj: Brioschi, Cbelini coll. m. 1881, p. 221; R{f 4 , cp 4 ): 
E. d’Ovidio, Tor. A. 15 (1880), p. 385; Brioschi , Tor. A. 31 (1896), p. 441; 
R{f^, cp < 5 ) : d’Ovidio, Nap. Mem. 11 (1883); Rom. Line. M. (4) 4 (1888), p. 607; 

R(jJ^\ Clp, C^j (als Kombinante): Sylvester, Cambr. Dubl. matb. J. 8 (1853), 
p. 256, sect. 7; Cayley , J. f. Matb. 57 (1860), p. 139 = Pap. 4, p. 349; S. Gundel- 
finger, J. f. Math. 70 (1875), p. 73; F. Mertens, Wien. Ber. 93 (1886), p. 62; 
Inv.-Kriterien fiir mehrere gem. Wurzeln von 2 f n : Rascal, Nap. R. (2) 2 (1888), 
p. 402; Ann. di mat. (2) 16 (1888), p. 85; R. Perrin, Par. C. R. 107 (1888), p. 22. 
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Darltber hinaus suehte die Formentheorie allgemein vorab naeh 
durchsichtigen symbolischen Ausdriicken fur die R und D. Clebsch m ) 
leistet das fur die R(f n , f 2 ) so weit, dass die* reale Zuruckftihrung 
auf eine Reihe intermediarer In- und Kovarianten ausfuhrbar wird; 
es finden sich bei ihm auch Ansatze fur eine R(F n , F%, F} \ F^ • • •) 
bei m Yariabeln. 

Gordan m ) bildet die Methode aus fur die R(f m , /*»). Mit Hulfe 
der „Bezout-Cayley 5 schen“ Resultantenform 403 ) (IBla ; Nr. 16) und 
der Reihenentwicklungen (Nr. 17) wird JR fur m — n durch blosse 
tTberscbiebungen (Nr. 14) gewonnen; es werden Kovarianten auf- 
gestellt, deren identisches Verschwinden das Kriterium fur eine viel- 
fache Wurzel von f n liefert etc. 

Im Falle m ^ n erscheint R als Quotient von zwei symbolischen 
Ausdriicken; fiir R(f m , Q gelingt E. Pascal noch eine direkte 
Losung. Neuerdings hat Gordan m ) R ganz allgemein durch Uber- 
schiebungsprozesse ganz rational dargestellt. 


Uber die simultanen In- und Kovarianten von zwei f mit gemeinsamem Linear- 
faktor hat Brioschi einen einfachen Satz aufgestellt: Par. C. K. 121 (1895), 
p. 582; Erl. Ber. 1896, p. 116; vgl. J. Luroth, Erl. Ber. 1896, p. 119; Noether 

16, p. 110. 

400) f 4 : G. Boole bei Cayley , Cambr. math. J. 4 (1845), p. 209 == Pap. 1, 
p. 94; [f x j j t bei L. Schldfli , Wien. Denksehr. 1852, Abt. 2, p. 1]; f b : 
Salmon, Cambr. Dubl. math. J. 9 (1854), p. 82; f Q : Brioschi, Ann. di mat. 
(2) 1 (1867), p. 159, ausgefuhrt bei G. Maisano, Math. Ann. 80 (1887), p. 442 
[Krit. f. mehrfache Wurzeln ib. 31 (1888), p.493; c VOvidio , Tor. A. 24 (1888), 
p. 164, allgemeiner bei Perrin , Par. C. R. 106 (1888), p. 1789; ib. 107 (1888), 
p. 22, 219 (I B 1 b Nr. 11, Anm. 27)]; f 7 : Gordan , Math. Ann. 81 (1888), p. 566, 
vereinfacht von Brioschi, Ann. di mat. (2) 26 (1897), p. 255; f 8 : Maisano , Pal. 
R. 3 (1889), p. 33; 4 (1890), p. 1; C\: S. Aronhold , J. f. Math. 55 (1858), p. 97; 
vgl. Sylvester, Cambr. Dubl. math. J. 7 (1852), p. 75 (sect. 3; Analogic zwischen 
/ 4 und C s [Nr. 27, Anm. 434]); p. 179 (sect. 4 ; mittels hoherer Detorminanten); 
C 4 : Klein, Math. Ann. 36 (1890), p. 1, § 19. 

401) J. f. Math. 58 (1861), p. 273; vgl. Gordan, ib. 71 (1870), p. 164. Bei 
„Salmon-Fiedler u Nr. 309, 310 eine Hyperdeterminanten-Losung. Kriterium der 
Teilbarkeit einer f n durch eine f 2 „Clebsch u p. 91 ; (lurch eine /’ B. Igd, 
Wien. Ber. 1880 (mittels eines Eliminationsprinzips von J. Koenig, Math. Ann. 15 
[1879], p. 168). 

402) Math. Ann. 3 (1871), p. 355. 

403) Cayley, J. f. Math. 53 (1857), p. 366 = Pap. 4, p. 38; Mess. 2 (1864), 
p. 88 — Pap. 5, p. 555. 

404) Gi. di mat. 25 (1887), p. 257; Nap. R. (2) 2 (1888), p. 67. 

405) Pur 3 C: Math. Ann. 50 (1897), p. 113; Zurich Kongr. Verh. 1898, p. 143; 
explicite fiir SC 2 : J. de math. (5) 3 (1897), p. 195. Die wesentlichsten Hiilfs- 
mittel sind das von Beruyts erweiterte Reciprozitatsgesetz [Nr. 12, Anm. 233 a ] und 



25. Resultanten JR und Diskriminanten JD. 


397 


Fur die D(f n ) hat Gordan 1 ^) ein sjmbolisches Verfahren an- 
gegeben, JD durch Grundformen auszudriicken: bis n = 7 407 ) inch 
liess sieh die Rechnung noeh durchftihren. D wird = 0 gedaeht, 
fur den bez. Doppelfaktor a x von f kommt man durch successive 
Uberschiebungen und Divisionen zu Gleichungen zweiten Grades in 
den a, deren Resultante dann D ist. Die !)((?„) 407 a ) stellt Gordan 
in invarianter Determinantenform dar. 

F. j Brioschi 408 ) hat spezifische partielle Differentialgleichungen fur 
die binaren JR resp. D aufgestellt; M. Noether 409 ) wies naeh, dass 
deren* schon je eine einzige hinreicht. Als eine lineare Kombination von 
JBrioscM s D-Gleichungen erscheint bei E. Wiltheiss 410 ) die Differential- 
gleichung der hyperelliptischen 0-Funktionen [II B 4b]. Auf Beziehungen 
zwischen binaren JR und D ging Gordan 411 ) ein, wonach die JR gewisser 
Kovarianten von f n den Faktor JD(f n ) enthalten. Fuhrt man mit 
S. Kohn 413 ) die Wurzeln von Her mite's typischer Gestalt von f (Hr. 7) 
ein, so ergiebt sich, dass das Gewicht einer Kovariante c von f unter 
einer gewissen Grenze liegt, und daher JR(c 7 f) ? wie JD(c) je eine 
gewisse Potenz von JD(f) als Faktor enthalten. Entsprechendes gilt fiir 
Systeme von Urformen. Spater weist Kohn 413 ) nach, dass iiberhaupt 
den Invarianten von gewissen Kovarianten von f eine angebbare 
Potenz von JD(f) als Faktor zukommt. 

Fiir einzelne partikulare Systeme von /* wie sie die Geometrie 
liefert, ist der Konnex zwischen den R und D genauer untersucht. 

Es sind das solche f 9 von denen die Singularitaten einer alge- 


invariante Kriterien des Zerfallens einer C n in Gerade; derartige Kriterien bat 
mit Hiilfe der symmetriscben Funktionen von Yariabelnpaaren aufgestellt Brill, 
Gott. Nachr. 1S93, p. 757; Deutsche Math.-Yer. 5 (1897), p. 52; Math. Ann. 50 
(1898), p. 157; vgl. die systematiscbe Ausfubrung bei F. Junker, Math. Ann. 43 
(1893), p. 222; 45 (1894), p. 1. Gordan bat die bez. Prozesse formal vereinfacbt: 
Math. Ann. 45 (1894), p. 410 [I Bib, Nr. 5; I B 3 b, Nr. 26]. 

406) „Gordan u 2, Nr. 99. — D ist der letzte Koeff. der Gl., deren Wurzeln 
die Differenzen der Wurzeln von f sind. Der vorletzte Koeff. ist das Leitglied 
einer Kov. von /, der von Perrin untersuchten „Subdiskriminante u von f: J. de 
math. (4) 20 (1894), p. 129. 

407) Matb. Ann. 31 (1888), p. 568 [Anm. 400]. 

407 a ) Miincb. Ber. 17 (1887). 

408) J. f. Matb. 53, p. 372; fiir R (f m , f n j (m ^ n) erst bei Gordan , Gott. 
Nacbr. 1870, p. 427. S. „Inv.-Ber.“ x 3 * Anm. ***). 

409) „Bruno u § 25. 

410) Matb. Ann. 33 (1888), p. 279. 

411) Matb. Ann. 3 (1871), p. 169. 

412) Wien. Ber. 100 (1891), p. 865, 1013, vgl. Waelsch, ib. 100 (1891), p. 574. 

413) Wien. Ber, 102 (1893), p. 801. 
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braischen, insbesondere rationalen Kurve n tQr Ordnung Bl 9 Bl derEbene, 
resp. des Raumes (III C 2, 7) abhangen. Die B mid D zerfallen j e 
in eine Anzahl von Potenzen irreduzibler invarianter Faktoren, und 
liaben letztere in verschiedener Yielfachheit gemein. Fur eine kano- 
nische Art von Bl bat A. Britt 4 * 4 ), fiir allgemeine Bl und Bl hat 
W. Fr . Meyer 415 ) die Zerlegungen ausgefuhrt, deren Bedeutung fiir die 
Geometrie der Kurvensingularitaten iiberbaupt ersicbtlicb ist. — Ins- 
besondere zerfallt die D der Punktionaldeterminante 416 ) mebrerer f m 
in zwei Faktoren; Cayley 417 ) zeigte schon friiher, dass die D der D 
eines Biiscbels xf m + tym ein Produkt AB 2 C* ist. Allgemeiner bildet 
Brill 4 * 8 ) die B von n Pormen F(x ly • • • x n , 1) bez. x 17 x 2 , • • • x n _ u 
dann zeigt sicb D(B ) durcb die Resultante von den F und deren 
Punktionaldeterminante teilbar. 

Hilbert 419 ) hat alle Ausartungen einer f n (x | a) aus der Potenz- 
reihenentwicklung von D(f) erschlossen. Yerschwindet D, als Form 
der a h nebst alien (n — 1c — 1) ersten Polaren identisch, so zerfallt 
die (n — 7c) te in n — 7o Linearfaktoren. Koinzidieren von diesen je 
y,i — 1 (i = 1, 2 y • • • li), so aucb die Linearfaktoren von f zu je y i} 
und umgekehrt. Uberdies lassen sicb alle Singularitiiten 420 ) des Ga- 
bildes D = 0 diskutieren. 

F. Mertens m ) hat den Begriff der B vom Eliminationsprozess 
abgelost; wenn die Urgleichungen F(x\a) = 0 keine Losung gemein 
baben ; so existiert B als lineare Kombination der J' T (mit Hiilfsformen 
der x } a als Koeffizienten) von vorgegebenem Grade in den a } die von 


414) Math. Ann. 16 (1880), p. 345 [vgl. noch ib. 12 (1877), p. 00 j. 

415) n = 2: Gott. Nachr. 1888, p. 74; Math. Ann. 38 (1801), p. 360; n = 3: 
Gott. Nachr. 1890, p. 366, 493; 1891, p. 14; eingehender in Monatsh. f. Math. 4 
(1893), p. 229, 331; Auszug in Math. Ann. 43 (1803), p. 286. 

416) Math. Ann. 20 (1882), p. 336. 

417) Phil. mag. 11 (1856), p. 425 — Pap. 3, p. 214, vgl. M. Mussel, Quart. 
J. 21 (1886), p. 373; Hilbert , Math. Ann. 31 (1888), p. 482. Wcitere Fiille, mit 
Anwendungen auf algebraische Kurven bei J Maddison, Quart. J. 24 (1893), 
p. 307 ; anf singulare Losungen von Differentialgleicbungen ib. 28 (1896), 
p. 311. 

418) Gott. Nachr. 1892, p. 89. 

419) Math. Ann. 30 (1887), p. 437 [Verallg. einer Identitiit zwiachen Potenzen 
von f n : W. Fr. Meyer , „Apolaritat“ p. 350; Math. Ann. 21 (1882), p. 441]. 
Fiir Evektanten schon bei Sylvester, Phil, mag. (4) 3 (1852), p. 375, 460; Cayley, 
Lond. Trans. 147 (1857), p. 727 = Pap. 2, p. 465 [IB la, Nr. 22J. 

420) IB lc, Nr. 15. 

421) Wien. Ber. 93 (1886), p. 527. Fiir f u bei KronecJcer, Berl. Ber. 1881, 
p. 535 = Werke 2, p. 113. Der Gedanke geht auf Bezout zurtick [I Bib, Nr. 0]. 
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den x frei ist. R. Perrin 422 ) uud Brill* 23 ) baben die „reduzierte“ 
Resultante R! der F untersucbt, deren Verschwinden besagt, dass die 
F = 0 ausser gewissen von yomberein gemeinsamen Losungen nocb 
eine weitere besitzen: R' ersebeint bei Brill als gemeinsamer Faktor 
gewisser Entwicklungsglieder, fur die ein Berecbnungsalgoritbmus 
gegeben wird 42Sa ). 

26. ReaRtatsfragen. 424 ). Die Sturm's chen Funktionen (I B 3 a ; 
Nr. 5), die durcb ibre Zeicbenwecbsel und -Folgen die Anzabl der 
reellen Wurzeln einer f n zwiscben gegebenen Grenzen ablesen lassen, 
werden von H . Schramm 425 ) ersetzt einmal durcb eine Reibe you 
Kovarianten ; sodann durcb eine Reibe you InYarianten. Insbesondere 
sind, wenn alle Wurzeln von fix | a) reell sind ? die von R—(f y f) 2 
komplex und umgekebrt; Sylvester* 26 ) debnt den Satz auf die Ko- 
Yarianten 2. Grades in den a aus. — Edm. Laguerre 427 ) bat die Pro- 
zesse bebufs Separation und Approximation [I B 3 a, Nr. 4, Anm. 9] 
der reellen Wurzeln von f unter Benutzung von Kovarianten (H u. a.) 
verallgemeinert. — W. Fr. Meyer* 28 ) bat ein „Tragbeitsgesetz“ fur 

422) Par. C. R. 106 (1888), p. 1789; 107, p.22,219. Ein Beispiel bei 
Cayley, Quart. J. 11 (1871), p. 211 = Pap. 8, p. 46. 

423) Math. Ann. 4 (1871), p. 510, 527; Munch. Ber. 17 (1889), p. 91. 

423 a ) Die Theorie der Kombinanten [Nr. 24] hat Cyp. Stephanos fur die 
Bildung von R verwertet: Par. These 1883; vgl. W. Fr. Meyer, Math. Ann. 38 
(1891), p. 369 (§ 8); Bremer Naturf.-Yers. Yerh. 1891, p. 9. G-eometrisch sind 
das gewisse Projektionsmethoden [Anm. 391]. 

424) Wegen invarianter Realitatskriterien fur die Wurzeln yon f n = 0, 
insbes. der f 5 = 0, durch Hermite , Sylvester und Jacobi s. Anm. 38, 147. Ygl. 
noch Sylvester, Lond. Trans. (1864), p. 579; Cayley, YUL Mem.; E. Laguerre, 
Anm 427 [IB la, Nr. 28; I B 3 a, Nr. 8]. Yorher hatte schon Cayley im Y. 
Mem. die f z = 0 und f 4 — 0 erledigt, s. die Erganzung von Noether bei „Bruno u 
§ 20, der die beiden Falle von 4 komplexen und 4 reellen Wurzeln invariantiv 
trennt. K. Rohn hat Fadenmodelle konstruiert, die alle Realitatskriterien der 
/* 4 — 0 veranschaulichen, s. Leipz. Ber. 43 (1891), p. 1 (Anm. 433). — Uber die Unter- 
suchung der „D-Mannigfaltigkeit ii JD = 0 durch Krojiecker, Brill, G or dan u. a. 
s. I B 1 a, Nr. 22, I B 1 C; Nr. 15, Anm. 67; s. noch Nr. 10, Anm. 204 (f 6 — 0), 
Nr. 25, Anm. 419 (Ausartungen der D-Mannigfaltigkeit). — Mit der reellen Trans- 
formation reeller F. 2 resp. F X1 haben sich besonders Weierstrass (Anm. 52, 53), 
Sylvester (Anm. 56), Lipschitz (Anm. 70), Stickelberger (Anm. 73), Foss (Anm. 74), 
Hensel (A nm . 38, Ende), Taber (Anm. 71) beschaftigt. 

425) Ann. di mat. (2) 1 (1867), p. 259; 3 (1869), p. 41. Bez. der H s. noch 
F. Gerbaldi, Pal. Rend. 3 (1889), p. 22; P. H. Schoute , ib. p. 160. 

426) J. f. Math. 87 (1879), p. 217. 

427) Par. C. R. 1879/82, zusammengefasst in J. de math. (3) 9 (1883), p. 99 
= Oeuvres p. 3. 

428) Gott. Nachr. 1891, p. 272 [Nr. 10, Anm. 196]. 



400 


I B 2. Invariantentheorie. 


fa n +i(x\d) aufgestellt. Es existiert eine geschlossene Reihe von K< 
yarianten f — f(°\ f^\ . . . fl n \ deren D (Nr. 25), exel. die ersi 

und letzte, in 2 Faktoren zerfallen, so ; dass je 2 snceessiYe eine 
Faktor gemein haben. Die Reihe der f l) hat, you singularen tlbei 
gangen abgesehen, eine von den a unabhangige Anzabl reeller Wu) 
zeln. — Realitatsfragen drangen sick auf, wenn man den Bereich de 
Yariabeln einer Form in das komplexe Grebiet verlegt. So hat Klein 4:25 
die Grruppe der einen regularen Korper (Nr. 5) mit sich zur Deckun 
bringenden S von % — x -\ - iy auf der Kugel verfolgt: ist % ein b( 
liebiger, der Grruppe unterworfener Kugelpunkt, so erhalt man z. I 
im Ikosaederfalle 4 reelle Werte. Wedehind m ) konstatiert u. a. ; das 
das Doppelverhaltnis von vier z nur dann reell sein kann, wenn si 
in einer Ebene liegen. 

In der Theorie der Kurvensingularitaten spielt die Realitat ein 
wesentliche Rolle. Brill 431 ) lasst die in ihre Faktoren zerspaltenen j 
der beziiglichen Gleichungen (Nr. 25) durch Null hindurchgehen un 
beobachtet die Realitatsveranderungen der Wurzeln; so beweist e 
algebraisch eine von Klein 432 ) anscbaulich erhaltene Realitatsrelatio: 
zwisehen Singularitatenanzahlen (III C 2, 3). W. Fr. Meyer ^ ha 
derartige Realitatsanderungen fur Raumkurven systematisch untersuch 

27. Weitere spezielle Formen 434 ) und Gruppen 435 ). 1. Die „Zu 

429) Erl. Progr. 1872; Math. Ann. 9 (1875), p. 188, s. Anm. 98. Uber vei 
wandte ITntersuchungen von J. Steiner s. Ill A 8. — C . Segre und C. Juel habe: 
die projektiven Eigenschaften der einfachsten ebenen und raumlichen Gebild 
untersucht, wenn die Punktkoordinaten , wie die G-Koeffizienten komplex sind 
Segre , Tor. A. 1890: 25, p. 276, 480; 26, p. 85, 592; Math. Ann. 40 (1892), p. 413 
Juel, Acta math. 14 (1890), p. 1. 

430) Math. Ann. 9 (1875), p. 209. Ygl. G. Holznmllcr, Lsogonale Verwandt 
schaften, Leipz. 1882, § 21 (wo auch fruhere Litter.). 

431) Math. Ann. 16 (1880), p. 345, bes. § 7; s. Anm. 414. 

432) Math. Ann. 10 (1876), p. 199. II. G. Zeuthen hatte vorher die Reali 
tatsverhaltnisse der 28 Doppeltangenten und 24 Wendetangenten einer C A = 
untersucht, Math. Ann. 7 (1874), p. 410. Die Maximalzahl der recllen Wendunge: 
ist 8 (die auch existieren). Nach A. Barnacle, Math. Ann. 10 (1876), p. 189 ha 
.eine C n = 0 hochstens p -f- 1 reelle Ziige, die auch erreicht werden koimer 
Ygl. L. S. Hulburt, K Y. Bull. 1 (1892), p. 197; Amor. J. of Math. 14 (1892), p. 241 
Die entsprechende Anzahl fur Raumkurven (nebst Erweiterungen fur eben 
Kurven) hat Hilbert festgestellt, Math. Ann. 38 (1891), p. 115, das Maximum lean: 
gleichfalls erreicht werden. — Klein untersucht Real it'ats verb ill ini ss e auf „Rie 
mann'sehen Elachen 44 , Autogr. Yorl., Gott. 1891/92; Math. Ann. 42 (1893), p. 1, w 
weitere Litteratur angegeben. 

433) Gott. Nachr. 1891, p. 1, s. Anm. 415. 

434) S. ,,Inv.-Ber. 44 p. 275, 276. Wegen der algebraisch -geometrische] 
Theorie der 6 T 2 , F s und damit verkniiptter Gebilde s. ,,Clebscli-Lindemann 44 un< 
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sammensetzung“ einer ; /-gliedrigen Gruppe“ (II A 6) wird bei Lie 4$s ) 

s — r 

definiert dnrcb Relationen (XiX t ) = wo die c quadratisehen 

*=i 

III C 1, 4. — Bez. der geom. Deutung von invarianten Gebilden auf rationalen 
Knrven dnrcb Lindemann , Sturm , d’Ovidio, W. Fr. Meyer , Berzolari n. a. 
s. die in den Anm. 367, 377 citierte Litteratur. — Bez. der O s [„Clebsch- 
Lindemann“ 1 und III C 1 , 3, 4] und F s (x lf . . . x 4 ) = F s [HI C 6] beschranken 
wir nns auf Folgendes. Das voile System der C s von 34 Komitanten zuerst bei 
Gordan, Math. Ann. 1 (1869), p. 90, vgl. Clebsch und Gm'dan, ib. 6 (1873), p. 436 
[dort friibere Litt.]; einfacher bei Gundelfingei % Math. Ann. 4 (1871), p. 144. Eine 
explicite Tabelle des Systems fur die C s in der Hesse'schen Normalform [Nr. 11, 
Anm. 210] ax z -\- by* -f- cz z + §dxyz liefert Cayley, Amer. J. 4 (1881), p. 1 — 
Pap. 11, p. 342; fur gewisse andere kanonische Formen F. Dingeldey, Math. 
Ann. 31 (1888), p. 157. — tjber assoeiierte Systeme der C s s. Nr. 7, Anm. 155. — 
Uber Apolaritatseigenschaften der C s s. Nr. 24, Anm. 384. — Ft. Poincare erledigt 
die algebraische (und daraufhin die arithmetische) Aquivalenz der C s , wie F Zl 
J. ec. pol. 50, p. 199; 51, p. 45 (1883), insbes. fur reelle Koeffizienten und , S'; 
die zerfallenden C s werden analog untersucht, ib. 56 (1886), p. 79. Die alge- 
braischen Ausartungen der C s hatte schon Gundelfinger invariantiv fixiert. Math. 
Ann. 4 (1871), p. 561; Ann. di mat. (2) 5 (1872), p. 223, vgl. Gordan , Math. Ann. 3 
(1871), p. 631. Wegen der Kriterien fur das Zerfallen einer C s (allgemein C n ) in 
Linearfaktoren s. Anm. 405 ; I B 1 b , Nr. 5 ; I B 3 b , Nr. 20. — Parallelismus 
zwischen C & und f 4 : Sylvester , Cambr. Dubl. math. J. 8 (1853), p. 256 (sect. 7); 
Hesse [Anm. 14, 210]; Aronhold, J. f. Math. 39 (1849), p. 140 [Anm. 211]; Brioschi ', 
Ann. di mat. (2) 7 (1875), p. 52; Hilbert, J. de math. (4) 4 (1888), p.249 [Anwen- 
dung auf die Transf. 3. Ordg. der zur f 4 resp. C s gehorigen ellipt. Funktionen bei 
Brioschi 1. c., vgl. die geom. Behandlung bei Cayley, Quart. J. 13(1875), p. 211 = 
Pap. 9, p.522; Zuruckfuhrung auf dieTheorie der kubischen Involution v.f z -]-lg z 
bei 0. Bolza, Math. Ann. 50 (1898), p. 68]. — Eine C z mit D = 0 wird von 
F. Dingeldey auf eine kanon. Form gebracht, Math. Ann. 30 (1888), p. 177. — 
Das „syzygetische“ Biischel v. C s XH Z bei Battaglini, Chelini Coll. Math. 
1881, p. 27. — A. Harnack untersucht Diff.gleichungen, die nach Clebsch mit 
gewissen Zwischenformen der C z verknupft sind, Math. Ann. 9 (1875), p. 218. 

Uber das Pentaeder der F s und damit verkniipfte Apolaritatseigenschaften 
s. Nr. 10, Anm. 199; Nr. 14, Anm. 278; Nr. 24, Anm. 392 [III C 6]. Das Penta- 
eder als Komitantenform, nebst Beweis des Pentaedersatzes, bei Gordan, Math. 
Arm 5 (1872), p. 376. — Die wichtigsten Komitanten der F s bei Salmon, Lond. 
Trans. 150 (1860), p. 229, und Clebsch, J. f. Math. 58 (1861), p. 93, 109; weiteres 
Formenmaterial bei B. de Paolis, Rom. Line. M. (2) 10 (1880/81), p. 123. — 
Assoeiierte Systeme der F z : s. Nr. 7, Anm. 154. — Die wichtigsten Invarianten 
der F z studiert geometrisch K. Bobek, Monatsh. f. Math. 8 (1897), p. 145. — Die 
Erzeugung der F s durch 3 trilinear reeiprok verkniipfte Strahlenbiindel ftihrt 
M. Pannelli formentheoretisch aus, Ann. di mat. (2) 22 (1S94), p. 237. — Das 
algebraische Kriterium dafiir, dass ein .F 2 -Gebusch Polarengebtisch einer F z 
wird, bei E. Toeplitz, Math. Ann. 11 (1877), p. 432; W. Frahm , ib. 7 (1874), 
p. 635. [Geometrisch bei H. Thieme, Math. Ann. 28 (18S6), p. 133.] 

435) tTber die orthogonale Gruppe, allgemeiner die eine resp. F^ 
invariant lassende Gruppe von S vgl. Nr. 8 und Nr. 6, Anm. 145, Schluss. — 
Encyhlop. d. math. Wissensch. I. 26 
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Bedingungen genugen, und die X s = X s f, die infinitesimalen Trans- 
formationen der Grruppe, linear geandert werden konnen, ohne die 
Zusammensetzung zu andern. In diesem Sinne ist 437 ) die trilineare 
Form F(x, y\ X) = (J£x;X h ^ y k X k ) = ^ c iks x { y k X s , gegeniiber 
kogredienten S der x, y, kontragredienten der X, eine Invariante der 
Zusammensetzung. Die Bedingungen fur die c sagen aus, dass 2 
gewisse Kovarianten von F identisch versehwinden, und das bedeutet 
einmal, dass F bez. der (x), (y) alternierend ist, dann, dass auch jede in- 
finitesimale Transformation der „adjungierten“ Grruppe F invariant lasst. 

2. Gordan und Noether 438 ) haben ein Kriterium dafiir angegeben, 
wann eine F(x x , . . . x n ) vermoge S in eine F von weniger Yariabeln 
ubergefuhrt werden kann, und, wenn das der Fall, die 8 ermittelt. 
Damit wird ein Satz von Hesse 439 ) eingeschrankt, wonacb das Krite- 
rium durch H(F) 0 [Nr. 14, Amn. 272] ausgedriickt sei: Hesse’s 
Satz gilt allgemein nur fur n = 2, 3, 4 und fur die F 2 (x l7 . . . x n ), 
wahrend fiir n > 4 ganze Klassen von Formen angegeben werden 
konnen, fiir die H 0 ist, ohne dass zwischen ihren Polaren lineare 


Zu Nr. 3 und Nr. 5 seien noch folgende Erganzungen gegeben. Anm. 42 : Die 
Cayley'sche Darstellung durch Parameter hat G.JRost, Dissert. Wurzburg 1892, auf S 
von beliebiger Periode ausgedehnt [IB 3 f, Nr. 1]; Anm. 54: F. Klein, Vorl. -fiber 
Gleichungen, Gott. 1891/92, bringt JDf n auf die typische Gestalt | a ih -f - 1 b ;k | ; 
Anm. 79: Bez. der Leistungen von Battaglini s. E. d’Ovidio , Rom. Line. M. (4) 1 
(1895), p. 558; Anm. 116 a : Math. Ann. 52 (1899), p. 363. — Ferner sei noch er- 
wahnt, dass H. S. White , N. Y. Bull. (2) 4 (1897), p. 17 das Kriterium fiir eine 
$-Gruppe aufstellt, die eine C 2 — 0 resp. C s — 0 (und damit zugleich eine ganze 
Schar von C 2 ~ 0 resp. C s — 0) in sich uberfuhrt. — TJber andere projektive 
Untergruppen s. Nr. 23, Anm. 352. — tJber ausgeartete Kollineationen und Kor- 
relationen der Geometrie (Hirst, Visalli ) s. Ill C 9. — Tiber die Inversionsgruppe 
(Gruppe der reziproken Radien in der Ebene) und ihre Anwendung auf das 
Apollonius’sche Problem bei Study s. Nr. 2, Anm. 12, Nr. 23, Anm. 353. — Die 

7/it n 

f (x | y) (Anm. 30) bei unabhiingigen S untersucht geometrisch mittels Normkurven 
Waelsch, Deutsche Math.-V. 5 1 (1897), p. 58, eingehend den Fall m — 3, n = 3 
(System von zwei kubischen Raumkurven) Math. Ann. 52 (1899), p. 293. 

436) Lie-Engel, Kont. Transf.gruppen 1, Leipzig 1888. 

437) F. Engel, Leipz. Ber. 1886, p. 83. Bez. der Invariantentheorie der 
trilinearen Formen s. Le Paige, Par. C. R. 92 (1881), p. 1099 und Anm. 30, 195. 

438) Gordan , Erl. Ber. 1876, p. 89 (n = 3) ; Noether, ib. p. 51 (n— 4); Gorda,n 
und Noether, Math. Ann. 10 (1876), p. 547 bes. p. 561 [IB lb, Nr. 22]. Fiir 
die C s und F s (x 1 , . . . # 4 ) hatte Pasch den Satz mittels Determ.-Relationen be- 
wiesen, J. f. Math. 80 (1875), p. 169. — Es sei noch erwahnt, dass nach Voss 
fur F s H(H) eine lineare Kombination von F 1 und H ist, Math. Ann. 27 (1886), 
p. 515 [fur n — 4 schon bei G . Bauer, Munch. Abh. 1883, p. 1 (III C 6)]. 

439) J. f. Math. 42 (1851), p. 117 [vgl. Sylvester, Phil. Mag. (4) 5 (1853), 
p. 119]; 56 (1859), p. 263 [I B 1 b, Nr. 22]. 
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Relationen existieren. Die Untersuchung von Gordan und Noether 
berubt auf einer linearen partiellen Differentialgleicbung, der F und 
ibre Polaren geniigen [Nr. 13, Aum. 260], und deren Koeffizienten 
selbst wieder von einem System partieller Differentialgleicbungen ab- 
bangen. Aus der Zabl der Systemlosungen sind die apszusebeiden, 
die ganze Funbtionen der Yariabeln sind. Zn dem Bebuf werden die 
Yariabeln „uneigentlicb“ rational transformiert, d. b. so, dass die 
Determinante der Transformation nebst einer Reibe ibrer Minoren 
verscbwindet 440 ). 

440) Uneigentliche S spielen bei Hilbert, Math. Ann. 42 (1893), p. 313 
[Nr. 0, Schlnss] eine fundamentals Rolle in der Theorie der vollen. Systeme; 
desgl. bei Study , Nr. 18, Anm. 316, in der formentheoretischen Untersuehung der 
Differentialgleichungen der Invarianten; bei Waelsch [Nr. 14, Anm. 278], der 
durch Nullsetzen eines Aggregates von binaren Uberschiebungen Mannigfaltig- 
keiten verschiedener Dim. in Beziehung setzt; endlieh in der algebraischen und 
geometrischen Theorie der linearen Scharen von S [Nr. 8 und Nr. 24, Anm. 336]. — 
Die Ausiibung einer uneig. S (x ± , # 2 , . . . vom„Range u r [I B 2, Nr. 24] ist 
geom. Equivalent der Projection eines Linearraumes R n in einen B n _ r von 
einem B r aus, verbunden mit einer Eollineation des R n __ r . Wahrend im allg. 
Falle r — 0 [Nr. 2] die transformierte Inv. durch die ursprungliche teilbar wird, 
werden jetzt lineare Systeme von transformierten Inv. Modulsysteme [IB lb, 
Nr. 26; I B 1 c, Nr. 13] der ursprunglichen, wobei die Koeffizienten von den 
r ten Minoren des _#-Moduls ganz-rational abhangen. Im ubrigen findet eine 
analogs Weiterentwicklung statt, wie in Nr. 2. 


Nacbtrage. 

Zu Anm. 38, Z. 2, p. 328: Borchardt — Werke p. 469. 

Zu Anm. 48, Z. 3, p. 329: Borchardt = Werke p. 3. 

Zu Anm. 239, p. 364: Clifford = Pap. p. 255. 

Zn Anm. 240, p. 364: Clifford = Pap. p. 258, 277. 

Zu Anm 287, p. 371: Bankine , Thomson 1. c., p. 261, 481. 

Zu Anm. 328, p. 381 : Cayley [statt 1872 lies 1892] — Pap. 13, p. 333, 366, 405. 
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Einleitung. 

1. In vielen praktiscben Fallen, wo die Werfce einer Yerander- 
licben gesucbt werden, die einer gegebenen transcendenten odef alge- 
braiscben Gleicbung geniigen oder die Werte mebrerer Yeranderlicben, 
die mebreren solcben Gleicbungen geniigen, sind uns durch die Natur 
der Sacbe N aberungs werte der gesuebten Grossen scbon bekannt, und 
es bandelt sieb nnr darum, genanere Annaberungen zn finden. Newton 
bat dafiir eine Metbode angegeben 1 ), die ursprunglicb fur den Fall 
einer Yeranderlicben erfunden, sicb aueb auf den Fall beliebig vieler 
Yeranderlicben iibertragen lasst. Der Gedanke bestebt darin, dass, 
wenn a der erste Naberungswert einer Wnrzel der Grleicbung f(x) — 0 
ist und p die Yerbesserung bedeutet, die Funktion /*(&-{- p) nacb 
Potenzen von p entwickelt wird. Yemacblassigt man dann die Glieder 
zweiter Ordnung, so ergiebt sicb fur p die Grleicbung ersten Grades: 
f(a) -f- f'(a)p = 0, aus der p gefunden wird. Mit der auf diese 
Weise ermittelten zweiten Annaberung wiederbolt man dieselbe Rech- 
nung u. s. w. Dasselbe Yerfabren lasst sicb auf zwei oder mehr 
Yeranderlicbe iibertragen, die zwei oder mebr Gleicbungen geniigen 
sollen. Sind z. B. die beiden Gleicbungen f(xy) — 0 und g(xy) = 0 
zu erfullen und ist x — a, y = b ein Wertsystem, das den Glei- 
cbungen angenabert geniigt, so setze man x = a + li 9 y — b -j- 1c 
und entwickle die beiden Funktionen f(xy ) und g(xy) nach Potenzen 
von h und 1c. Mit Yernacblassigung der Gbeder zweiter Ordnung 
erbalt man so zwei Gleicbungen ersten Grades fur li und fc, die nacb 
h und h aufgelost ein verbessertes Wertsystem liefem, mit dem man 
dieselbe Recbnung wiederbolen kann u. s. w. 

Auf diese Weise berechnen z. B. die Seeleute aus den Hoben- 
beobacbtungen zweier Gestirne die Yerbesserungen ibrer Lange und 
Breite, deren Naherungswerte ibnen aus der Loggerecbnung bekannt 
sind und zwar meistens genau genug, urn nur ein System von Yer- 
besserungen zu erfordern. Die Auflosung der beiden linearen Glei- 
cbungen kann dabei aucb graphiscb gescheben durcb Zeicbnung der 
beiden Graden (Sumner- Linien), deren Gleicbungen sie darstellen. 

Fllr viele praktiscbe Zwecke werden diese Bemerkungen geniigen, 
wenn wir nocb hinzufiigen, wie die Genauigkeit der Naberungen be- 
urteilt werden kann. Es babe die als stetig vorausgesetzte Funktion 
f(x) fur x = a das entgegengesetzte Zeicben wie fiir x — b, wabrend 

1) J. Newton , Analysis per aequationes numero ternnnorum infinitas, 
London 1711. Femer Brief an Oldenburg v. 13. Juni 1676 und Methodus fluxio- 
num, Lond. 1736, introductio. 
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die Ableitung f'(x) fur alle Werte x = a bis x = b zwischen zwei 
endlichen Grossen m und M gleicben Zeicbens liegt. Dann liegt eine 
und nur eine Wurzel zwischen a und b. Sind nun x ± und x zwei 
beliebige Werte, die clem Interval! a bis b angehoren, so ist 

fix i) — fix) — j f\x)dx . Mithin liegt f(xf) — fix ) zwischen den 

X 

Grenzen mix x — x ) und M(x t — x). Wenn also fur x der Wert der 
zwischen a und b liegenden Wurzel eingesetzt wird, so ergiebt sich, 
dass f(xf) zwischen — x) und M{x x — x) liegt, und mithin, dass 

x, — x zwischen und liegt. Ist m die dem absoluten Be- 

trage nach kleinere der beiden Grossen m, M, so ist also der Fehler 

fix ) 

der Naherung x x absolut genommen nicht grosser als • Berechnet 


fix ) 

man mit x x die folgende Naherung x 2 = x x — ’ s0 

x i — x 2 — YtyT) e b en falls zwischen den Grenzen und ; folg- 
lich ist der Fehler von x 2 absolut genommen nicht grosser als 

{m ~ mt) ' 

Die Auffindung der Grossen m und M wire! sehr erleichtert, 
wenn auch f'\x ) in dem Intervall a bis b nur Werte eines Zeichens 
hat. Denn dann erreicht f\x) seine aussersten Werte an den Grenzen 
a und b. Es sei z. B. fix) = sin x — ^cosrr. In dem Intervall 

4# + bis 4# -f- ~ liegt eine und nur eine Wurzel. Denn fix) 


hat an den Grenzen des Intervalls entgegengesetzte Zeichen, und 
f'(x) = x sin x liegt zwischen (4:7t + ~ und 4jr-f-y- Nach 

dem Newton’schen Verfahren erhalt man nun: 



f(x) 

fix) 

m 

f 0*0 

1. Naherung: 4.5 % 

1 

14 

0.023 jt 

2. Naherung: 4.477 ti 

— 0.018 

14.03 

— 0.00041 je 

3. Naherung: 4.47741 % 

0.00006 




Der Fehler des dritten Naherungswertes ist kleiner als Fur m 

konnen wir {kit -J- -~j ~ = 9.4 annehmen, wonach also der Fehler 



2. Grenzen fur die Wurzeln. 
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weniger als 7 Einkeiten der 6 ten Deeimale betragt. Ahnliche Betrach- 
tungen konnen wir aucb anstellen, wenn es sicb um xnehrere Glei- 
ckungen mit mehreren Unbekannten handelt, wovon unten weiter die 
Rede sein wird. 


Die Separation der Wnrzeln. 


2. Grenzen fiir die "Wurzeln. Wenn keine Nakerungswerte der 
Wnrzeln von vorne herein bekannt sind, so gekt der eigentlichen 
Berecknung das Aufsucken der rohen Nakerungswerte voraus. Hat 
man Intervalle aufgefunden, in denen je eine Wurzel liegt, so sagt 
man, die Wnrzeln seien separiert. Wenn es sick um die Nullstellen 
einer ganzen rationalen Funktion f(x ) — a 0 x n -f- 1 + *•• + »» 

kandelt, so kann man zunaekst eine obere Grenze des absoluten Be- 
trages der Wurzeln angeben. 1st M der grosste unter den absoluten 
Betragen von a x , a 2> . . . a n , so ist 


m 


-M- 


> \a 0 \-M{\x\-' + \xr* + --- + \x\-")^\a 

Sobald daker fur einen Wert von \x\ die reckte Seite positiv ist, so 
ist dieser Wert eine obere Grenze fiir die absoluten Betrage der 

M 

Wurzeln. So ist insbesondere 1 + j — r eine obere Grenze. In man- 

* n. 


cken Fallen wird man eine kleinere obere Grenze finden konnen, wenn 
man diese Formel nickt auf x selbst anwendet, sondem x — mu 
setzt, die obere Grenze fiir u ermittelt und diese mit m multipliziert. 
Bedeutet M' den grossten unter den absoluten Betragen von a x , a 2 m~ 1 y 


a^m ~ 2 , . . . a n m~~ nArl J so ist m + r- — r eine obere Grenze der Wurzeln. 

! a o i 

Setzt man # = — , so erkalt man fiir z die Gleichung a n z n -{-aj l -. 1 z n ~ 1 -\- 


• * * + a i2 + a 0 = 0* Die °b ere Grenze fiir \z\ liefert den reciproken 
Wert einer • unteren Grenze fiir \x\. — Fiir die positiven und nega- 
tiven Wurzeln allein kann man im allgemeinen nock engere Grenzen 
finden. Ist a q der erste negative Koeffizient in der Reikenfolge 
a 0 a x . . . a n und a r der grosste negative Koeffizient, so ist fiir positive 
Werte von x: 


f(x)x- n +*~ 1 >a 0 x‘i-- 1 -\-a l xz- 2 -\ + 

i _-ar " n+?_1 


a 0 xv~ 


H h a 9 — 1 "f” a r 


Da die reckte Seite mit wacksendem x waclist, so ist jeder positive 
Wert von x , fiir den sie positiv ist, eine obere Grenze der positiven 

! a r \ 

Wurzeln, z. B. wenn a 0 cfi~ l > (x > 1 ) und also a fortiori. wenn 
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a 0 (x — - ly- 1 > (x > 1 ) oder x — 1 > y ■ • Yerwandelt man 

x in — x, so liefert derselbe Satz eine untere Grenze der negativen 
Wurzeln. Es ist indessen*nicht lohnend, viel Zeit auf eine genauere 
Bestimmung der Grenzen zu yerwenden ; die besser den unten zu ent- 
wickelndenMethoden der Separation und Approximation geschenkt wird. 

3. Die Differenzengleichung. Urn nun innerhalb des so be- 
stimmten endlichen Gebietes die Wurzeln zu trennen, bat Waring 2 3 * ) 
und nacb ibm Lagrange 2 ) die Gleicbung betrachtet, der die Differenzen 
je zweier Wurzeln geniigen. Fur eine Gleicbung n t6R Grades geniigen 
die Differenzen einer Gleichung yom (n 2 — n) terL Grade, die aber nur 
gerade Potenzen der Unbekannten enthalt und sicb daher als Glei- 
cbung vom Grade — - fur die Quadrate der Differenzen darstellen 

lasst. Denkt man sicb diese Gleicbung naeb bekannten Methoden 
gebildet und bestimmt eine untere Grenze ilirer positiven Wurzeln, 
so giebt die Quadratwurzel aus dieser Zalil eine untere Grenze fur 
den Abstand zweier reeller Wurzeln der Gleichung an. Sei die Qua- 
dratwurzel nicbt kleiner als A, so kann also in einem Intervall von 
der Grosse z/ nicbt mehr als eine einzige Wurzel der Gleicbung 
liegen. Man separiert daher die Wurzeln eines Intervalls a bis b , 
indem man die Werte von f(a)j f(a + z/), f(a- \~ 2 A) etc. bis 
a -f- nA b ausrecbnet. Da sich nun ein Intervall angeben lasst, in 
dem alle reellen Wurzeln liegen, so ist damit die Aufgabe, die reellen 
Wurzeln zu separieren, „auf eine endlicbe Anzahl von Operationen 
zuruckgefiihrt“. Dies Yerfahren ist zwar ausfiihrbar, und mit Hiilfe 
der Differenzenrechnung [I E] lasst sicb die Berechnung der Werte 
f(a ), f(ci — (— z/), f(a -\-2A) etc. auf Additionen zuruckfuliren; aber die 
Bildung der Gleichung, der die Quadrate der Wurzeldifferenzen 
geniigen, wird fur hohere Grade sehr umstandlich. Nun hat 
A . Cauchy gelebrt, mit Hiilfe der oberen Grenze fur die absoluten 
Betrage der Wurzeln aus dem Differenzenprodukt allein eine untere 
Grenze des kleinsten Unterschiedes zweier Wurzeln zu finden 8 ). Ist 

namlich P das Produkt der — - Differenzen und q die obere 

Grenze der Wurzeln, so ist jede Differenz absolut nicbt grosser als 


2) E. Waring, Medit. algebr. Cambr. 1770, Loncl. Trans. 1779. J.L. Lagrange , 
de la resolution des equations num&dques de tous les degres. Paris 1798. Chap. 1. 

3) A. Cauchy , Analyse algebrique [note III]; vgl. A. Cauchy , Exercises de 

math^matiques, 4. annee, Paris 1829, p. 65. 
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und daher, wenn A der absolute Betrag der kleinsten Differenz 

ist, |Pj < A • (2q) 2 1 oder A> |P|(2p) 2 + . Dieser Wert 

wird aber im allgemeinen sebr viel zu klein sein und verlangt viel 
unnotige Recbnung. 

4. Descartes’ Zeichenregel und Budan-Fourier’s Satz. Die Be- 
recbnung einer ganzen rationalen Funktion f(x) = a 0 x n -f- a x x n ~ l -f- 
* * * + i# + a n fur irgend einen Wert p lasst sicb folgendermassen 
ausfubren. Man berecbnet nacbeinander die Grossen b 19 b 2) ... b n 
durch die Kette: b ± = a x + a 0 p } b 2 = a 2 + \p, \ — % + b 2 p } . . 
b n = a n - f- b n —ip. Das gescbiebt am besten naeb dem Schema 4 ): 

Cl o Cl'2 Ch g . . . CLji — x CLyi 

a 0 p \p b 2 p b n - 2 p b n —xp 

b x b 2 b% . . . b n — i b n 

Dann ist 

f(x) = l n + b x X n - 2 -{- b. 2 X n - S -| f- b n — 2 # “f” bn — l) 

und daber b n = f(p). Die Grosse b n ist der Rest, der bei der Divi- 
sion von f(x) durcb x — p bleibt, und a^b-fi^ . . . b n — x sind die Koeffi- 
zienten des Quotienten. Fur genaberte Recbnungen, fiir welcbe die 
Genauigkeit des Reebenschiebers [I F] ausreicbt, ist die Ausfubrung 
besonders bequem, da alle Multiplikationen bei derselben Stellung des 
Scbiebers abgelesen werden. Wendet man auf den Quotienten das- 
selbe Yerfabren nocb einmal an: 

a Q \ b 2 . . . b n - 1 bn 
a 0 p c x p On — 2 p 

@1 Cj 2 On — i 

so ist 

fix) = l n + Cn- x(x — p) -f (x — pf (« 0 (X — p) 71 ^ + C l (X — #)“ _ H |- C*_ 2 ), 

und man siebt, dass auf diese Weise nacb und nacb f(x ) nacb Poten- 
zen von (x — p) entwickelt wird. Die Zablen b n , c n — 1 ? d n — • • • 

sind gleich f(p), f (p), , .... 

Unter der Amahl der Zeichemvechsel einer Zablenreibe a 0 a x . . . a tl 
verstebt man die Anzahl, welcbe angiebt, wievielmal zwei benacb- 
barte Grossen der Reibe verscbiedenes Zeicben baben. Wenn einige 
der Grossen Null sind, so sind sie dabei als nicbt vorbanden anzu- 
seben, so dass zwei von Null verschiedene Grossen aucb dann als 


4) W. G. Homer , Lond. Trans. Part I. 1819, p. i>08. 
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benachbart gelten, wenn sie durch Sullen getrennt sind. Wenn nun 
eine der Grossen z. B. a a durch a a pa a —i ersetzt wird, wo p eine 
positive Grosse bedeuten soli, so kann dadurch offenbar die Zahl der 
Zeichenwechsel niemals zunehmen. Denn eine Anderung kann nur 
so eintreten, dass a a + pa a — 1 Null wird oder dasselbe Zeichen an- 
nimmt wie a a — 1 , wahrend a a das entgegengesetzte Zeichen hat. Der 
Zeichenwechsel geht dabei verloren. Wenn auf a a noch eine 

von Null versehiedene Grosse folgt, so bleibt die Anzahl der Zeichen- 
wechsel entweder ungeandert oder nimmt urn zwei Einheiten ab. 
Wenn dagegen a a die letzte von Null versehiedene Zahl ist, so wird 
fiir den Fall, dass a a + pact— 1 Null ist oder ein anderes Zeichen hat 
wie a a) ein Zeichenwechsel verloren gehen. Daraus folgt, dass beim 
Ubergange von a 0 a x a 2 . . . a n -\a n zu a^bfb 2 . . .b n ^a ny wo b x b 2 ...b n ^i 
die oben definierten Werte haben, die Anzahl der Zeichenwechsel 
entweder unverandert bleibt oder sich um eine gerade Anzahl ver- 
mindert, wofern nur a n von Null verschieden vorausgesetzt wird. 
Wenn ferner b n entweder Null ist oder entgegengesetztes Yorzeichen 
hat wie a n , so wird beim Ubergang von a 0 a x . . . a n zu a Q b x b 2 . . . 

entweder ein Zeichenwechsel oder eine ungerade Anzahl von 
Zeichenwechseln verloren gehen. Betrachten wir zuerst den Fall b n = 0. 
Hier ist p eine positive Wurzel der Gleichung f(x) = 0 und a 0 b x b 2 ... 

i sind die Koeffizienten der ganzen Funktion n — l tGa Grades, die 
nach dem Wegheben des Faktors x — p iibrig bleibt. Sind noch 
mehr positive Wurzeln vorhanden und hebt man nach einander die 
ihnen entsprechenden Faktoren fort, so vermindert sich dabei die 
Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe der Koeffizienten mindestens 
um die Zahl der positiven Wurzeln. Daher ist die Zahl der positiven 
Wurzeln einer Gleichung hochstens gleich der Anzahl der Zeichen - 
wechsel in der Beihe der Koeffizienten. Dieser Satz ist als Descartes 1 5 ) 
Zeichenregel bekannt. Nach dem Wegheben der den positiven Wur- 
zeln entsprechenden Faktoren sind nur noch negative oder complete 
Wurzeln ubrig und daher keine Zeichenwechsel mehr in der Reihe 
der Koeffizienten vorhanden. Man kann daher Descartes’ Zeichenregel 
dahin vervollstandigen, dass die Zahl der positiven Wurzeln entweder 
gleich der Zahl der Zeichenwechsel oder um eine gerade Zahl ge- 
ringer ist 5 6 ). 

Wenn man f(p -|- h) nach Potenzen von h entwickelt, so wird 


5) B. Descartes Geometria, Lugcl. Bat. 1649, liber III; deutsch v. L. Schle- 
singer, Berlin 1894. 

6) K. F. Gauss , Werke 3, p. 67. 
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f n ~Hp) 


■, f (p)> f(p)- 


die Reihe der Koeffizienten gleich : - - ~ , 

Nach Descartes’ Zeichenregel ist die Anzahl der positiven Wurzeln h 
der Gleichung f(p -f- h) = 0 oder, was dasselhe ist, die Anzahl der 
den Wert p uhersteigenden Wurzeln der Gleichung f(x) — 0 hochstens 
gleich der Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe jener Koeffizienten. 
Jene Koeffizienten konnen, wie oben gezeigt wurde, aus der Reihe 
der Koeffizienten a 0 % . . . a n berechnet werden, indem man wiederholt 
zu einer der Grossen die mit p multiplizierte yorhergehende Grosse 
hinzufugt. Daraus folgt, wenn p positiy ist, dass die Anzahl der 
Zeichenwechsel beim Ubergang yon a 0 a x . . . a n zu jenen Koeffizienten 

d. i. yon m Q> > f( 0 ) f(0) zu 

f (p)> f{P) nicht zunehmen kann und mindestens um eine Einheit 
oder eine grossere ungerade Zahl abnimmt, wenn das Yorzeichen yon 
f(p ) dem yon a n entgegengesetzt ist. Setzt man in der Gleichung 
f(x) — 0 das Binom a + h an Stelle yon x ein und wendet denselben 
Satz auf h an, so ergiebt sich ; dass die Anzahl der Zeichenwechsel 


yon 


f n {x) r~ L w 


n l 


(n 


37 “ , . . ., f(x), f(x) beim Ubergang yon x = a zu 


x == a -f- p, sobald das Yorzeichen yon fifl-^p) dem yon f(a) ent- 
gegengesetzt ist, mindestens um eine Einheit abnimmt, oder mit an- 
dern Worten, dass mit wachsendem x die Anzahl der Zeichenwechsel 
beim Passieren einer Wurzel der Gleichung um eine ungerade Zahl 
abnimmt und sonst nur um eine gerade Zahl abnehmen kann. Mithin 
ist die Zahl der Wurzeln der Gleichung f(x ) = 0, die zwischen einer 
beliebigen Zahl x x und einer grosseren Zahl x 2 liegen, entweder 
gleich der Anzahl der beim TJbergang yon x x zu x 2 in der Reihe 

~ i)] f •••? f(%)> f( x ) verlorenen Zeichenwechsel oder um 

eine gerade Anzahl geringer 7 ). Fiir absolut grosse Werte yon x iiber- 
wiegt in jeder Funktion das Glied mit der hochsten Potenz. Fur 
grosse negative Werte sind daher n Zeichenwechsel vorhanden, die 
beim Ubergang zu grossen positiven Werten von x alle verloren gehen. 
Es gehen also genau so yiel Zeichenwechsel verloren, wie die Glei- 
chung reelle und imaginare Wurzeln hat. Da nun fiir jede reelle 
Wurzel ein Zeichenwechsel verloren geht, so stimrnt die Zahl der 


7) Des . Budan, Nouvelle methode pour la resolution des equations numeriques, 
2. ed. Paris 1822. J. B. J. Fourier , Analyse des equations determindes, Paris 
1831, livre I. liber die Zeitfolge betr. Budan und Fourier vgl. G. Darboux in 
Fourier’ s ges. W. 2, p. 311. J. P. de Gua 3 Par. Mem. in 4°, 1741, p. 459 u. f. 
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ubrigen verlorenen Zeichenwechsel, die immer paarweise yerloren gehen, 
mit der Zahl der komplexen Wurzeln, die ebenfalls paarweise zu- 
sammengehoren. Fourier lasst jedem dieser Paare verlorener Zeichen- 
wecbsel ein ganz bestimmtes Paar konjugierter Wurzeln entsprechen 8 ). 
Er hat aber einen solehen Zusammenhang nicht nachgewiesen, wenn 
er auch vermutlich yorhanden ist. 

Die Werte _ j yf , ■ • f(p), f(p) werden, wie oben 

gezeigt, auch aus der Reihe a 0 b x b 2 . . .b n —ib n durch fortgesetztes 
Addieren der mit p multiplizierten, jedesmal yorhergehenden Grosse 
abgeleitet. Da dabei, wie wir oben sahen, bei positiyem p die Anzahl 
der Zeichenwechsel sich zwar vermindern aber nicht vergrossern kann, 
so folgt sofort, dass die Zahl der positiyen Wurzeln, die den Wert p 
nicht ubersteigen, hochstens gleich der Anzahl der Zeichenwechsel 
von a 0 b x b 2 . . . b n oder um eine gerade Anzahl kleiner ist. Dasselbe 
gilt von der Reihe a 0 c x c 2 . . . c n —\b n u. s. w. 9 ). — Descartes’ Zeichen- 
regel giebt auch fiber die negativen Wurzeln der Gleichung einen 
gewissen Aufschluss. Man ersetze x durch — x. Dann gehen die 
positiyen Wurzeln in negative iiber und umgekehrt. Wenn alle Koeffi- 
zienten von Null yerschieden sind, so erganzen sich die Anzahlen, die 
man in beiden Fallen erhalt, zu n. Wenn aber einzelne Glieder 
fehlen, so konnen die beiden Anzahlen zusammen kleiner sein als n. 
Es muss dann eine entsprechende Anzahl komplexer Wurzeln vor- 
handen sein. — Wenn man den reciproken Wert von x in die Glei- 
chung einffihrt, so kehrt sich die Reihenfolge der Koeffizienten um: 

Pfit- 1 ) = a 0 + a x t + a 2 f -} b t n . Berechnet man mit dieser 

neuen Reihenfolge a 0 a x ... a n in derselben Weise wie oben durch 
Addieren der mit p multiplizierten yorhergehenden Grosse nach dem 
Schema: 

Cfjn 0*11 — 1 — 2 • • • 

0 a n p B x p Rn-iP 

tin B x B 2 B n 

die Grossen a n B x B 2 . . . J5 W , so ist die Anzahl der Wurzeln von f, die 
den positiven Wert p tibersteigen oder, was dasselbe ist, der positiyen 
Wurzeln x , die nicht grosser sind als hochstens gleich der Anzahl 
der Zeichenwechsel dieser Reihe 10 ). Auch die Koeffizienten der Ent- 

8) J. B. J. Fourier, 1. c. livre I, art. 43. 

9) Vergl. fur diese Satze E. Laguerre, J. de Math. (3) 9, (1883), p. 99 = 
oeuY. p. 3. Acta math. 4 (1884), p. 97 = oeuv. p. 184 [I B 2, Nr. 20, Anm. 424,427]. 

10) E. Laguerre , J. de Math. (3) 9. 
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wicklung nacli Potenzen von (t — p) liefem ebenfalls eine obere 
Grrenze, die, wie Nr. 2 gezeigt ist, zwar kleiner als jene sein kann, 
aber umstandlicber zu berecbnen ist. Wenn man erst a h statt x 

und dann — statt h einfubrt, erbalt man eine obere Grrenze fiir die 

V 

Wurzeln x zwiscben a und a + — - 11 ) Laguerre 12 ) bat Descartes 7 Zeicben- 
regel auf unendlicbe Reiben ausgedebnt. Es moge die Reihenentwiek- 

-f-oo 

lung f(x) = y,a n x n nur fur u < \x\ < v konvergieren, und es sei p 


ein Wert zwiscben u und v P fiir den f(x) verschwindet. Dann ist 
fiir denselben Konvergenzbereicb entwiekelbar: 


auch -M 



00 


wo bn = a n + a n +ip -j 

= — a n - li)” 1 — a n ^ 2 p ~ 2 * 


Fiir die Anwendung von Descartes’ Zeicbenregel kommt nur der Fall 
in Betracbt, wo die Koeffizienten a eine endlicbe Anzahl von Zeicben- 
wecbseln darbieten, wo also yon einem gewissen positiven Index r 
ab in der Reibe a r , a r +i, 2 ■ • • kein Zeicbenwecbsel mebr vor- 
kommt und ebenso Yon einem negativen Index — s ab in der Reibe 
ci—s, a— s — 1; a_ s _ 2 . . . kein Zeicbenwecbsel mebr yorkommt. Dann 
baben aucb alle Grrossen der Reibe b r , b r ± 1} b r + 2 , • - * dasselbe Zeicben 
wie a r , a r +i , . . ., und alle Grrossen der Reibe 4 . 1 , . . . 

das entgegengesetzte Zeicben wie e&_ 5 , 1 , ci—s— 2 , ■ • Die Zeicben- 

wecbsel in der Reibe der Koeffizienten a sind daber dieselben, wie 
die in der endlicben Reibe b r a r —ia r — 2 . . . ao #— 1 ♦ • * cc—i, wo X nicbt 
kleiner als s und so gewablt sein soli, dass c&_;. nicbt Null ist. Ebenso 
sind die Zeicbenwecbsel in der Reibe der Koeffizienten b dieselben, 
wie die in der endlicben Reibe b r b r —\ . . . b 0 b— 1 . . . b — Nun ist 
l n = a n +P&n 4 -i- Also ist der Ubergang yon der einen zur andem 
Reibe ein soldier, wie er oben betracbtet wurde. Da nun das Vor- 
zeichen von dem von entgegengesetzt ist, so gebt dabei eine 
ungerade Zabl von Zeicbenwecbseln verloren. Liegen zwiscben u 
und v mebrere Wurzeln, und bebt man in derselben Weise die ent- 
sprechenden linearen Faktoren weg, so ergiebt sicb demnacb eine 
Entwicklung, bei der die Anzabl der Zeicbenwecbsel mindestens um 
die Anzabl der Wurzeln geringer ist. Die Funktion bat dann in dem 


11) K. G. J. Jacobi, Werke 3, p. 279 (J. f. Math. 13 [1834], p. 340) spricht 
denselben Satz in etwas anderer Form aus. 

12 ) E. Laguerre 1. c. 
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Intervall u bis v uberall das gleiclie Zeichen, und da in der Nahe 
yon x — u die Glieder mit grossem negativen Index, in der Na lie 
von x = v die mit grossem positiyen Index iiberwiegen, so miissen 
beide Gruppen von Koeffizienten das gleiche Zeichen besitzen. Mithin 
kann die Entwicklung nur eine gerade Zahl von Zeichenwechseln be- 
sitzen. Die Zahl der positiyen Nullstellen der ursprunglichen Ent- 
wicklnng ist daher der Anzahl ihrer Zeichenwechsel gleich oder urn 
eine gerade Zahl geringer. 

Man kann in der Entwicklung nach Potenzen von x auch ge- 
brochene oder auch irrationale Exponenten zulassen. Auch fiir den 
Fall, wo die Glieder mit positiyen Exponenten oder die mit negativen 
Exponenten nur in endlicher Anzahl vorhanden sind, bleibt der Be- 
weis bestehen. Laguerre hat von dieser Erweiterung der Zeichenregel 
zahlreiche Anwendungen gemacht. Sei f(x) eine ganze rationale 
Funktion von x , und u und v zwei positive Zahlen (wO), welche 

die Gleichung f(x ) = 0 nicht befriedigen. Dann kann man 

in eine Reihe nach positiyen und negativen Potenzen von x entwickeln, 
die fur u <. \%\<v und nicht weiter konvergiert. Die Anzahl der 
Wurzeln zwischen u und v ist dann hochstens gleich der Anzahl der 
Zeichenwechsel in der Reihe der Koeffizienten. 
f(x) 

Entwickelt man • nach fallenden Potenzen von x, so ergeben 

sich die Koeffizienten CL 0 Wb z . . . b n? wo bn+i — b n u\ Yon 

b n ab sind keine Zeichenwechsel mehr vorhanden, so dass wir den 
schon oben abgeleiteten Satz wieder erhalten, dass die Anzahl der 
positiven Wurzeln, die grosser sind als u } die Zahl der Zeichenwechsel 
in der Reihe a 0 b x . . ,b n nicht iibersteigen kann. Nun kann man aber 
auch wiederholt durch x — u dividieren nnd erhalt z. B. 

a 0 b x b 2 b. d . . . 

+ % U, -j- 4" C 2 U 

Cf'Q C x C 2 Ctj . . . 

Die Anzahl der Zeichenwechsel kann dabei nur abnehmen, bildet aber 
ebenfalls eine obere Grenze filr die Anzahl der positiven Wurzeln, 
die den Wert u iibersteigen. Bei irgend einem c z. B. c a kann man 
auch schrag in die Reihe der b hinaufsteigen . . . c a 6 a _f.i6 a -p 2 • • •> 
wodurch wie oben gezeigt die Zahl der Zeichenwechsel nur zunehmen 
kann, also auch dann eine obere Grenze der Wurzeln darstellt. Denkt 
man sich durch immer hohere Potenzen von (x — u ) dividiert, zu- 
gleich aber den Wert von u immer kleiner angenommen dergestalt, 
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dass in — das Produkt ur einen konstanten Wert z behalt, so 
(x — u) r ; 

nahert sick fur sehr grosse Werte von r der Ausdruck dem Grenz- 

wert f(x) • e*. Die Zahl der positiven Wurzeln kann also nicht 
grosser sein, als die Anzahl der Zeichenwechsel in der Entwicklung 

z 

von f(x) • c? naeli fallenden Potenzen von x . Den Wert z vergrossern 
heisst bei gleickem u den Wert von r vergrossern. Dabei kann die 
Anzakl der Zeichenwechsel nur abnehmen. Laguerre zeigt, dass fur 
einen kinreickend grossen Wert von z die Zakl der Zeickenwecksel 
gerade gleick der Anzakl der positiven Wurzeln wird. Statt nack 
fallenden Potenzen von x kann man auck nack steigenden entwickeln, 
was mit der Yertausckung von x mit seinem reciproken Wert gleich- 
bedeutend ist. 

Newton 13 ) kat fur die Gleicliung a 0 x n + ct ± x n '~' 1 -f- + a n = 0 

den Satz aufgestellt, dass sie mindestens so viele komplexe Wurzeln 

besitzt, wie in der Reike a 2 , ~ • - a 2 — a 0 a 2 , — a 2 — a i a s? 

. . ., ~~~ ~ 1 • -i- a 2 n — i — a n ^a n} a„ Zeickenwecksel vorkommen. Syl- 
vester 14 ) fand den Beweis in einem allgemeineren Satze, der sick zu 
dem Newton’scken verkalt wie das Theorem von Budan und Fourier 
zu Descartes’ Zeickenregel. 

Bei der Anwendung des Theorems von Budan und Fourier wird 
es haufig vorkommen, dass in einem Interval! zwei Zeickenwecksel 
verloren geken und man nun nicht weiss, ob ihnen zwei reelle Wur- 
zeln entsprecken oder nickt. Es mogen z. B. die letzten drei Zeichen 

der Reike (#), ... f (x) f f(x) fur x = a: -| fur 

x — h: -| — | — |- sein, wahrend alle vorkergekenden Zeicken in beiden 
Reiken dieselben sind. Dann weiss man nack dem Vorkergekenden, 
dass f'(x) in dem Intervall eine und nur eine reelle Wurzel kat; 
aber es ist nickt sicker, ob auck fix ) in dem Intervall zwei reelle 
Wurzeln besitzt oder keine. f'{x) kann in dem ganzen Intervall nur 
positiv sein; die Curve y = f(x) ist mitkin nack der Seite der 
wacksenden y konkav. Die beiden Ordinaten f(a) und f(i) sind po- 
sitiv, und es fragt sick, ob nun die Kurve in dem Intervall ganz 
iiber der a?-Ackse liegt oder die rr-Ackse sckneidet. Fourier 15 ) denkt 
sick die Tangenten konstruiert, deren Beriikrungspunkte zu den Ab- 

13) J. Newton, Arithmetica universalis. Cambr. 1707. 2.ed. Load. 17*22. Cap. II. 

14) J . J. Sylvester , Phil. Mag. (4) 31 (1866), p, 214. 

15) J. B. J . Fourier, Analyse des equ. determines. Paris 1831. Liv. I, art. 25. 
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scissen a und b gehoren, und sucht deren Sclmittpunkte mit der 


#-Achse auf. Die Abscissen der Sclmittpunkte sind a — und 
b — YJp) ( zu gl e i c h c li e Naberungswerte nacb Newton’s Yerfahren). 
Wenn b > a, dagegen a — >b — so kreuzen sick die Tan- 


genten vor der x- AcL.se und die Grleichung hat keine reellen Wurzeln 
zwischen a und b. Wenn a — ^ | < b — fyiy so honnen zwischen 


diesen beiden Werten immer noch zwei Sclmittpunkte der Kurve mit 
der #-Achse liegen. Man kann da nn diese neuen engeren Grenzen an 
Stelle yon a und b nehmen und analog mit ihnen yerfahren; es sei 
denn, dass f'(x) fur die beiden neuen Werte das gleiche Vorzeichen 
hatte, woraus sogleich erhellen wiirde, dass keine Wurzeln in dem 
Interyall liegen. Besser ist es noeh ; einen Naherungswert c fur die 
Wurzel von f(x ), die zwischen a und b liegt, zu benutzen. 1st 
f(c) > 0, so kann man mit Yorteil gleicli c an Stelle von b nehmen, 
fur f(c)<0 dagegen an Stelle von a. Analog ist die Untersuchung, 
wenn f(a) und f(b ) beide negativ und f'(x) in dem Interval! negativ ist. 

Wenn zwischen a und b das Zeichen von f'(x) noch wechselt, 
so geht man in der Reihe der Ableitungen zuriick und verengert das 
Intervall, das eine Wui*zel von f(x) einschliesst, zuerst so, class kein 
Zeichenwechsel mehr eintritt. Das kann man durch geniiherte Be- 
rechnung der Wurzel von f'(x) u. s. w. 

Das Yerfahren kann langwierig werden, wenn die r;;-Achse nahe 
mit einer zu ihr parallelen Tangente zusammenfallt, und es wird illu- 
sorisch, wenn die Kurve die #-Achse beriihrt. Wollte man sich ver- 
gewissern, dass dieser Fall nicht eintritt, so iniisste man zunachst 
feststellen, dass f(x) und f (x) nicht gleichzeitig verscliwinden. Durch 
genaherte Berechnungen wiirde dies schwer zu maehen sein, falls die 
Wurzeln von f(x) und fix) ei nan der nahe riieken, und wenn sie 
iibereinstimmen, so kann man dies durch Naherungsrechnungen iiber- 
haupt nicht beweisen. 


5. Der Sturm’sche Satz. Fiir den Fall, dass f\x) nine ganze 
rationale Funktion ist, lasst sich durcli das Verfahren des gemein- 
samen Teilers voile Sicherheit gewinnen. Zugleich fiilirt dies, wie 
Sturm 16 ) gezeigt hat, zu einem vollkommenen Mittel, die Zahl der 
reellen Wurzeln, die innerhalb eines Intervalls liegen, anzugeben unci 


16) J. K. Ft. Sturm , Bulletin tie Ferussac 11, 182‘J. — 
[fitr.] G (1835). 
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sie dadurcb aucb zu trennen. Das Verfabren, den gemeinsamen Teller 
zu fmden, bestebt darin, die folgende Kette von Gleiebungen zu bilden: 

fa) = 2i (®)rc«) — »‘iO) 

f 0) = &(®)»i(*) — **(*) 

»i(*) = &(*)♦*(«) — *«(*) 

etc., [I B 1 a. Nr. 12] 

wo 2x, &; • • • die Quotienten und — r 1; — . . . die Reste der 

Division sind. 1st der letzte von Null versebiedene Rest >v eine Kon- 
stante, so baben f(x) und f ( x ) keinen gemeinsamen Teiler. Im 
andem Dali stellt dieser Rest r v den grossten gemeinsamen Teiler dar. 
Im ersten Pall giebt es keinen Wert von x 7 fur den zwei benacb- 
barte Funktionen der Reibe f(oc) 7 f (x) 7 r 1 (x) 7 r 2 (x) 7 ... r v gleicb- 
zeitig verscbwinden. Zugleicb gebt aus der Kette von Gleiebungen 
bervor, dass beim Verscbwinden einer der Funktionen f 7 r X7 r 2) . . ., r J/ _ 1 
die beiden benacbbarten Gbeder der ganzen Reibe f 7 f 7 r 17 . . . r v 
entgegengesetztes Zeicben baben. Daber wird die Anzabl der Zeicben- 
wecbsel nur beim Verscbwinden von f geandert und zwar geht mit 
wacbsendem x jedesmal ein Zeicbenwecbsel verloren. 1st daber 
so ist die Anzabl der Zeicbenwecbsel in der Reibe f(x. 2 ) 7 
fix 2 ), r x (x 2 ) 7 ... r v vermindert um die Anzabl in der Reibe f(x \) 7 
fix i) ; r x (x x ) 7 . . . r VJ gleicb der Anzabl der Wurzeln zwiscben x x und x 2 . 
Wenn in dem Interval! x x bis x 2 scbon r a sein Zeicben nicbt wecbselt, 
so brauebt man offenbar nur die Reibe f 7 f 7 r X7 . . . r a zu betracbten. 
Wenn r v nicbt konstant ist, so ist die Anzabl der verlorenen Zeicben- 
wecbsel aucb gleicb der Zabl der Wurzeln zwiscben x x und x 27 wobei 
aber jede mebrfacbe Wurzel nur einmal gerecbnet ist. Der Sturcn’scbe 
Satz ist nicbt auf das Verfabren des grossten gemeinsamen Teilers be- 
scbrankt. Er gilt fur jede Funktionsreibe ff x f 2 . . . f ny wenn 1) f x beim 
Verscbwinden von f das Vorzeicben von f bat, 2) beim Verscbwinden 
einer der Funktionen f x ... f n —i die benacbbarten entgegengesetztes 
Zeicben baben und 3) f n in dem betracbteten Intervall sein Zeicben 
nicbt andert. So bilden z. B. fur die Sakulargleicbung (I A 2, Nr. 26) 


a n x 7 

Ui2 , 


. . am 



^21? 

0>22 ~ 

x 7 . 

. . Cl '2 n 

= 0 

a-it = a ki 

®nl ) 

O' n 2j 


* • O'nn % 




die Funktionen 



an — &i2> 

. . CL\ n — a 

> 

II 

T 

R 

#21? #22 — %} • 

• 1 

R 


— a, 1? 

- ♦ &n — a, n — a % | 
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eine Sturm’sche Reihe, wie aus der Theorie der Determinanten ge- 
folgert werden kann. Daraus ergiebt sich sofort die Realitat aller 
Wurzeln 17 ). — Die praktiscbe Ausffihrung des Yerfabrens des grossten 
gemeinsamen Teilers ist nicbt beschwerlich, wenn man die Koeffizienten 
nur genahert berechnet, was im allgemeinen genfigt. Man bedient 
sicb dabei mit Yorteil des Recbenschiebers 18 ). 

Betracbtet man die Koeffizienten einer Gleichung als veranderlich, 
so kann sicb die Anzabl der reellen Wurzeln nur andern, wenn zwei 
Wurzeln zusammenfallen, d. b. wenn die Discriminante (IB 1 a, Nr. 20 
— 22; IB 2, Nr. 25, 26) verschwindet. Das Gebiet der Veranderlichen 
wird durcb das Gebilde, auf dem die Discriminante verschwindet, in Teile 
geteilt, die den yerscbiedenen Anzahlen reeller Wurzeln entsprechen 19 ). 

6. Cauchy’s Integral. Zieht man komplexe Werte mit in Be- 
tracbt ; so giebt Cauchy’s Integral Aufscbluss fiber die Zahl der in 
einem Gebiete liegenden Wurzeln. Nach Cauchy (II B 1) ist die Zahl 
N der Nullpunkte einer Funktion f(x) in einem Gebiete, wo sie sich 
regular verhalt, 

-vr Cfto dx. 

2 7tJ f(cc) i 1 

dabei ist das Integral fiber den Rand des Gebietes im positiven Sinne 
zu erstrecken und die Funktion ist auch auf dem Rande regular und 
yon Null yerschieden vorausgesetzt. Man braucht nur die reellen 
Teile des Integrals zu beachten und hat, wenn <p das Argument yon 
f(x) bedeutet, f(x) = gev 1 und daher 

J$j T ^ T /w) = T Q) + d( P- 

Der reelle Teil des Integrals drfickt also die Zunahme des Argumentes 

yon f(x) aus. Um den Wert des Integrals zu finden, hat man nur 

das Argument yon f[x) fur eine hinreichende Anzabl von Punkten 

des Randes auszurechnen. Die Punkte sind so diclit zu wahlen, dass 

fiber die Zunahme des Arguments keine Zweideutigkeit bestehen kann. 

Bezeichnet M die obere Grenze von ----- in irgend einem Teil des 

fix) & 

Randes yon der Lange s, so kann der Beitrag jedes unendlich kleinen 
Randteilchens zum reellen Teil des Integrals nicht grosser sein als 
MdSy und der ganze Beitrag des Randteiles s kann daher nicht 

17) Siehe den Beweis bei H. Weber , Algebra 1, 2. Aufl. p. 307. 

18) Vergl. das Beispiel in Nr. 9. 

19) Vergl. L. Kronecher, Berl. Ber. 1878, p. 145 und L. Kr (meeker, Journ. 
fur Mathematik 92 (1882), pag. 121 = Werke 2, p. 71, 386. C. Faerber , Disser- 
tation. Berlin 1889. 
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grosser sein als Ms. Wablt man nun die Punkte des Randes so 
dicht, dass von einem Punkt zum nacbsten Ms kleiner als % ist, so 
kann fiber die Zunahme des Argumentes keine Zweideutigkeit mebr 
existieren. Ferner braucht die Genauigkeit, mit der man das Argu- 
ment von f(x) fur die einzelnen Punkte ausrecb.net, nur so gross zu 
sein, dass die Summe der Amderungen des Argumentes bis auf einen 
Febler von weniger als % bekannt ist. — Man kann die Anderung 
von cp aucb allein durcb Betracbtung der Yorzeichen des reellen und 
imaginaren Teiles von f(x) beurteilen. Denn es ist, wenn f(x) — Yi ? 
27 = q cos <p und V — q sin cp. Das Yorzeicben von U und V be- 
stimmt den Quadranten, in dem sicb cp befindet. Da cos tp der Diffe- 
rentialquotient von sin cp ist, so wird V mit wacbsendem cp wacbsen, 
wenn U positiv ist, und abnebmen, wenn U negativ ist. Beim Yer- 
scbwinden von V wird mitbin die Kombination der Yorzeicben von 
V und U mit wacbsendem cp einen Zeicbenwecbsel verlieren, mit ab- 
nebmendem cp einen Zeichenweehsel gewinnem Wenn daber beim 
Durcblaufen des Randes im positiven Sinne die Funktion V ^-mal 
ibr Zeicben so wecbselt, dass V : U einen Zeicbenwecbsel verliert und 
^-mal so, dass V, U einen Zeicbenwecbsel gewinnt, so ist die Gesamt- 
anderung von cp gleicb Q; — q) n und die Zabl der Wurzeln im Ge- 

biete also gleicb ^ • Denn cp gebt alsdann ^-mal im wacbsenden 

Sinne durcb 0° oder 180° und q-msl im abnebmenden Sinne. Man 
kann in diesem Lekrsatze aucb V mit U und TJ mit — V vertauscben, 
da if(x) = — V + Ui dieselben Nullstellen bat wie f\x). Fur den 
Fall, dass fix') eine gauze Funktion n teri Grades ist, kann man aucb 
scbreiben : 

f(x) = x n [a Q + a^xr 1 + a. 2 x~ 2 + f- a n x~ n \ 

Fur grosse Werte von \x\ wird der Klaminerausdruek nabezu konstant. 
Die Anderung des Argumentes von f(x) wird daber sebr nabe gleicb 
der Anderung des Argumentes von x n . Es folgt daraus, dass fur ein 
Gebietj auf dessen Rande j x | binreichend gross ist [Nr. 2] , die Anzabl der 
Wurzeln gleicb der Anderung des Argumentes von x n dividiert durcb 
2 Tty also gleicb n sein muss. Wenn das Gebiet auf der einen Seite 
von einer Geraden, auf der andern Seite von einem Ereisbogen be- 
grenzt wird, der mit einem sebr grossen Radius um den Nullpunkt 
bescbrieben ist und zwei Punkte der Geraden verbindet, so ist die 
Anderung von cp auf dem Kreisbogen fur einen binreicbend grossen 
Radius beliebig wenig von n% versebieden. Lasst man den Radius 
unendlicb werden, so erbalt man also den Satz, dass die Zabl der 
auf der einen Seite der Geraden liegenden Wurzebi gleicb ~ plus der 
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durch 2# dividierten Anderung des Argumentes von f(x) langs der 
betrachteten Geraden ist. Die betreffende Seite der Geraden ist die zu 
dem Sinne, in dem sie dnrcblaufen wird, positive. Oder ? wenn 
f(x) = 27 + Vi, so ist die Zahl der Wurzeln auf dieser Seite gleich 

— ^ wo p die Anzahl der Male angiebt, dass V sein Zeichen 

u u 

beim Durchlaufen der Geraden wechselt, wahrend V : U einen Zeichen- 
weclisel verliert, und q die Anzahl der Male, dass V sein Zeichen 
wechselt, w'ahrend V, U einen Zeichenwechsel gewinnt. Die Zahl p — ^ 
findet man durch das Verfahren des grossten gemeinsamen Teilers 
ahnlich wie beim Sturm’schen Satz. Man setzt auf der Geraden 
x — a -f“ btj wo a und b zwei im allgemeinen komplexe Zahlen sind 
und t von — oo bis -j- oo lauft. U und V werden dann ganze ratio- 
nale Funktionen von t Im allgemeinen werden U und V von gleichem 
Grade sein; dann kann man das Verfahren durch Division von V 
durch U beginnen oder auch durch Division von U durch — V. 
Wenn dagegen eine von ihnen von hoherem Grade ist, so hat man 
nur eine Moglichkeit. Man bildet nun die Kette von Gleichungen z. B. 

V=q l U-r l 
U=W\ — r>> 
etc. 


Die Reihe V, U, r 19 r 2 . . . r a kann dann mit waclisendem t nur dann 
die Anzahl der Zeichenwechsel iindern, wenn V verscliwindet. Dabei 
wird, je nachdem V, U einen Zeichenwechsel verliert od or gewinnt, 
auch die Reihe einen Zeichenwechsel verlieren oder gewinnen. Folglich 
ist p — q der Unterschied in der Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe 
fur t — — oo vermindert um die Anzahl fiir -f -oo. Das Analoge 

gilt, wenn U, — V an die Stelle von V, U gesetzt wird. Besonders 
einfach wird das Verfahren fur den Fall reeller Koeftizienten von f(x), 
wenn es auf irgend eine Senkrechte zur reellen Achse angewendet 
wird. Man setzt x = a + ti 7 wo a eine reelie Zahl ist. Da nun 

fix) = f(a) + f(a) ti + + ' * * 7 so wird if nur grade Po- 

tenzen von t enthalten und V nur ungrade. Dadurch wird das Teil- 
verfahren wesentlich abgekurzt. Fiir n = 4 wird z. B.: 

U = A t' — A l t* + A,, — V = m :l — 7>j / , 


r = C^ — (J n r 2 = J)t, r. ; = Ji 7 
C — A x A -f '- , C y = yl, , 7> = />' _ m « , E= A, . 


Dabei ist vorausgesetzt, dass von den Grossen Jl, (J I), E keine ver- 
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schwindet. Andernfalls wiirde das Yerfalireii sich noch abkurzen. 
Die Anzahl der Wurzeln, deren reeller Teil kleiner ist als a, muss 

nun gleich y vermehrt um die Halfte der Zahl sein, die angiebt, 

wie viel Zeicbenwecbsel beim Ubergang von A, — B, C y — D, E zu 
A, B, C 7 J), E verloren gehen. Ist g die Zahl der Zeichenfolgen, 23 
die der Zeicbenwecbsel in der Reihe A , B, C 7 B 7 E, so ist die Anzabl 

jener Wurzeln also gleicb y -f- — oder, da n — %~r gleicb 

Es scheint zunaehst, als wenn sich diese Betrachtungen bei einer 
reellen Funktion auf die reelle Achse selbst nicbt anwenden liessen, 
weil bier der imaginare Teil langs der ganzen Geraden versehwindet. 
Man kann aber eine Gerade annehmen, die der reellen Acbse parallel 
ist, und kann sie ibr beliebig nahe riicken lassen. Setzt man x—t — si 7 
wo s eine sebr kleine positive Zabl sein soli, so wird mit Vemach- 
lassigung der Glieder zweiter Ordnung f(x) ===== f(t ) — f (f) * s * i und 
daber U = f(t), — V == f (f) • £ . Das Verfahren wird also mit dem 

Sturm’scben Yerfabren identiscb. ~ -f- liefert die Anzabl der 

reellen Wurzeln vermebrt um die Anzabl der komplexen Wurzelpaare. 
p — q ist die Anzabl der reellen Wurzeki und - — ~ — — ist die An- 
zabl der komplexen Wurzelpaare. 

Aucb fur irgend ein gradlinig begrenztes Gebiet kann man in 
ahnlicher Weise die Wurzeln feststellen. N ur muss man dann far 
jede Seite die Werte von t, die den beiden Endpunkten entsprecken, 
einsetzen und die Anderung in der Zabl der Zeicbenwecbsel feststellen. 

Den Ausnahmefall, dass U und V einen gemeinsamen Teiler kaben, 
kann man ebenfalls einscbliessen. Beim Durcbgang durch eine Wurzel 
des gemeinsamen Toilers werden dann alle Funktionen der Reike ver- 
scbwinden und die Zabl der Zeicbenwecbsel wird dadurcb nicbt ge- 
andert. Man denke sich nun diese Wurzeln auf der Geraden durcb 
kleine Ausweichungen vermieden, welcbe die Wurzeln auf der positiven 
Seite lassen. Bei jeder Wurzel erfahrt dann das Argument von f(x) 
einen Zuwachs von % 7 bei einer m-fachen Wurzel einen Zuwacbs von 
mit. Ist daber p — q die Zabl der bei dem ganzen Umgang ver- 
lorenen Zeicbenwechsel und l die Zabl der Wurzeln auf dem Rande 
(mehrfache Wurzeln mehrfach gerechnet), so ist die Anderung des 
Argumentes von f(x) 7 wenn alle auf dem Rande liegenden Wurzeln 
mit in das Gebiet eingeschlossen werden, gleicb ( p — q)%-\-Xn. Die 

Zabl der Wurzeln im Gebiet ist mithin + y * e * ne unen< i~ 
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liche Gerade wiirde zu dieser Zahl 3 wie oben gezeigt 3 nocb hinzu- 

zufdgen sein, urn die Anzabl der auf der positiven Seite der Geraden 
liegenden Wurzeln zu erhalten, und X wiirde einfach gleicb deni Grade 
des grossten gemeinsamen Teilers sein. 

7. Charakteristiken-Theorie. Alle diese Satze sind spezielle Falle 
einer allgemeineren Theorie, die sicb auf die gemeinsamen Wertsysteme 
von mehreren Gleichungen zwiscben mebreren reellen Veranderlichen 
bezieht 20 ) (I B 1 b, Nr. 6 u. fg.). Es seien drei Gleicbungen zwiscben zwei 
reellen Veranderlichen gegeben f(xy) — 0 ? g(xy) = 0, h(xy) — 0. f y g } h 
seien stetige Funktionen von x und y, die nur langs gewisser Kurven ver- 
schwinden, welcbe die Teile der Ebene von einander trennen, in denen 
die Funktionen verscbiedene Zeicben baben. Die Kurven sollen aus einem 
oder mehreren geschlossenen Ziigen bestehen, und es soil keinen Punkt 
geben, in dem gleicbzeitig f, g, h verschwinden. Es handle sich zu- 
nachst um die Scbnittpunkte der Kurven f—0 und g = 0. Wir 
geben auf der Curve f= 0 entlang und betrachten die Scbnittpunkte 
mit g = 0. Die Richtung, in der wir auf der Kurve f= 0 fort- 
schreiten, moge so bestimmt sein, dass das Gebiet, wo f(xy) negativ 
ist, auf der positiven Seite liegt, d. h. es soil, wenn die Bogenlange s 
in der Richtung des Fortscbreitens wacbsend angenommen wird ; 

d y _ fi 

ds VfsTf?’ VtTTf? 

sein (unter f\f 2 die partiellen Ableitungen nach x und y verstanden 
und die Wurzel positiv genommen). Dann ist 

d s 

dg = ft dx + g 2 dy = (f\g 2 — f t g t ) -=== ' 

VfS + UJ 

Es wird mitbin g zu- oder abnehmen, je nachdem — f>g i positiv 
oder negativ ist. Versteht man unter sign { } das Vorzeichen der 
zwiscben den Klammern stehenden Grosse, so kann man schreiben 
sign [<lg) = sign {f\g 2 — f,g x } . 

Dabei ist zunachst angenommen ; dass g 2 — f 2 g 1 in keinern der 
Scbnittpunkte von f= 0 und g = 0 vers cb win det. Durclilauft man 
nun die ganze Kurve f = 0 einmal und achtet bei alien Scbnitt- 
punkten mit der Kurve g==0 darauf, ol) g beim Durcligange zunimmt 

20 ) L. Kronecker, Berl. Ber. 1869 , p. 159 , 668 und 1878 , p. 145 = Werke 1 , 
p. 175 , 213 ; 2 , p. 71 . Der Fall mehrerer reeller Yeranderliclien kann auch durch 
Elimination auf den einer Yeranderliclien zuruckgefiibrt werden. Die Bestimmung 
der Anzahl reeller Wurzelsysteme ftihrt dabei auf den Sturm’ scb.cn Satz; vergl. 
E. Phragmen , Par. C. R. 114 ( 1892 ), p. 205 ; E. Picard , ib. p. 208 . 
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oder abnimmt, so muss fur alle Sclmittpunkte J^sign {dg) = 0, also 
J^sign {f x g% — f 2 g x } = 0 sein, weil g auf jedem geschlossenen Zug 
wieder zu seinem urspninglicken Wert zuruckkehrt. Werden an Stelle 
der Sclmittpunkte mit der Eurve g — 0 zugleich die mit g — 0 und 
h — 0 betrachtet, so bat man nur git an die Stelle yon g zu setzen 
und hat 

J^sign { d (g'h) { = 0, 
f= 0, gh = 0, 

oder, wenn man die Schnittpunkte f — 0, g — 0 yon den Schnitt- 
punkten f — 0, 1% — 0 trennt : 

^sign { d(gh ) } -f J^sign { d(gh ) } = 0, 

/•=0, g = 0 f = 0, 7i = 0 

Oder, da d{gh) — hdg + gdh und folglick fur g — 0 d{gli) — hdg, 
fiir h = 0 d(gh) — gdh ist, 

-Ssign {lidg) + ^sign {gdh} = 0, 

/ == 0j g = O f= 0, 7t = 0 

oder 

-S' sign {h(f t g a — £&)} = ^sign {gQiJ, — 

/■= 0,^ = 0 /’= 0, 7i = 0 

Betrackten wir ebenso die Durchscknittspunkte der Kurve g = 0 mit 
den Kurven /*= 0 und h — 0, so linden wir auf dieselbe Weise: 

JSsign [f{gJh — 9 A) i = ^sign {&(£& — 

^, = 0, 7t = 0 g = 0,f=0 


oder beide Resultate yereinigend: 


[fgk 

I fgh 

] || f 9 h | 

^ sign 1 fiffih 

sign ^ cji hi ! 

= 2 sign 

l fa 9a h . 

1 9 2 ^2 L 

J \\fa9ah J 

II 

II 

o 

II 

if 

o 

"-+N 

II 

o> 

II 

o 


Die Zakl, die in diesen drei Formen dargestellt ist, muss grade sein. 
Denn zerlegt man die Summe ^ sign [h(f t Q 9 — f^9i)} hi die beiden 
Teile, fur welche h einmal positiv und einmal negativ ist, so ist 
offenbar 

-S’sign { h{f l g i — f 2 g t ) } = J^sign { f\g, — f,g x } — sign { f x g 2 — f\,g x } . 

f — 0, g = 0 7i>0, f—0, g — 0 h<0, f=0, g = 0 

Oben fanden wir aber 

0== y signify— f 2 g x } + Jjsign {f\g 2 — f 2 g x }, 

7i>0, /= 0, g = 0 h<0,f=0,g = Q 



424 I B 3 a. Separation und Approximation der Wurzeln. 

folglich ist: 

^sign { h(f l g i — f 2 gi)}= — 2^sign {f t g 2 — f % g t } = — 2K. 
f=*0, g=0 h<0,f=0,g = Q 

Die Zahl K nennt Kroneclcer die Charakteristik des Funktionen- 
systems f, g, h. Wenn man die Schnittpunkte der Kurven f = 0 und 
g = 0 , die in das Grebiet h < 0 fallen, betraehtet und jeden je naeb 
dem Yorzeichen von f x g 2 — f 2 g x positiv oder negativ rechnet, so ist 
die Charakteristik gleicb der algebraiseben Summe. Die Charakteristik 
kann nun nach dem obigen auch in der Form 

- i 2 si § n - vo i — - t 2 sign {gdf] 

h = 0, f=0 h = 0,f=0 

dargestellt werden. D. h. mit andern Worten, die Charakteristik ist 
nicht nur dnrch die Durchschnittspunkte von f ===== 0 und g = 0 im 
Gebiete h < 0 bestimmt ; sondern kann auch aus den Yorzeichen Yon 
f und g auf dem Rande des Gebietes h < 0 berechnet werden. Da 
signf^rZ/ 1 } gleich +1 oder — 1 ist, je nachdem das Funktionenpaar 
f y g beim Passieren des Schnittpunktes h = 0 ? f — 0 einen Zeichen- 
wechsel Yerliert oder gewinnt, so ist die Charakteristik gleich der 
halben Differenz der gewonnenen und der Yerlorenen Zeichenwechsel 
g 7 wenn man den Rand h = 0 in dem angegebenen Sinne durch- 
lauft und die Schnittpunkte mit der Kurve f = 0 beachtet, oder auch 
gleich der halben Differenz der Yerlorenen und gewonnenen Zeichen- 
wechsel f, g ) wenn man die Schnittpunkte mit der Kurve g = 0 be- 
achtet. Wenn f und g auf dem Rande h — 0 als ganze rationale 
Funktionen einer reellen Veranderlichen ausgedrilckt werden konnen 
oder mit ganzen rationalen Funktionen auf dem ganzen Rande das 
gleiche Zeichen haben, so braucht man also nur auf diese ganzen 
Funktionen das Yerfahren des gemeinsamen Toilers anzuwenden, um 
die Charakteristik zu finden. So ist es z. R. ? wenn f und g ganze 
Funktionen von x und y sind, fur ein gradlinig begrenztes Gebiet 
moglich, den Wert der Charakteristik zu finden. Auf die analytische 
Darstellung der Funktion h(xy) kommt dabei gar nichts an. Auch 
brauchen die Kurven f = 0 und g ===== 0 den Bedingungen der Kon- 
tinuitat nur in dem Gebiet h < 0 unterworfen zu sein. — Von der 
Voraussetzung, dass die Determinanten , z. B. f\g.> — f^g L , in den 
Schnittpunkten /“= 0 und g = 0 nicht verschwinden sollen, kann man 
sich befreien. Man setze f — vji und g — v 2 J i an die Stelle von f 
und g. Dadurch wird die Determinante 
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f 9 h 

ft 9i \ 

nicht geandert. Die Schnittpunkte f= 0, h — 0 und die Schnitt- 
punkte g — 0, h — 0 werden auch nicht geandert, wohl aber die 
Schnittpunkte f — 0, g = 0. Ihre Koordinatenanderungen dxdy , die 
den Anderungen dv x dv 2 entsprechen, ergeben sich aus den Gleiehungen: 

(/i — Vh) dx + (/ 2 - , 

(^i — dx + (</ 2 — v^h) dy = . 

Gesetzt nun, es bliebe die Determinante dieses Systems Null fur alle 

Werte von v x und v 2 , die als Funktionen von x und y durch die 

Gleiehungen f — vJi — 0, g — v 2 h — 0 mit x und y zusammenhangen, 

so miissten die Werte von ~ und von einander abhangig sein. 

h h ° ° 

Da man nun aber v x und v 2 beliebige Werte geben kann, so wtirde 
man dann die Wahl so treffen konnen, dass die Gleiehungen = v x 
und = v 2 keine gemeinsamen Losungen hatten. Mithin kann man 

durch passende Annahme von v x und v. 2 bewirken, dass, wenn uberhaupt 
Schnittpunkte der Kurven f — i\ h — 0, g — i\ 2 h = 0 vorhanden sind, 
die Funktionaldeterminante [I B 1 b, Nr. 21] in ihnen von Null verschieden 
ist. Das kann offenbar auch durch beliebig kleine Werte von v x 
und v 2 erreicht werden, da ja nur die Befriedigung gewisser Glei- 
chungen zu vermeiden ist. Die Kurven f— 0 und g — 0 brauchten 
also nur beliebig wenig geandert zu werden. Nun kami man definieren, 
wie ein gemeinsamer Punkt der Kurven f— 0, g = 0 fiir die Charak- 
teristik gezahlt werden soli, wenn f x g s — f 2 g x fur ihn verschwindet. 
Wenn fur kleine Werte von v x und v 2 die Kurven f — v x h = 0, 
f — v 2 g — 0 keinen Schnittpunkt gemein haben, so ist der Punkt 
nicht zu zahlen. Wenn dagegen aus cliesem Punkt einer oder meh- 
rere Schnittpunkte der Kurven f — v x h — 0, g — vji = 0 hervor- 
gehen, so ist jeder von ihnen je nach dem Zeichen der Funktional- 
determinante mit + 1 oder — 1 zu rechnen, und ihre algebraische 
Summe giebt die Zahl, die dem Schnittpunkt von f — 0 und g — 0 
zukommt. Analoges gilt von den Punkten /'= 0, h — 0 und g — 0, 
h = 0. Wenn dies geschieht, bleibt der Satz erhalten: 

(I fgh\ 

— Y 2 sign & (Jl ]>1 = 2 sign > f ' 19 ' 2 ~~ * = etc - 

l fiffzh J ^<0, /‘=5 , = 0 

f— g = 0 oder g = h = 0 oder f — h — 0 
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Bei kontinuierlichen Anderungen der drei Kurven kann sich die 
Charakteristik nicht andern, wenn niclit alle drei Kurven sich in 
einem Punkte schneiden. Denn man kann, wie eben gezeigt, ohne 
Anderung der Charakteristik notigenfalls die Kurven / = 0 und g = 0 
so abandern, dass /^ 2 — f 2 g 1 von Null verschieden ist. Dann kann 
die Charakteristik sich nur dadurch *andern, dass bei der Anderung 
eines Schnittpunktes h sein Zeichen andert. Je nachdem dabei 
h(f[g 2 — abnimmt oder zunimmt oder, wie man auch sagen 
kann, je nachdem das Funktionenpaar h 7 f x g 2 — f^g x beim Ubergang 
einen Zeichen wechsel gewinnt oder verliert, wird die Charakteristik ura 
eine Einheit grosser oder kleiner. Denkt man sich die Koeffizienten 
von j f, g , 1 \ als rationale Funktionen eines Parameters t, durch dessen 
Anderung die Veranderung der Kurven sich vollzieht, so kann die 
Bedingung, dass f, g , h gleichzeitig verschwinden, in der Form R(t)=Q 
ausgedruckt werden, wo j R(t) eine ganze rationale Funktion von t ist 
(IB lb, Nr. 14 ). Lasst man t sich verandern, so wird sich die Charakte- 
ristik nur beim Passieren einer Wurzel von R(t) = 0 andern. Andrer- 
seits kann man nun eine rationale Funktion bilden, die beim Passieren 
irgend einer der Wurzeln dasselbe Zeichen hat wie h(f[g^ — f%9i)- 
Man braucht nur die Summe 



l 

h(fi9i — fi9i) 


fiber die samtlichen reellen und komplexen Losungen der Gleichungen 
f = 0 und g = 0 zu erstrecken. Diese rationale Funktion wird fur 

R(t) = 0 unendlich, ist also in der Form darstellbar, wo F(t) 


nicht mehr fur R(t) = 0 unendlicli wird. Ist F(t :) selbst keine ganze 
Funktion von t 9 so kann bekanntlich [ I B 1 a, Nr. 2 ] eine ganze Funktion 
Gr (t) gebildet werden, die fiir R(t) — 0 mit F(t) ubereinstimmt: 

’ST7 Jt(t) 


G(t) = 




Durch Anwendung des Teilerverfahrens auf G(t) und li(t') kann be- 
rechnet werden, um wieviel Einheiten die Charakteristik bei einer 
Anderung von t zugenommen hat. Die Anderung ist gleich der 
Anderung in der Anzahl der Zeichenwechsel der Sturm \schen Reihe. 
Alle diese Satze lassen sich auf beliebig viele Veranderliche ohne 
wesentliche Anderung ubertragen 21 ). Kronecker liat die Charakteristik 
auch durch ein Integral dargestellt, das iiber die Grenzen des Gebietes 
erstreckt wird analog dem Cauchy’schen Integral. Mit einem zweiten 


21) L. Kronecker , Berl. Ber. 187S, v>. 145 — Werke 2. n. 71. 
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von Kronecker angegebenen Integral gelingt es, die algebraiscbe Summe 
der Werte einer beliebigen Funktion in den Nullstellen des Funk- 
tionensystems, die in das betracbtete Gebiet fallen, darzustellen. Der 
Wert der Funktion ist dabei in jeder Nullstelle mit dem Zeichen der 
Funktionaldeterminante [I B 1 b, Nr. 21] multipliziert. Picard 2 2 ) bat zu 
dem von Kronecker betracbteten System nocb eine weitere V eranderliche z 
und eine weitere Gleicbung zD = Const, hinzugezogen, wo D die Funk- 
tionaldeterminante bedeutet. Dadurcb wird die Funktionaldetermi- 
nante des neuen Systems gleicb D 2 und die Charakteristik wird gleicb 
der absoluten Anzabl der Wertsysteme, die das von Kronecker be- 
tracbtete System zum Yerscbwinden bringen. Wie Dyck 23 ) gezeigt 
bat, kann man sicb bei der Kronecker’scben Verallgemeinerung des 
Cauchy’schen Integrals von dem Zeicben der Funktionaldeterminante 
frei macben, wenn man die Funktion mit einem Faktor versieht, 
welcber an den Nullstellen des Funktionensy stems den Wert -f- 1 
oder — 1 annimmt, je nacbdem das Yorzeieben der Funktionaldeter- 
minante positiv oder negativ ist. Als speziellen Fall erbalt Dyck 
dann aucb Picard's Formel filr die absolute Anzabl der Wertsysteme. 

S. Die qnadratisclien Formen im Zusammenliang mit dem 
Sturm’sclien Satz. Sermite 24 ) ersetzt das Sturm’scbe Yerfabren durcb 
die Betracbtung gewisser quadratiscber Formen. Sind x x x 2 . . . x„ die 
Wurzeln der Gleicbung a$x n ~f- a 1 x 7l '~ 1 + • • - + a n = 0, die von ein- 
ander verscbieden vorausgesetzt werden, so bildet er die quadratiscbe 
Form 

9 = Gfo + + — h 1 y»— i) - * 

Als symmetriscbe Funktionen der Wurzeln sind die Koeffizienten 
dieser quadratiscben Form reell, wenn a 0 a x . . . a n reell sind. Statt 
y 0 y x * * • Vn — i werden nun neue reelle Yeranderlicbe u x n 2 . . . u n ein- 
gefuhrt, indem fur eine reelle Wurzel Xi u- A — y 0 + %zy x + • * * 
+ Xx~ l y n — 1 ? fur ein Paar konjugierter komplexer Wurzeln x v 

dagegen + u v i = y 0 + x fl y x { -x^yn-i und u^-u r i=y Q - f 

+ x vVi + * * * + Xy~ 1 y n - 1 gesetzt wird. Da x x x 2 . . . x n von einander 


22) E. Picard , Par. C. R. 113 (1891), p. 356, 669, 1012; L. Kronecker , ib. 
p. 1006; E. Picard , Journ. de Math. (4) 8 (1892), p. 5. 

23) W. Dye/t, Par. C. R. 119 (1894), p. 1254 u. ib. 120 (1895), p. 34, Munch. 

Ber. 25 (1895), p. 261, 447 u. ib. 28 (1898), p. 203. 

24) Gh. Her mite, Par. C. R. 36 (1853), p. 294; Yergl. auch K. Gr. J. Jacobi's 

nachgelassene Abhandlung Journ. f. Math.53 (1857), p. 275 = Werke 3, p. 591. 
Ch. Her mite, ib. 52 (1856), p. 39 [I B 2, Nr. 3, Anna. 38]. 
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verschieden sind, so ist die Determinante der linearen Funktionen 
u x, + u v i yon Null verschieden, und es lassen sich y 0 ,y 1 ,...y n _ x 
auch als lineare Funktionen von u x u 2 . . * u n ausdriicken. Nun ist 
(Up + U v if + (Uju — U v if = — 2u v 2 . Die quadratische Form <p 

besteht also nack der Einfuhrung der Veranderlichen a x , u 2 . . . u n aus 
einer Summe yon Quadraten mit positiven oder negativen Vorzeichen. 
Jede reelle Wurzel fuhrt zu einem positiyen Vorzeichen, jedes Paar 
komplexer Wurzeln zu einem positiven und einem negativen Vor- 
zeichen, so dass die Anzahl der komplexen Paare gleich der Anzahl 
der negativen Vorzeichen und die Anzahl der reellen Wurzeln gleich 
dem Uberschuss der Zahl der positiven iiber die der negativen Vor- 
zeichen ist. Die Substitution der Veranderlichen u x u 2 . . . u n an Stelle 
von y 0 y x . . . y n - 1 kann man nun freilich ohne Kenntnis der Wurzeln 
nicht machen; aber es genligt, irgend eine reelle lineare Transforma- 
tion der Veranderlichen zu machen, bei der die quadratische Form 
auf n Quadrate reduziert wird. Denn es gilt der Satz, dass dabei die 
Anzahlen der positiven und negativen Vorzeichen immer erhalten bleiben 
[I B 2, Nr. 3]. Bezeichnet s y die Summe x-J -J- x/ 4 h x n Y > so ist 


<p s a+ti y a yp. 


Nun kann man, wie in der Determinantentheorie 1 1 A 2, I B2, Nr. 3, 
I C 2] gezeigt wird, die quadratische Form z. B. auf die Form bringen 


Z>, 


gx 2 2 + --- + 


K 

D„ 




wo 


a-M !)- 


Da nun B i =n positiv ist, so ist die Anzahl der I’aare kom- 
plexer Wurzeln gleich der Anzahl der Zeicheinveehse] in der Hoihe 
Dies gilt auch noch, wenn von den Grbssen /)„— 1 

einige verschwinden, obgleich dann die Transformation in dieser Form 
nicht durchfiihrbar ist. Die Grbssen I) x lassen sich aueh durcli die 
Wurzeln ausdriicken. Denn I) x entsteht naeh dem Multiplikations- 
theorem der Determinantentheorie |T A 2, Nr. 21 1 durcli die Komposition 


der beiden rechteckigen 

Systeme : 



1 

1 

1 

... 1 

1 .r, :iy . . 


x x 

x 2 

x 2 2 

* 3 2 

. . . x n 

1 :r., . . 

. . x., y 

x x 2 

■ . . a;„ 2 

und 1 
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Folglieli ist 

D x = J2M 2 = 2n(x Xa — a*,)*. 

Jedes Grlied der Summe beziebt sicb dabei auf je % Wurzeln aus der 
Reihe x x x 2 . . . x n und die Summe ist uber alle Kombinationen von 
je k von einander verscbiedenen Wurzeln zu erstrecken 25 ). 

Fur die quadratische Form 

= yj Oo + 4- tfyn H f- Xx n - X y*- 1) 2 

l 1 

konnen analoge Betracbtungen durcbgefubrt werden. Statt y Q y t . . . y n —-i 
werden wieder die Veranderlicben u 2 , . . . u n eingefiibrt. Einem 
Paar konjugierter Wurzeln x u , x v entsprechen die beiden Grlieder 
(t — + u vi) 2 + (t — x^iu^ — u v if = [(t — Xu)- 1 

+ (t Xy)- 1 ]^ 2 — U V 2 ) + \}(t ~ %v)~ l ] 2 UjuUy. 

Transformiert man diese Glieder fur sieb auf zwei Quadrate, so tritt 
immer ein positiver und ein negativer Koeffizient auf. Denn es ist, 
wenn ^0, 

A (u/ — u/) + 2Bu u u v = A (%iu + ~ Uvj" — A (l -j- j?) ?v 
und, wenn A — 0 ist: 

JB JB 

2Bu fl u v = y («y* + u vf — y (% — u v )~. 

Einer reellen Wurzel Xi entspricbt das Glied (t — Xx)~ x Ux 2 . Das 
giebt ein positives Zeicben, wenn t>Xx, ein negatives, wenn t<Jxx 
ist. Folglicb ist die Anzabl aller negativen Zeicben gleicb der An- 
zahl der reellen Wurzeln, die grosser sind als t, vermebrt um die 
Anzabl der Paare konjugierter Wurzeln. Setzt man daber erst einen 
Wert t x ein, dann einen grosseren Wert i 2y so ist die Anzabl der 
negativen Vorzeicben fur t 2 um die Zabl der zwiscben t x und t 2 ge- 
legenen reellen Wurzeln kleiner. Die Anzabl der negativen Vor- 
zeichen erfabrt man durcb irgend eine reelle Transformation auf 
Quadrate. Dies kann z. B. wie oben gescbeben. Setzt man 

Sg = ^(t — X^Xf Und D x —\Sa^\ (a,/S=0,l,...x-l), 
jL 

so ergiebt sich die Anzabl der reellen Wurzeln zwiscben und t 2 
gleicb der Anzabl der in der Reibe 1, D 17 D 2y . . . D n beim Ubergang 
von t ± zu i 2 verlorenen Zeicbenwecbsel. Statt (t — x?)~~ l kann man 


25) Vergl. die Formen, die Sylvester den Sturm’schen Funktionen gegeben 
hat: Sylvester , Phil. Mag. 15 (1839), p. 428; Lond Trans. 1853, p. 511, wo fill* cp der 
Name „Bezoutiante“ eingefiibrt wird; J. K Fr. Sturm, J. de Math. 7 (1842), p. 356. 
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aucli irgend eine andere ungrade positive oder negative Potenz von 
(t — xx) einsetzen. Piir die erste Potenz wird s x ' = s y t — s x+1 und 
daher 


X) y J 


S 0 S 1 
S 1 S 2 



26^ 


$}C d^-f-1 ♦ • - S%y. 1 i y ' 


Die Anwendung des Sturm’schen Yerfahrens auf zwei beliebige 
ganze rationale Funktionen U und V kann ebenfalls durch die Be- 
tracbtung quadratischer Formen ersetzt werden. Man setzt 

9 = 2 4- an* + 4 f 


Bei E inf filming der Veranderlichen . . . u n entsprecben einem 
Paar konjugierter Wurzeln der Gleichung V(x) = 0 die Glieder 


v '(V 


(ujt 4~ w v i) 2 -f- 


U ( X v) 

V \ X v) 


(u u — u v if = A(u /t 3 — Uy 2 ) + 2Bu JLl u V} 


die wieder, wie oben gezeigt, bei der Transformation auf Quadrate 
ein positives und ein negatives Vorzeiclien liefern. Einer reellen 
Wurzel Xx entspricbt das Glied 

U ( X x) 2 
V '( x x) UZ ' 


Da nun in der Nahe von Xx die Punktion V(x) das Zeichen von 
V'(xx)(x — %x) hat, so verliert oder gewinnt bei Xx das Funktionen- 


U(x X ) 

paar V, U einen Zeichenwechsel, je nachdem ----- positiv oder negativ 


ist. Mitbin ist fur die ganze quadratische Form der tlberschuss der 
Anzahl der positiven liber die der negativen Quadrate gleich dem 
Verlust der Zeichenwechsel ; den die Sturm’schen Punktionen erleiden ; 
wenn x von — oo zu + oo libergeht. Wenn man den Quotienten 
TJ(x ) durch V(x) nach fallenden Potenzen von x entwickelt: 


so ist 


V(x) 


■■ g(x) -f- c 0 x 1 + c t ar’- -f- c 2 x - :i + • ■ • , 


9 = 2 c a +?y «■>/[! ■ 


26 ) Auch hier kann man iihnlich wie bei den oben aufgestellten Determi- 
nanten die Wurzeln einfiihren und alles durch Summen von I) iff erenzenpr o dukten 
ausdriicken. 
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Denn es ist 


m 

V(xj 


■Si*) +2 


u ( x i) 




V'{X>) x — x x 

'+2 n ^’+- 


Die Zahl der yerlorenen Zeiclienweclisel ist dann gleicb dem Uber- 
scbuss der Zeiclienfolgen iiber die Zeicbenwecbsel in der Reibe 
1 > -Dgj * • ♦ Dny WO D x = ( a , /? = 0 , 1 , . . . y. 1 ) . 


9. Ntunerisch.es Beispiel fur die Separation. Es soil nun ein 
Beispiel der Separation der reellen und komplexen Wurzeln einer 
Grleicbung gegeben werden: 

fix) = 3.22a; 6 + 4.12a^ + 3.11a; 3 - 7.25a; 2 + 1.88a; — 7.84 = 0, 
f(x)= 19.32a; 5 + 16.48a; 3 + 9.33a; 2 — 14.50a; + 1.88. 

Das Sturm’scbe Yerfabren wird mit dem Recbenscbieber ausgefubrt, 
was die Multiplikation einer ganzen Reibe yon Zablen mit einem 
Quotienten sebr scbnell ausfdbren lasst. Die letzte Stelle der bin- 
gescbriebenen Koeffizienten ist nicbt mebr sicber; sie ist aber aucb 
zur Entscbeidung iiber die Lage der Wurzeln nicbt notig. 

r x = — 1.37 a; 4 — 1.55a; 3 + 4.84a; 2 — 1.57a; + 7.84 
’ r % = — 109a; 3 + 89.9a; 2 — 121a? + 123 
r a = — 4.16 a; 2 + 0.15a? — 4.83 
^ = _ 8.8a; — 23.3 
r o = + 34.4. 

Das ergiebt die Yorzeicben 

£= _ oo: -j 1 h + 

* = 0 :- + + + + 

a; = + oo: + -\ j- ■ 

Es giebt dalier nur zwei reelle Wurzeln, yon denen die eine positiy, 
die andere negatiy ist. 

Um die komplexen Wurzeln zu trennen, werde zunacbst x = it 
eingesetzt und das Sturm’scbe Yerfabren auf den reellen und imaon- 

O D 

naren Teil angewendet: 

Z7 = — 3.22 ^ + 4.12 tf 4 -f- 7.25 f 2 — 7.84 
— V — 3.11^ — 1.88 1 

r x — — 8.56 £ 2 + 7.84 
r 2 = — 0.97 1 
ri = - 7.84. 

27) A. Hurwitz, Math. Ann. 46(1895), p. 273 u. f. zeigt, wie die G-rossen D x 
direkt dureh die Koeffizienten yon U nnd V in Determinantenform ausgedriickt 
werden konnen. 
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Die Vorzeichen sind 

t — — oo : — [- — 

t = -|— oo : — -j- — — — j 

also p — q — 0, y + = 3 . 

Es sind daher 3 Wurzeln mit negativem reellen Teil und folg- 
lich 3 Wurzeln mit positivem reellen Teil vorhanden. Je eine davon 
ist reel!. Nun werde zunackst eine obere Grrenze fur den absoluten 
Betrag der Wurzeln bestimmt. Sobald 

3.22|*|*>7.84J^i, 

sind keine Wurzeln mebr moglicli. Wenn \x \ > 1, ist dies a fortiori fur 
3.22|«|® > 7.84 

oder 

3 - 22 M>FFi 

der Fall. Das liefert die obere Grrenze 2.2. Um die komplexen 
Wurzeln zu isolieren, lege man durch den um den Nullpunkt mit 
dem Radius 2.2 beschriebenen Kreis die geraden Linien x — 1 -f- ti 
und x = — 1 ti und bestimme fur beide die Anzahlen der Wur- 
zeln auf der positiven Seite. Fur f(l + ti) — TJ-\-Vi wird: 

U= — 3.22 * 5 6 + 52 . 42 * 5 * — 75 . 10 * 5 2 — 2.76 
— V = — 19 . 32 ** + 83.99 f — 32.51 £ 
r x = — 38 . 44 * 5 * + 69 . 69 * 5 2 + 2.76 
r 2 — — 49 . 0 ^ + 33 . 9*5 
r 3 = — 43.2 * 5 2 — 2.76 
r 4 = — 37 . 0*5 
r 5 = + 2.76. 

Die Vorzeichen sind: 

t — — oo : — + h h ~h 

t z=== ‘ — {~ • oo : — — — — — — — j— 

p — 2 == 4, - 2 - + = r> . 

Fur f(— 1 -f ti) = 77 + Vi wird: 

U= - 3.22/ 6 + 52.42 if 4 — 56.44/* — 12.74 
— V— 19.32/® — 77.77/* + 10.09/ 
r L = — 39.47 Z 4 + 54.7Z 2 + 12.74 
r., = 51.0/ 3 — 16.3/ 
r“ = — 42.1/ 2 — 12.74 
r 4 = 31.7/ 
r s = + 12.74. 



10, Das Newton’ sche Verfahren. 11. Allgemeinere Verfahren. 433 
Die Vorzeichen sind: 

£ = -J- oo : — -f- — -j- — -[“ -|~ 

, n . p — a ^ 

p — q = —4:, t + 

Die negative Wurzel ist dalier algebraiscb kleiner als — 1 ; ein 
Paar konjngierter Wurzeln liegt zwiscben den Geraden x = — 1 -} -ti 
und x = ti nnd das zweite Paar zwiscben den Geraden x — ti und 
x = 1 -f - ti. Die positive Wurzel ist grosser als 1. Alle Wurzeln 
sind absolut kleiner als 2.2. 

Die Approximation der Wurzeln. 

10. Das Newton’scbe Verfabren. Anstatt durcb die bisher 
auseinandergesetzten Metboden die Isolation der Wurzeln vorzunebmen, 
kann man aucb ohne weitere Vorbereitung durcb eine uberscblagige 
tabellariscbe Berecbnung der zum Verscbwinden zu bringenden Funk- 
tion oder auf grapbiscbem Wege Naberungswerte gewinnen 28 ). Fin* 
die reellen Wurzeln wird dies im allgemeinen vorzuzieben sein. Sobald 
die Wurzeln angenabert bekannt sind, lassen sicb durcb das Newton’scbe 
Verfabren, wie oben bemerkt, genauere Werte finden. Die Annabe- 
rung ist eine rascbe, sobald es sicb nur nocb um Intervalle bandelt, 
in denen die Funktion sebr nabe linear ist. Aucb fur die Berecb- 
nung komplexer Wurzeln bleibt das Verfabren giiltig, und der TJber- 
scblag der erreicbten Genauigkeit ist abnlicb zu macben. 

Statt wie beim ISTewton’scben Verfabren die Funktion durcb eine 
lineare Funktion zu ersetzen 29 ) und dadureb einen Nabemngswert zu 
finden, konnte man aucb eine ganze Funktion zweiten oder boberen 
Grades an Stelle von f(x) nebmen und als Naberungswert eine der 
Wurzeln der Gleicbung zweiten oder boberen Grades annebmen. Das 
wiirde z. B. mit Yorteil angewendet werden koimen, wenn zwei oder 
mebr Wurzeln nabezu einander gleicb sind. 

11. Allgemeinere Verfabren. Eine allgemeinere Art der succes- 
siven Annaberung, von der das Newton’sebe Verfabren als spezieller 


28) JR. MehmJce , Civilingenieur (2) 35, p. 617 und Zeitschrift Math. Phys. 36 
(1891), p. 158; vergl. femer den Art. IF uber graphisches Reehnen. 

29) G-eometriscb gesprochen ersetzt Newton die Kurve y = fix) durcb ihre 
Tangente. Man kann sie auch durch eine Sebne ersetzen, z. B. indem man 
zwei Punkte der Kurve berechnet (Regula falsi). Vgl. die Darstellung bei 
H. Weber. Wegen des Ausdrucks „Regula falsi u s. M. Cantor , Gesch. d. Math. 1 
(1. AufL), p. 524, 628. 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. -S 
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Fall betrachtet werden kann, ist das folgende. Es liabe die Gleichung 
die Form x = <p(%) 9 und es werde vorausgesetzt, dass die reclite Seite 
sich fur Werte von x 7 die in der Umgebung einer der Wurzeln liegen, 
nur langsam andern moge. Ist \<p'(&)\ fur alle Werte von x , die 
der Wurzel naher liegen als ein Naherungswert a, kleiner als so 
liegt 9 d(x) zwischen q>(a) + m (x — a) und tp(a) — m(x — a). Setzt 
man also = (p(a), so ist fur die Wurzel \x — a t \ < m \x — a \ . 
Wenn daher m ein echter Bruch ist S0 ), so muss der Felder von a x ein 
Bruchteil des Felders von a sein. Wenn man mit % ebenso verfahrt, 
so erhalt man far einen dritten JSTaherungswert a 2 = 9p(a x ): 

\x — a 2 \ < m ± \x — % |, 

wo m 1 <,m. Sei z. B. eine Wurzel der ' Gleichung x = arctg x zu 
berechnen. Der Differentialquotient der rechten Seite ist (1 + a; 2 )- 1 . 
Kommen also z. B. nur Werte von x in Betraclit, deren absoluter 
Betrag grosser ist als 10, so ist m < 0.01. Der Feliler wird sich 
dann bei jedem Schritt auf weniger als den liundertsten Teil des 
vorigen Fehlers vermindern. Wird a = 10 angenommen, so ist 
a x = arctg 10 = 3.46828 % und a 2 = arctg a t = 3.47087%. Die 
Wurzel liegt zwischen 3% und 4%, da die Tangente in dieseni Inter- 
val! alle Werte durchlauft. Folglicli ist der Feliler von a kleiner als 
% und mithin der von a 2 kleiner als 0.0001 %. Das erlaubt aber wieder 
den Schluss, dass der Fehler von a kleiner ist als 3.48% — 10, also 
kleiner als 0.3% und daher der Fehler von a 2 kleiner als 0.00003%, 
abgesehen von dem Fehler, der durch die Abkiirzung der Rechnung 
auf 5 Dezimalen hinzutritt. 

Diese Metliode wird in der Astronomie lulufig angewendet. Wenn 
man z. B. aus einer Monddistanz die Greemviclier Zeit berechnet, so 
kommt in der Reduktion der Distanz selbst die Greemvicher Zeit 
vor. Aber das Resultat andert sich nur wenig, wenn dabei eine etwas 
andere Greenwiclier Zeit benutzt wird. Man reclmet daher mit einem 
Naherungswert, und wenn sicli dann als Resultat eine Greemvicher 
Zeit ergiebt, die wesentlich von dem Naherungswert abweicht, so 
wiederholt man die Reclinung mit der gefundenen Greemvicher Zeit. 
Dabei ist der Wert von m in der Regel so klein, dass hbchstens 
eine Wiederholung notig ist. 

Das Newton’sche Verfahren kann als spezieller Fall dieser Rech- 


30) W. Wagner, Best, der Genauigkeit des Newton’sehen Verfahrens. 
Berlin, lat. 1855, deutscli 1860. E. Schroeder, Math. Ann. 2 (1870), p. 817. 
Dieselben Resultate sincl spiiter von C. Iscnkrahe , Math. Ann. 31 (1888), p. 300 
gefunden; verg-1. anch E. Netto, Math. Ann. 29 (1887), p. 141. 
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nungsweise angeseben werden, indem man statt der Gleicbung f(x) — 0 
die gleicbwertige Gleicbung setzt: 


x = x — 


m 

f*' 


Der Differentialqnotient der reeliten Seite ist 

f-f" 

f'S , 


der, sobald eine binreicbende Attnaherung an die Wnrzel erreicbt ist, 
beliebig klein wird. Liegt fiir die betracbteten Werte von x der ab- 
solute Betrag you f (x) zwiscben zwei Yon Null Yersebiedenen Grenzen 
% < \ f {x)\ < K und ist \f'(x) \ < M, so ist, wenn x eine Wurzel der 
Gleicbung f(x) = 0 bedeutet, \f(a)\ < K\x — a\ und daber 


mrw 


^KM , , 

< — § \x a\ 


Mithin ist fur den nacbsten Naberungswert a x 

KM, 


oder 


I# — %| < : 

KM , 


> — aj 2 31 ) 


x ■ 


, (K • M . A 2 


und daker fiir den n + l ten Naberungswert a n 

E-M , t . /E ■ M , ,\2“ 

— a A< (— *-|« — a \) ■ 

Der Exponent auf der recbten Seite wacbst z. B. naeb zebn Sebritten 
auf 1024. Sobald also — a \ nur einigermassen kleiner ist 

als 1, so ist die Konvergenz rascb. Zugleicb lasst diese Formel 
uberscblagen, auf wie Yiel Dezimalen es sicb bei jedem einzelnen 
Scbritte lobnt die neue Annaberung auszurecbnen. Dabei kommt es 
auf eine genaue Bestimmung Yon k, K und M nicbt an. Sei z. B. 
die positive Wurzel der Gleicbung 

3.22a; 6 + 4.12# 4 + 3.11a; 3 — 7.25 ar -f 1.88a; - 7.84 = 0 

zu berecbnen. Die Wurzel liegt, wie wiv oben fanden, zwiscben 1 
und 2.2. Der erste Naberungswert werde gleich 1 genommen. Dann 


31) Vgl. J. B. J. Fourier , Analyse des equations determines, Paris 1S31, bvre II, 


art. 22. Bis auf Grossen boberer Orclnung ist sogar x — cq == — 


man bei grosser Annaberung statt \x — a x |< 


K-M 


(x — a) 2 f"(x) 
2 


\x — a I 2 nebmen kann. 
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ist — und da fix) mit waclisendem x zunimmt, so ist 

t (1) 32.51 7 v ' 7 

. 2 76 

der Fehler des Naherungswertes 1 kleiner als sagen wir kleiner 

als 0.1. Nun kann fur etwa 5 ; also fur ^^~\x — a\ etwa ~ 

gesetzt werden. Der Fehler der Annaherungen nimmt also ungefahr 
ab wie die Reihe: 2~\ 2~ 3 , 2~ 7 , 2 ~ ~ 15 ? 2~ 31 . Man wird daher bei 
den ersten beiden Annaherungen nur auf ein oder zwei Dezimalen 
genau rechnen, bei der yierten auf 5 oder 6 Dezimalstellen und bei 
der funften wurde es sich lohnen, auf 10 Stellen genau zu rechnen: 


a 

m 

m 

a x = 1.1 
a 2 = 1.07 
« 3 = 1.072 
a 4 = 1.07194 

+ 1.32 
— 0.086 
+ 0.0028 

+ 50.3 
+ 44.3 
+ 44.7 


Die geringere Genauigkeit der ersten Annaherung erlaubt die An- 
wendung des Rechenschiebers. 


12 . Horner’s Schema. Diese Betrachtungen galten fur beliobige 
Funktionen. Fur den Fall einer ganzen rationale!! Funktion hat 
Horner 32 ) ein bequemes Schema zur Ausfiihrung des Newton’schen 
Yerfahrens gegeben. Schon oben Nr. 4 ist das Horner’selie Schema 
gegeben, nach dem bei einer ganzen rationalen Funktion nacli einander 

die Koeffizienten f(p), f (p) } etc. gefunden werden konnen. Sie 

sind die Koeffizienten der Gleiehung, der die Verbcsserung x — p 
der Annaherung p geniigen muss. Enthalt p nur cine von Null ver- 
schiedene Ziffer, so sind alle Multiplikationen einfaeli, unci wenn nun 

p der Wurzel hinreichend nahe ist, so liefert — die nachste 

/(.P) 

Ziffer q, die nun fur die Koeffizienten der neuen Gleiehung dieselbe 
Rolle spielt wie p fur die Koeffizienten der urspriinglichen Gleiehung. 
So fortfahrend findet man Ziffer auf Ziffer. 


32) W. G. Homer, Load. Trans. 1819, part. 1 , p. 308, ferner Mathematical lie- 
pository 5, 2. Teil (London 1830). J. M. Young, on the theory and solution 
of algebraical equations. 1. Aufl. London 1835. 2. Aufl. London 1843. 
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Beispiel: 

3.22 x* + 4.12a; 4 + 3.11a; 3 — 7.25 a; 2 + 1.88a; — 7.84 = 0, 

P = 1 


3.22 0 

4.12 

3.11 

— 7.25 

1.88 

- 7.84 

3.22 

3.22 

7.34 

10.45 

3.20 

5.08 

3.22 

7.34 

10.45 

3.20 

5.08 ■ 

-2.76 

3.22 

6.44 

13.78 

24.23 

27.43 

• 

6.44 

13.78 

24.23 

27.43 

32.51 


3.22 

9.66 

23.44 

47.67 



9.66 

23.44 

47.67 

75.10 



3.22 

12.88 

36.32 




12.88 

36.32 

83.99 





3.22 16.10 

16.10 52.42 

3.22 
19.32 

Es ist nicht notig, die neuen Koeffizienten noch einrnal hinzusclireiben. 
Es geschieht bier nur der Auseinandersetzung wegen. 

2.76 

® = 32.51 = 

3.22 19.32 52.42 83.99 75.10 32.51 — 2.76 

0.2576 1.5662 4.3189 7,0647 6.5732 3.1267 

19.5776 53.9862 88.3089 82.1647 39.0832 + 

Das positive Zeichen beweist, dass die Verbesserung q = 0.08 zu 
gross ist. Die Rechnung wird nun naeb Homer nait 0.07 wiederbolt. 
In den ersten Koeffizienten fiiliren wir nur 4 Dezixnalen. 

3.22 19.32 52.42 83.99 75.10 32.51 — 2.76 

0.2254 1.3682 3.7652 6.1429 5.68700 2.673790 

5378g2 g 7 . 7552 ' 81.2429 38.19700 —0.086210 
0.2254 1.3840 3.8621 6.4132 6.13593 

19.7708 55.1722 91.6173 87.6561 44.33293 

0. 2254 1.3997 3.9600 6.6904 

19.9962 56.5719 95.5773 94.3465 

0.2254 1.4155 4.0591 

20.2216 57.9874 99.6364 

0.2254 1.4313 

20.4470 59.4187 

0.2254 
20.6724 
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Beim weiteren Recbnen vermindert sich nun der Einfiuss der vorher- 
gehenden Koeffizienten auf die folgenden immer melir, so dass man 
sick bei den ersten Koeffizienten auf immer weniger Stellen be- 
scbranken kann, obne die Genauigkeit der letzten zu beeintrachtigen. 
Die nachste Verbesserung ist 0.001. 

3.22 20.67 59.42 99.64 94.346 44.3329 —0.086210 

0.00 0.02 0.06 0.100 0.0944 0 .044427 

20.67 59.44 99.70 94446 44.4273 — 0.041783 

0.02 0.06 0.100 0.0945 

59.46 99.76~94.546 44.5218 

0.02 0.06 0.10 0 

59.48 99.82 94.646 

0.02 0.06 

59.50 99.88 

002 

59.52 Verbesserung: 0.0009 

3.22 20.7" 59.5 99.9 94.646 44.5218'' — 0.041783 

0.05 0.090 0.0853 0.040146 

100. 94.736 44.607 1 — O.Of) 1637 

0.090 0.0853 

94.826 44.69 
0.09 

94.9 Verbesserung: 0.0000366 

3^22 20?7 59.5 100 94.9 44.69 1_7>.00 1637 

0.00 1341 

296 
268 
28 

Die letzten Ziffem werden durcli fortgesctzte Division gefunden, da 
jetzt der vorletzte Koeffizient 44.6!) so weit, win or bier in Betracht 
kommt, durcli die vorbergelienden niclit geandert wird. Die Wurzel 
ist 1.0719366. 

Horners Verfaliren liisst sicli auch vortreiflioli mit der Metliode 
von Lagrange 3 "') verbindett, wonaeli die Wurzel in einen Kottenbrucli 
entwickelt wird. Man bestimmt jedesmal die naclist kioinere gauze 
Zahl a, setzt x — a - j- — und betrachtet dann die Gleiebung fitr y. 

33) J. L. Lagrange, de la resol. (les equations numtiriquos do tous les 
degres. Paris 1798. Chap. III. 
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Hier kommt es dann auf die grosste Wurzel an, £iir die wieder die 
nachst kleinere ganze Zalil best inmat wird. Die Reclmung ist wie 
bei Homer, nur sind bei jedem Scbritt die Koeffizienten in der um- 
gekehrten Reibenfolge zu nehmen. Der zweite Koeffizient dividiert 
durch den ersten giebt einen Naherungswert fiir die grosste Wurzel. 


13 . Bernoulli’s Verfahren. Fiir den Fall, dass f(x) eine ganze 
rationale Funktion ist, bat D. Bernoulli 34 ) eine Metbode zur Berech- 
nung der Wurzeln gegeben, welehe die Separation niebt voraussetzt. 
Sind x ± x 2 . . . x n die Wurzeln der Gleiebung f(x) — 0 und bedeutet 
Sx die Sunime -f- + * b x n Z 7 so kann man scbreiben: 




Ist nun x t dem absoluten Betrage nacb grosser als x % . . . x n , so wird 

sehr wenig von x 1 ver- 


fur grosse Werte von X der Quotient 

s x — 1 

scbieden sein. Bedeutet andrerseits <5>. die Summe + x*~~ x -f 

+ Xn 1 - 1 und ist x n die absolut kleinste Wurzel, so folgt ebenso, dass 


fur grosse Werte von X der Quotient 


i 


sekr wenig von x n ver- 


schieden ist. Die Werte der Grossen Sx und 6x erbalt man dureb 

' Entwicklung von nacb negativen und positiven Potenzen von x. 

Denn es ist [I B 3 b Nr. 4 ] : 

/» 
m 


= nx~ 1 + 2 + s 2 x~ d -f- 

6. 2 X — 6 3 x' 2 


f(x) 6l 


Entwickelt man nacb Potenzen von h, so liefert der Quotient 

f\P~T fl ) 

der Koeffizienten von 7* 2 ” 1 und ¥ einen Naherungswert fiir den ab- 
solut kleinsten Wert von li, der der Gleiebung f (p -f- h) — 0 geniigt, 
und p -f- h stellt die Wurzel der Gleiebung fix) = 0 dar, die dem 
Wert p am naebsten kommt. 

Dem Bernoulli’sclien Verfahren liegt ein allgemeiner Satz zu Grunde, 
der so ausgesprochen werden kann: Es sei <p(x) eine Funktion einer 
komplexen Veranderlichen [II B la], die sicb in der Nake von x=p 


34) D. Bernoulli , Petrop. Comm. 3, 17*28 [32], p. 92. Euler , Introd. 1, 
Laus. 1748, cap. 17, deutsch v. A. C. Michelson, Berl. 1788, F. Maser , Berl. 1885. 
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regular verhalt. Es werde die Punktion nun nach Potenzen von x~ 
entwickelt 

<p(z) = C 0 4- c x {x —p) + c 2 (x—pf-\ . 

Auf der Peripherie des Konvergenzkreises muss mindestens eir 
singulare Stelle liegen. Giebt es nun auf dem Kreise nur eine singi 
lare Stelle a und ist diese aussenuesentlich singular, so ist fur hi] 

Co 


reicliend grosse Werte von X der Quotient — — sehr wenig von a- 


verscliieden 35 ). Die Bernoulli'sche Methode ist eine spezielle Anwe; 
dung dieses Satzes; denn die Wurzeln der Grleichung f(x ) = 0 sir 

f (#) 

ausserwesentlich singulare Stellen der Punktion -xrr- * Man 


sieh 


dass man die Wurzeln aber auch erhalten wiirde, wenn man sta 
f (x) irgend eine andere ganze Punktion, die fur die Wurzeln vc 
fix) nicht oder nielit von gleieh hoher Ordnung wie f(x) verschwindc 
durch f(x) dividierte 36 ). 


14. Graeffe’s Verfahren. Die Bernoulli’sche Methode wird wo] 
kaum eine praktische Bedeutung erlangen, weil die Konvergenz m 
dann betrachtlich ist, wenn die zu berechnende Wurzel dem Werte 
wesentlicli naher ist als die iibrigen Wurzeln; dann lasst sieh d 
Berechnung aber im allgemeinen besser mit der Newton’ schen Methoi 
machen. Dagegen hat Graeffe 37 ) ein Yerfahren angegeben, das a 
einem ahnlichen Gedanken beruhend, wesentlich schneller zur E 
mittelung oiler Wurzeln einer ganzen rationalen Punktion filhrt, ohi 
die Separation der Wurzeln vorauszusetzen. 

Es werde die ganze Funktion n tGn Grades f(x) in der Form g 
schrieben: 

fix) = a 0 x n — a i x n ~~ 1 + o,/x n ~ 2 — ■(- a n . 

Das Produkt fix) f( — x) wird nur gerade Potenzen von x enthalte 
da es beim Verwandeln von x in — x sieh. nicht andert. Es kai 
als ganze Punktion n i<ilx Grades von x 2 dargestellt werden: 

f(x)f(— x) = A 0 x 2n — A t x 2jl ~ 2 -)- A„x 2n -~ l — * • • + • 


35) J. Konig, Math. Ann. 23 (1884), p. 447. 

36) Die Bemoulli’sche Methode ist auch zu Rcihenentwicklungen fiir c 
Wurzeln verwendet worden. Siehe E. Schroeder , Math. Aim. 2 (1870), p. 31 
C. Bunge, Acta Math. 6 (1885), p. 305; W. F. Meyer, Math. Arm. 33 (1889), p. 51 
F. Cohn, Math. Ann. 44 (1894), p. 473. 

37) C. H. Graeffe, Die Auflosung der hoheren numerischen Glcichung< 
Zurich 1837. Vergl. dazu J. F. Enclce, Journ. f. Math. 22 (1841), p. 1! 
E. Carvallo, methode pratique pour la rtSsol. num. complete des equations algd 
ou transcendantes, These, Paris 1890. 
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Die Koeffizienten A 0 , A 1} A$, . . . sind die Summen der Kolonnen in 
dem Schema: 


+ «o 2 

— 2a 0 a 3 

+ «i 2 

+ 2a 0 a 4 
— 2 & x 

+ 

— 2a 0 « 6 

-f 2%% 

— 2 a 2 a 4 

a i 2 

. . . 

A 

A 

A 

A 

. . . 


Die Wurzeln der Gleichung A o 0 n — A 1 0 n ~ 1 -f- A^z n ~ % + = 0 

sind die Quadrate der Wurzeln der ersten Gleichung f(x) — 0. Wenn 
man nun mit der neuen Gleichung ebenso verfahrt u. s. £, so erhalt 
man die Gleichungen, deren Wurzeln die 4 ten , 8 ten , 16 teu etc. Potenzen 

der Wurzeln der ersten Gleichung sind. Es sei B 0 u n — B 1 u? l ~ 1 -} 

+ B n = 0 die Gleichung, der ,die 2 rten Potenzen geniigen. Dann ist ? 
wenn 2 r = X geschrieben wird: 


t= 2 x °’ 


■B. 

J5, 


^. T X [i ; 


B n 


^Xgxfxf, 


etc. 


Nun sei \x x \ > |# 2 | > \x z \ >.-->\x n \. Dann kommen fur grosse Werte 

yon X gegen x ± x alle iibrigen Grossen x a l nicht in Betracht, gegen 

x^x/ kommen alle iibrigen x a L x^ nicht in Betracht, gegen x^x/x^- 

alle iibrigen x a x xp l x v x u. s. f. Es wird demnach bis auf einen 

kleinen Bruchteil seines Betrages x< 1 — 5- und ebenso xJ'xA = 

x>o 

B 

x^x^xJ- = —■ u. s. f. Mithin bis auf einen kleinen Bruchteil seines 
A) 

Betrages x x x = x % = x i — u. s. f. ? und die Wurzeln 

° 1 “ B B B 

selbst sind A te Wurzeln aus den Quotienten , —■ , u. s. f. Sind 

-t>0 

die Wurzeln reell ; so konnen sie dadurch bis auf ikr Yorzeichen be- 
rechnet werden. Das Yorzeichen ergiebt sich dann daraus, dass fiir 
den mit dem richtigen Zeichen genommenen Wert f(x) sehr klein 
werden muss. Der Wert von f(x) giebt dann zugleich mit der 
Kenntnis eines genaherten Wertes von f(x) das Mass der erlangten 
Genauigkeit. Die Genauigkeit kann dann durch das Newton’sche Ver- 
fahren rasch gesteigert werden. 

Es ist zweckrnassig, die Erorterung etwas allgemeiner zu machen. 
Es werde nur yorausgesetzt ; dass x 1 x 2 . . . x p absolut grosser sind als 
Xp+iXp +2 . . . x nj wahrend 


X l \ ^ 1^2 I ^ ^ \ X p\ Und Fp-hli ^ \ X p+2\ * \x n 
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Die 2 rteu Potenzen von x 1} x 2 . . . x n sollen der Kiirze wegen mit 
W . . . b n bezeich.net werden, und wir wollen r so gross annehmen, 
dass b p + 1 sehr klein gegen b p ist. Dann sind b x b 2 . . .b p nur uni 
sehr kleine Bruchteile ihrer Betrage von den Wurzeln der Gleichung 

So u p — J B 1 u p ~~ 1 + B. 2 u p 2 — h = 0 und bp+i ■ ■ . b n sind 

um sehr kleine Bruchteile ihrer Betrage von den Wurzeln der Glei- 
chung B p u n -v — Bp+iu*-?- 1 H + B n = 0 verschieden. Denn 

es ist, wenn ^ (3 2 ... /3» die absoluten Betrage von b, . . . b n bezeichnen, 

B 0 u p — B^p* 1 + B 2 u p ~ 2 4; B p bis auf einen sehr kleinen 

Bruchteil von B 0 (3 p (\u\ + ft) (|w| + A) • • • (M "f" ftp— i) gleich 
B 0 (u — \) (u — — l p ) . Lage nun u z. B. dem Werte \ 

am nachsten und ware nicht nur um einen sehr kleinen Bruchteil 
von b 2 verschieden, so ware u — \ absolut genommen ein betracht- 
licher Bruchteil von ft und u — ft ... w — b p waren betrachtliehe 
Bruchteile von ft. Dann konnte B 0 (u — ft) (w — ft) ... (u — b p ) sich 
nicht gegen einen sehr kleinen Bruchteil von B 0 (5 p (\u\ -f- ft) (|m| ft ft) 
. . . (|«| -f- /3 p _i) wegheben, d. h. u konnte keine Wurzcl der Gleichung 
1 3 0 u p — B 1 u p ~ 1 + • ■ • + B p = 0 sein. Ferner ist bis auf einen 
sehr kleinen Bruchteil voii ft ft ... ft, die Grosse B p = b 1 . . . ft, 
B p+ 1 = ft ft . . . ft(ft,+i H f- b n ), 


B p+i = b t b 2 . . . bp ( ft 1 ft. -f- 2 + ft+sft +3 + ■ • * + ft — ift») etc. 


71 .. 


unci mithin bis auf sehr kleine Betrage — ft,+ 1 -f- • • • -f- b n 


J3 

gleich der Summe der Produkte von jo zweien der Grossen 

bp+tbp+i . . . b n u. s. f. und daher die Wurzeln der Gleichung 
JB p u n -~ p — Bp+tU 71 -?- 1 + * • • i S n = 0 bis auf kleine Betrage 
gleich bp+i . . . b n . 

Sobald also b v gross gegen b p + 1 ist, so zerfallt die Gleichung 
B 0 u 71 — B \u n ~~ l -f- • • • + B n = 0 in zwei Gleicbungcn. Die Wurzeln 
bp+i . . . b n werden im Vergleich zu b i . . . h p Null gesetzt, das giebt 


B 0 u n — B x u n ~ l 4 + B v ii n ~ v = 0 

und die Wurzeln b L . . . b p werden ini Vergleich zu , . . . (>„ unend- 
licli gesetzt; das giebt: 


B p u n ~P — B p +\U n ~~ l> — x 4 + B n = 0 . 


Beim praktischen Reclmen merkt man von selbst diesen Zerfall daran, 
dass die Koeffizienten der einen Gleichung auflibren, die der andern, 
so weit man ihre Betrage berechnet, zu beeinflussen, und dass B p 
bei jedem Schritt nur zum Quadrat erlioben wird. Die Rechnung 
verlauft gerade so, als ob man es mit zwei getrennten Gleichungen 
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zu thun hatte. Diese Gleichungen zerfallen von neuem, wenn wieder 
unter ihren Wurzeln die einen sehr klein gegen die andern werden. 
Schliesslich sind nur noeli lineare Gleichungen iibrig, es sei denn, 
dass gleiche Wurzeln oder gleiche absolute Betrage der Wurzeln vor- 
kommen. Fiir ein Paar konjugierter Wurzeln z. B. wird im allge- 
nieinen eine Gleicbung zweiten Grades sich ergeben, der die 2 rt6n 
Potenzen der beiden Wurzeln geniigen. Hieraus konnen die 2 rten 
Potenzen gefunden werden. Die Wurzeln selbst konnen aber nicbt 
unmittelbar bieraus berecbnet werden, weil die 2 rte Wurzel im Ge- 
biete der komplexen Zahlen 2 r versehiedene Werte bat. Nur der ab- 
solute Betrag kann sogleicb gefunden werden. Man kann nun zwar 
die Wurzeln eindeutig auf folgende Weise finden. Wenn man in f(x) 
die geraden und ungeraden Potenzen von einander trennt, so kann 
man scbreiben f(x) = <p(# 2 ) + xi[j(x 2 ) = 0, wo <p (x 2 ) und f(x^) 
ganze Funktionen von x 2 sind. 1st nun der Wert von ar gefunden, 

so muss x = — sein 38 ). Ebenso folgt, dass aus dem Wert von 

x 4 der Wert von x 2 , aus x s der von xt u. s. f. eindeutig berecbnet 
werden kann. Aber diese Art der Berecbnung von x aus xr wiirde 
bei betracbtlicben Werten von r bescbwerlicb werden. Wenn nur ein 
Paar konjugierter Wurzeln vorbanden sind, wabrend alle iibrigen 
Wurzeln reelle Werte baben, so liefert, wenn diese bestimmt sind, 
die Summe 

X 1 + X 2 H * + %n = ^ 

den doppelten reellen Teil der konjugierten Wurzeln, der dann mit 
dem absoluten Betrage zusammen die Wurzeln bestimmt. Sind zwei 
Paare konjugierter Wurzeln vorbanden, so liefert die Summe der 
Wurzeln eine lineare Gleicbung zwiscben den reellen Teilen der 
Wurzelpaare. Aber die Summe der reziproken Werte der Wurzeln, 

die gleicli — — ist, liefert eine zweite lineare Gleicbung, da die ab- 

^ n 

soluten Betrage ja bekannt sind. 

Sind mebrere Paare konjugierter Wurzeln vorbanden, so kann 
man die Werte dadurcb finden, class man fiir irgend einen Wert p 
f(P + n a ch Potenzen von h entwickelt und das Verfabren aucb auf 
die Gleicbung in h anwendet. Fiir die Paare konjugierter Wurzeln 
erba.lt man dann ihren Abstand vom Punkte x = p . Dann sind die 
Wurzeln als Durchschnittspunkte von Kreisen bestimmt. Oder man 


38) E. Garvallo, 1. c. 
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Vann den folgenden von Encke s9 ) vorgeschlagenen Weg betre 
Es sei der Grad n der Gleicbung gerade vorausgesetzt. Ware n ni 
gerade, so kann man es gerade machen, indem man die Gleicb 
mit x multipliziert. Wir schreiben n — 2 m und bringen durcb 
vision mit x m die Gleicbung auf die Form: 

a 0 x m — a^x m ~ x H 1- a 2m x~ m = 0 . 

Indem man nun x = re ( f i setzt und den reellen und imaginaren 
fur sich der Null gleicb maebt, ergeben sicb die beiden Gleicbung 
(n 0 r m -f ai m r r ~ m ) cos mcp — (a 1 r m — 1 + «2m— \V ~~ m+1 ) cos (m— 1)9 -(- 
~4~ x m — 0 ) 

( a 0 r m — a 2m r~ m ) sin mcp — 1 — a^m—ir—' m + 1 ) sin ( m — 1)9 -f 

+ (a m -ir — a m+l r- 1 ) sin 9 = 0 . 

Setzt man cos 9 = t, so lassen sicb cos 2(p, cos 39, 

S1 “ — - - 3 - 1 ! 1 ... als ganze Funbtionen von t darstellen. So er] 

sin cp 7 sin cp 7 ° 

man, wenn die zweite Gleicbung durch sin cp dividiert wird, z 
Gleichungen fur t, und durch das Verfahren des gemeinsamen Tei 
wird dann t rational aus den Koeffizienten der Gleichungen bestina 
Was sonst zu bemerken ist, kniipft sich am besten an die A 
fuhrung eines Beispiels an: 

3.22a? 6 + 4.12x 4 + 3.11a? 3 — 7.25^ 2 + 1.88a; — 7.84 = 0. 

Es sind nun mit der Rechenmasckine [I F ] die Koeffizienten der G 
chungen gebildet, denen die 2, 4, 8, 32, 64, 128 tou Potenzen der Wur: 
geniigen 40 ). Dabei werden nur die Koeffizienten selbst zu Papier 
bracht, nicht die Glieder, aus denen sie bestchen. Di<i Mascl 
liefert die Summen der Quadrate und Produkte, oline dass man 
einzelnen Quadrate oder Produkte hinzuschreiben braucht. So fir 
man z. B. die Grossen A 0J A L ... A 7 

1112 12 
4- 1.0368, — 2.6533, —2.9716, + 1.1990, — 2.3733, — 1.1( 

1 

+ 6.1466. 

Die dariiber geschriebenen Zahlen geben die Potenz von 10 an, 
der man sich die Werte multipliziert denken muss. Das ist bei 


39) J. F. Encke , Journ. f. Math. 22 (1841), p. 193. 

40) Bei logarithmischer Rechnung wird man Tabellen der Additi 
logarithmen benutzen und die Numeri werden iiberbaupt nicht aufgeschla 
liber Additionslogarithmen fur komplexe Grossen vergl. einen Yorschlag 
E, Mehmlce, Zeitschr f. Math. u. Phys. 40 (1895), p. 15. 
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sehr grossen Zahlen, mit denen man es alsbald zu thun hat, eine 
notwendige Bezeichnung. Die Koeffizienten der Gleichung, der die 
W urzelquadrate geniigen, sind — A ly +, — +, A 4 , — A 5 , A 6 . 
Eine Zeichenfolge in der Reihe A 0 bis A 6 ist also ein Zeichenwechsel 
in der Reihe der Koeffizienten. Durch Descartes’ Zeiehenregel schliesst 
man daher ans den beiden Zeichenfolgen, dass die Gleichung der 
Wurzelquadrate nicht mehr als zwei positive Wurzeln, die erste Glei- 
chung mi thin nicht mehr als zwei reelle Wurzeln hat. Fur die Glei- 
chung der 128 teu Potenzen findet man die Grossen JB 0 B t . . . JB 6 gleich: 

65 82 101 117 120 117 114 

1.013 + 3.051 + 2.081 + 1.125 + 8.179 - 2.912 + 2.968 


Hier haben sich nun die Wurzeln, deren absolute Betrage versehieden 
sind, schon von einander getrennt. Der l te , 3 te , 4 te , 5 te , 7 te Koeffizient 
werden beim nachsten Schritt beinahe gleich den Quadi*aten der hin- 
geschriebenen Zahlen. Nur der 3 te Koeffizient erfahrt in den ersten 
4 Ziffern noch eine Heine Anderung, weshalb es noch lohnt, fur den 
ersten und dritten Koeffizienten allein einen Schritt weiter zu gehen, 


30 202 

1.026, — , 4.324. 

Der 3 te , 4 te und 5 te Koeffizient bestimmen die 128 ten Potenzen der 
beiden reellen Wurzeln. Der l te und 3 te bestimmen den absoluten 
Betrag des einen konjugierten Paares, der 5 te und 7 te den des andern: 


TS • 1072 = 1 - 38626 ^ X 1 ?* 6 -- 01 " = 1-32714, 

r 1.02b +4,324 -10 202 

25 6 / 


Tnfi 103 = i- 07193 . 'VS5 10 ~ G = °- 94372 - 


Die Substitution der Werte zeigt, dass die beiden reellen Wurzeln 
— 1.32714 und + 1.07193 sind. Die Sunime der Wurzeln und die 
Summe der reziproken Werte liefern fiir die reellen Teile u l9 u 2 der 
beiden komplexen Paare die beiden Gleichungen 
2 u t + 2u 2 = 0.25521, 

?^_ + = 0.06040, 

r x - 1 r s - 7 

aus denen — + 0.18769, % = — 0.06009 gefunden werden. Aus 
u ly u 2 und den bekannten absoluten Betragen werden mm die imagi- 
naren Teile v 1 = ]/+ — u 2 y v 2 — ]/r 2 2 — uA berechnet. So ergeben 
sich die beiden konjugierten Paare 

0.18769 + 1.37350*, — 0.06009 + 0.94181*. 

Die Substitution der Wurzeln und die Berechnung der Ableitung 
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(oder des Differenzenproduktes) zeigt, dass die Wurzeln bis auf etwa 
eine Einbeit der 5 tea Dezimale rich tig sind 41 ). 

15. Die Approximation fiir den Pall mehrerer Veranderliclien. 

Das Newton’sche Yerfabren kann ; wie scbon in der Einleitung be- 
merkt wurde, auf die Bestimmung mebrerer Unbekannten, die mebreren 
Grleicbungen genugen, angewendet werden. Aucb die Horner'scbe 
Anordnung zur Bereclinung der Koeffizienten lasst sicb in dem Fall 
ganzer rationaler Funktionen der Yeranderlichen verwerten 42 ). Es 
moge bier noeb iiber die Grenauigkeit der Annaherung eine Berner- 
kung hinzugefugt werden. 

Es seien zwei Gleichungen in der Form x — (p(xy) und y — ty(xy) 
gegeben, und es seien die Funktionen <p und ip nur langsam mit 
x und y veranderlich, so kann man ahnlicb wie bei einer Yerander- 
lichen successive Annaherungen finden ? indem man rechts Naherungs- 
werte fiir x und y einsetzt und damit neue Naherungswerte berecbnet. 
Bedeuten a und b Naherungswerte von x und y und sind a x und b ± 
die nachsten daraus berecbneten Naherungswerte, so ist 

x — a x = y{xy) — cp{ab) = ft(» — a) + <p^y — b), 
y — \== l>(xy) — ip ( ab ) = ti(x — a) + ip 2 (y — b), 

wo wir uns in den partiellen Ableitungen <p L , cp 2 , ip x , ip 2 Werte der 
Yeranderlichen zu denken haben, die zwischen den Niiherungswerten 
und den wahren Werten liegen. Daraus folgt 

\x — % I 5 I ft I • \x — a\ + |ft| • \y — b\, 

\y — \\ ^ W • I® — «1 + W • \y — 

und durcb Addition 

I® — «'il + \y — M ^ (Iftl + I^il) • i® — ®l + (Iftl + i^l) • \y — &|- 


41) Das Graeffe' sclae Verfahren ist im allgemeinen wohl das schnellste, 
wenn alle Wurzeln berechnet werden sollen. Fiir besondere Formen von Glei- 
chungen sind besondere Metboden der numerischen Auflosung entwickelt wordcn. 
Die Gleichungen 3 ten Grades fiihrt man auf die Gleichung zwischen cos cp und 
cos 3 9 zuriiek oder auf die Gleichung zwischen dem hyperbolischen Cosinus 
oder Sinus von cp und 3 cp. Fiir die trinomischen Gleichungen hat K. F. Gauss, 
Gott. Abh. 1850 = Werke 3, p. 85 ein Yerfahren angegeben. Yergl. ferner 
S. Gundclfinger, Tafeln zur Ber. der reellen W. samtl. trinomischer Gl. Leipzig 
(1896); die reellen Wurzeln viergliedriger Gl. behandelt A. Wiener , Zeitschr. f. 
Math. Phys. 31 (1886), p. 65, 192. 

42) II. Scheffler , Auflosung der alg. Gleich. Braunschw. 1859. W. Wagner, 
Best, der Genauigkeit des Newton’schen Verfabrens. Berlin 1860. B. MehmJce , 
Zeitschr. f. Math. Phys. 35 (1890), p. 174. 
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Sind nun [<Pi| + |^il und |<p 2 j + nicht grosser als ein ecliter 
Bruch so ist 

\x — Oil + \y — 6i| ^ m(\x — a\ + \y — &|), 

und folglich wird man dem gesuchten Wertsystem xy bei fortgesetzter 
Rechnung beliebig nake kommen. 

BeimNewton’schen Yerfahren nimmt man, fur f(xy)= 0, g(xy)= 0, 
die Yerbesserungen h, 1c eines Systems von Naherungswerten a, b so, 
dass 

fiaV) 4- f x (ab)h -f- f^{p>V)Ti — 0 , 

#(>&) -f^(a6)7i + # 2 (a&)A = 0. 

Das heisst, man setzt 

t _ gf* f 9 1 i, _ f9i —9fi 


Man kann diese Rechnung als speziellen Fall der eben betracbteten 
Recbnung auffassen, wenn man in den Gleiehungen x = cp (x ? y) und 
y — f(x, y) die recbten Seiten so definiert: 


cp{xy) 


.. x 4- g( a; y)/'s( a! y)— /~( a 2/)^( a; y) 

' fi ( x y) 9i ( x y) — 9i {xy) h (*2/) ’ 


t(?y) = y + 


f(py) g 1 (jxy) — g (xy) £ (a:y) 
fi(®y)9i(py) — 9i(xy)fs(xy) ' 


erhalt dann, indem man J fur die Funktionaldetenniuante 
fi9<> — 9xU schreibt: 

<Pi - || = Af+ Bg, 


wo A und JB Briiche sind ; deren Nenner z/ 2 und deren Zakler aus 
den ersten und zweiten Ableitungen von f und g nur dureb Addition, 
Subtraktion und Multiplikation gebildet sind. Abnliche Ausdriicke 
ergeben sicli fur <p 2 , ty 1} $ 2 . Ist fur alle in Betraebt kommenden 
Werte von x und y die Funktionaldeterminante dem absoluten Be- 
trage nacb grosser als eine von Null verscbiedene Zabl und sind zu- 
gleicli alle ersten und zweiten Ableitungen von f und g absolut ge- 
nommen nicbt grosser als eine feste Zabl, so sind offenbar A und B 
absolut genommen nicbt grosser als eine feste Zabl. (p l (ab) wird 
daber mindestens von derselben Ordnung klein wie f(ab ) und g{afy } 
d. h. von der Ordnung p = \x — a | -f- | y — b j. Daber ist auck m 
von der Ordnung p und es lasst sich eine Zabl M finden der Art, 
dass m < M • p. Wird nun \x — a x \ -)- \y — \ \ niit Qi bezeicbnet, 
so ist, wie oben gezeigt, p 1 < Afp 2 oder Af p x < (Alp) 2 . Daraus folgt, 
dass nach n Scliritten M$ n < (Alp) 2 ” ist. Wenn Afp ein ecbter 
Brueb ist, ergiebt sich daber eine rasehe Konvergenz. 
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Bei der praktisehen Berechnung wird man im allgemeinen sich 
des Beweises der Konvergenz entschlagen. Man wird eben darauf 
los recbnen und dann das Resultat dadureh verifizieren, dass man die 
Werte in f und g einsetzt und zusieht, wie Hein f und g dadureh 
werden. Da 

t, 9fi f 9t j. f 9 1 9fi 

die wirhlichen Abweiehungen liefern, wenn rechts in f l f%g l g i /1 ge- 
wisse zwischen den Raherungswerten und den wahren Werten liegende 
Zahlen eingesetzt werden, so kann man durch die Kenntnis oberer 
Grenzen von \f x \, \f 2 \, \g x \, \g t \ und einer unteren Grenze von \J\ 
aus den Werten von f und g obere Grenzen fur \h\ und |/;| ermitteln. 

Auf mehrere Gleichungen mit mehreren Veriinderlichen lassen 
sich dieselben Betraehtungen ohne weiteres iibertragen. Lineare Glei- 
ehungen auf diese Weise durch successive Annaherungen zu losen, 
ist zuerst von Seidel 4:i ) fur den Pall einer grossen Zahl von TJnbe- 
kannten vorgeschlagen worden. Seidel’s Yerfahren kann als spezieller 
Fall des hier erorterten aufgefasst werden, wenn man die linearen 
Gleichungen J£a ik Xi = c k in der Form schreibt: 

x k = — (c k — JS'uikXi). d4 ) 

a kk 

43) Ph. L. Seidel , Miinchener Akad. Abhandl. 11 (1874), j>. 81. 

44) li. MehmJce u. P. A. Nchnmof, Mosk. Math. Snmml. l(> (1K‘.)2) haben die 
Konvergenz des Seidel’schen Verfahrens and seiner Modifikationeu untersucht. 
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1. Symmetrische Funktionen einer Grossenreihe ; Definition, 
Hauptsatz, Bezeichnnng; Anzahlen. Eine rationale Funktion der n 
yon einander unabhangigen Grossen x l7 x 29 • - •> x nj welche bei einer 
beliebigen Yertausebung dieser Grossen ibre Form, also aucb ihren 
Wert nicbt andert, beisst eine ,,symmetrische“ oder „eiixwertige“ Funk- 
tion von x 17 x 27 . . . 7 x n . Insbesondere beissen die Funktionen 

X\ ~\r x% x n = — ct i7 x 1 x 2 -|- x x x^ -f" * ~j~x n — i x n = a 2) * • • , 

X 1 X 2 • • * X n = ( 1 ) n C0n 

die „elementaren“ symmetrischen Funktionen. 

Die Gleicbung 

f(x) — x n + & iX n ~ 1 + a 2 x n ~ 2 + * • • + a n = 0 
hat die n Wurzeln x l7 x 27 . . . 7 x n x ). 

Jede symmetrische Funktion ist Quotient zweier ganzen symme- 
trischen Funktionen 2 ). 

Jede ganze symmetrische Funktion ist eine gauze Funktion von 
den elementaren symmetrischen Funktionen. 

Um diesen Hauptsatz gruppiert sich die ganze Theorie. 

Jede ganze symmetrische Funktion zerfallt in ein Aggregat 
von „Typen“ d. h. solcher Funktionen, welche aus einem Gliede 
x^xj* • . • xjn durch Summation aller durch Vertauschung der Ex- 
ponenten daraus hervorgehenden verschiedenen Glieder entstehen. Eine 
solche typische oder eintypige ( Netto ) Funktion wird mit (hVV--) 
bezeichnet 3 ), und zur Abkiirzung z. B. (i x h \ '/ 2 h) = (v J \> 2 %) gesetzt 4 5 ). 

Die Anzahlen aller mogliehen typischen symmetrischen Funktionen 
bis zur Exponentensumme Jji — 30 hat Forsyth 1 ') berechnet. 

2. Formeln und Verfahren von Cramer, Newton, Girard, 
Waring, Fa& di Bruno. Das Produkt zweier typisdien symnietrischen 
Funktionen zerfallt in eine Summe soldier; hierdureh kann man Typen 
hoherer Ordnung als ganze Funktionen von Typen niedrigerer Ord- 
nungen, schliesslich durch die Typen der niedrigsten Ordmmgen in 
jeder Wurzel: (1), (1 2 ) ; (l 3 ),... d. h. durcli d ie elementaren symme- 
trischen Funktionen darstellen 3 ). 

1) Alb. Girard , Invention nouvelle en Palgobre, Amsterdam 1020. 

2) A. Th. Vandermonde, Paris Mem. <le l’ao. d. se. 1771; Ch. Jiiehler, Nouv. 
ann. d. math. (3) 3, 1884, p. 218 if.; J<Jd. Amiyurs, Nouv. arm. (3) 14, 1 805, p. 494 if. 

3) G. Cramer, Introduction a I’analyse des lignes c.ourhoH algebriques. 
Genf 1750. 

4) Meier Hirsch, Aufgab ensamml ung zur Buchstabenreclinung und Algebra. 
Berlin 1809. 

5) A. B . Forsyth, Messenger of math. (2) 10, 1881, p. 44. 
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Die symmetriscbe Funktion (4 4 * * ♦ 4) beisst ^v-fonnig^. Die ein- 
formige Funktion (i) heisst die i te Potenzsumme und wird mit be- 
zeicbnet. Man driickt die Potenzsummen durcb die elementaren sym- 
metriscben Funktionen aus vermoge der ^Newton’schen Formeln": 

4 - a x = 0 

s 2 + + 2a 2 = 0 

“4" &> “j - a g 4” 3 c = 0 


s n 4“ UiSn—i -p a± s n —2 4 f- na n = 0 

5 «+l 4 “ a l s n 4 " 1 4 h S l a n — 0 6 ) 


oder explicite durch die ^Girard’sebe Formed: 


2 ;***=* 
y. = 1 


IIh\ 


umgekebrt ist: 




r \\ 

y. = l x 


Die mebrformigen Funktionen werden auf die einformigen zuriick- 
gefubrt durcb die „Waring’scben Formeln" 8 ): 

( 44 ) ==: ( 4 ) ( 4 ) (4 4 “ 4 ) 

(Ws) = (h) (h) (»»)-(* i) (%+%)-(%) (*'i+*s)-(%)(*i+%)+ 2 ( ?: i+%+%), 
u. s. w. : 

welcbe Fad di Bruno in die symboliscbe Determinante zusammenfasst: 


6) Girard 1. c. ; I. Newton, Arithmetica universalis, edit. s’Gravesande, 
p. 192; vgl. femer: J. Petersen, Tidsskr. f. Math. (3) 6, 1876, p. 9; J. Farkas, 
Archiv f. Math. u. Phys. 65, 1880, p. 433; Adolph Steen, Tidsskr. f. Math. (5) 3, 
1885, p. 30; V. Janni, Gi. di mat. 23, 1885, p. 34; M. d'Ocagne, Jom. de sc. 
math. astr. 7, 1885, p. 133; L. Sehendel, Zeitschr. f. M. u. Ph. 31, 1886, p. 316; 
J. Duran Loriga, Progreso mat. 2, 1892, p. 221; C. Tweedie, Edinb. Math. Soc. 
Proc., 1893, p. 61. 

7) Girard 1. c.; s. femer Pd. Waring, Miscellanea analytica de aequa- 
tionibus algebraicis et curvarum proprietatibus, Cambridge 1762, p. 1 u. Medita- 
tionies algebraicae, Cambr. 1782, p. 1; Claude Pellet, Ffouv. Ann. (2) 14, 1875, 
p. 259; Sehendel 6); F. Gomes Teixeira , Nouv. ann. (3) 7, 1888, p. 382 ff.; 
A. Cayley, Mess, of Math. (2) 21, 1892, p. 133 = Coll. Pap. 13, p. 213; Worontzoff, 
Nouv. ann. (3) 12, 1893, p. 116. 

8) Waring, Misc. anal. p. 6 u. Med. alg. p. 8. 


29 * 
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(hhh • • •) = 


s ,: * • • 

& S; a S'* • • 

S '' 1 S'* S ; 3 • • 


in welcher nach der Entwickelung die Exponenten von s in Indices 
zu verwandeln sind. Fur je h gleiche Exponenten i ist die rechte 
Seite dieser Gleicliungen durcli hi zu dividieren 9 ). 


3. Reduktion einer Funktion nach Waring und Gauss, nach 
Cauchy und Kronecker. Ordnet man eine beliebige ganze symnie- 
trische Funktion so, dass das Glied C; y ^i y . . dem Gliede 

c )VlV(V .,. xj'xj* xj* •" vorausgeht, wenn die erste der nicht verschwin- 
denden Differenzen der Reihe i x — V? \ h — %, * • • positiv 

ausfallt, und ist dann c fl ,* a *• • das hochste Glied der 
gegebenen Funktion, so erhalt man eine Funktion mit einem liochsten 
Gliede niedrigerer Ordnung, wenn man von der gegebenen Funktion 
das Glied 

(— l)'‘x +**+•■• c h ; 2 ~ { * aj* ~ - '** • • • 


subtraliiert. Durcli Portsetzung soldier Subtraktionen wird die ge- 
gebene Funktion schliesslich als ganze Funktion der demon tar-symme- 
triseben Funktionen dargestellt. Dieses von Waring und Gauss an- 
gegebene Reduktionsverfahren lasst die Eindeutigkeit dieser Darstellung 
erkennen, sowie, dass in die Koeffizienten keino Briiehe eingefuhrt 
werden 10 ). 

Setzt man: 


/*+ 1 (*) = ,, _ 


/■(*) 


(« — (* • 




/J’ 


(h = {) , l,...,n-2), 


so sind die Koeffizienten in /*+i(.r) ganze Funktionen von x„, x n - X , . . 
x n -h- Eine beliebige ganze Funktion von ,r l; ./■„ liisst sich 

jetzt successive vennittelst der Gleicliungen : 

fn-l(x i) = 0, f n = 0, fn-Uh) = • • • , f(*») = <> 

reduzieren auf eine von freie, in ./; 3 lineare, in quadratisdie u. s. w. 

Funktion, also auf ein Aggregat von n! Giiedmi 


9) Fad di Bruno , Einleitung in die Theorie der binaren Formen, deutsch 
von Th. Walter, Leipzig 1881, p. 9; M. Auric , No uv. arm. (3) 9, 1890, p. 501. 

10) Waring , Meditationes algebraicae, ed. Ill, p. 13; K. F. dmm, Demon- 
strate nova altera etc., Comment. Dotting. 3 (181 Oi 1815 = Werke 3, p. 31. 
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h = 0 , 1 
= 0 , 1,2 


i H = 0, 1, 2, 

und eine ganze symmetrisclie Funktion wird dadurck auf ein you 
x t ,x 2) ... y x n freies Grlied zuriickgefukrt u ). 

4. Das Cauchy’sclie Yerfahren und seine Y eraUgememerung 
durch Transon. Die Girard’scke wie die Newton’scken Formeln 
ergeben sick aus der Identitat: 

fix) l 


m 


■ 2 - 
1=1 


£o_ _J £l_ f f > 

- X; X * X* * X 3 * 


die man auck dakin ausdrucken kann, dass s a der Koeffizient von — 
in der Entwickelung von nack fallenden Potenzen von x ist. 

Bedeutet also cp(x) eine beliebige ganze Funktion, so ergiebt sicli 

n l 

'S 1 <p(%i) als Entwickelungskoeffizient von — in der Entwickelnng 


i= 1 


fix) 


von <p{ x ) nac ^ fallenden Potenzen von x. 

Dieses von Cauchy 12 ) aus seiner Residuenrecknung gefolgerte 
Verfakren ist von Transon 13 ) verallgemeinert worden. Uni den Wert 
von 2<p{*i*k) zu ^ m ibteln, wo eine ganze Funktion ist und sick 
die Summation auf alle Wurzelpaare x k (i ^ fc) beziekt, nekme 
man den Koeffizienten f (x\) von — in der Entwickelung von 

( p(x 17 x ); dami ist (p(xrXk) der Koeffizient von ~ in 


d ( m \ 

\37 X^J 


dx 


m 


f f (x) 

der Entwickelung von 

° ti x ) 


ty(x) u. s. w. 


5. Erzeugende Funktionen von Borehardt und Rronecker. 

Wie sick aus der Entwickelung von 


11) A. Cauchy , Exerciees d. math. 4, Paris 1829, p. 103; L. Kronecker, 
Berl. Ber. 1873, p. 117 = Werke 1, p. 303; Grundziige einer arithmetischen 
Theorie der algebraischen Grossen, Berlin 1882, p. 39 = Werke 2, p. 290; 
F. Blutel, Par. Soc. math. Bull. 20, 1892, p. 92. 

12) Cauchy , Exerciees d. math. 1, Par. 1826. 

13) Abel Transon, Nouv. ann. 9, 1850, p. 75; J. Dienger , Arch. f. Math. u. 
Ph. 16, 1850, p. 471. 
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n 



t — x i f(x) 


nacb fallenden Potenzen yon t durch Koeffizientenvergleichung die 
Werte der Potenzsummen als Funktionen der a s , ci.,, . . . ci n ergeben, 
so ergeben sieb aus der Entwickelung der Borcbardt’scben erzeugen- 
den Funktion: 

2 (h - \) (s — *o • • (*« - 

^ i - ) n(h — W 8t i ''dt m \f(i 1 )f(i i )--f(tjJ 


die Werte aller m-formigen Funktionen der x 1} . x n . Die Summation 
bezieht sicb auf alle Moglicbkeiten, die verschiedenen Indices i m 

aus 1 ,2,..,n auszuwahlen, das Produkt II {U — <*) auf alle Werte 
ijh = 1, 2, . m, fur welche i < Is, ist 14 ). 

Eine andere erzeugende Funktion bat Kroncclccr 15 ) angegeben. 
Sind — \ \ , — l S) . +l m die elementaren symmetrischen 

Funktionen von y x , y i} . y m , so ist m i-* lift) gleicb 

*» k 


JI( 1 + a% yh -f- ^2 2/1 H b ^ n yl) = £I{ 1 + h %i + hxf H b b m xT) 

(i= h 

U = 1,2,. nJ 


Nimmt man m < n und setzt voraus, dass man die symmetrischen 
Funktionen von weniger als n Grossen durch die (dementaren aus- 
driicken konne, so ergiebt die Entwickelung des linksstehenden Pro- 
duktes, wenn man ftir die symmetrischen Funktionen der y ilire Werte 
als Funktionen der b einsetzt, als Koeffizienten von bj' 1 . . bjm ( j en 
Ausdruck der symmetrischen Funktion (1^2^ . • mbn) d( n* ,r als Funktion 
der a. Fur m — n— 1 erhalt man alle symmetrischen Funktionen 
der x, in denen kein Exponent grosser als n — 1 ist. Ilierin liegt 
keine Beschrankung, da jede beliehige symmetriselie Funktion durch 
die Gleichungen: 

f( x i) ~ 0 (i = 1, 2, . n) 

auf eine solche zuriickgcliihrt wird, in welcher jed(‘r Exponent kleiner 
als n ist. 


14) C. W. Borchardt, Berl. Ber. 1855, p. 165 = J. f. Math. 53, 1857, p. 193 
= Werke, p. 97; Fad di Bruno , J.f. Math. 81, 1875, p. 1 7 ; (1 Kostka, .!. f. Math. 
82, 1875, p. 212; W. ilehorovslcy, Casopis 11, 1882, p. 111. 

15) Kronecker } Berl. Ber. 1880, p. 936. 
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6* Fundamentalsysteme. Unter einem „F undamentalsystem" fur 
symmetrische Funktionen yersteht man ein System rationale!* symme- 
triselier Funktionen der Art, dass jede andere rationale symmetrische 
Funktion eihe rationale Funktion der Funktionen des Systems is! 
Ausser den elementaren symmetrischen Funktionen bilden, wie aus 
den Newton’schen Formeln heryorgeht, die Potenzsummen s 17 s 2? . s n 
ein Fundamentalsystem. JBorcliardt 16 ) hat gezeigt, dass auch die 
Potenzsummen sj, s z , s 5? . s 3n —i ein Fundamentalsystem bilden, und 
Vahlen 17 ) ; dass fiberhaupt diejenigen n ersten Potenzsummen ein 
Fundamentalsystem bilden, deren Indices nicht Vielfache einer ge- 
gebenen ganzen Zahl sind. 

7. Satze fiber Grad und GewieM; Klassifikationen. Das Glied 

a* 1 afy . . a*n hat das „Gewicht“ \ -j- 27c 2 -f* 3Jc z -j f~ nlc n . Haben 

alle Glieder der Funktion fl* 1 ab . . dasselbe Gewicht p 

so heisst die Funktion „isobar“ vom Gewichte p [I B 2, Nr. 18]. 

Eine typische symmetrische Funktion ? 2 . . i n ) ist als Funktion 
der Koeffizienten isobar yom Gewichte i x + 4 + * ' * + V Hr 
Grad in den Koeffizienten ist gleich dem hochsten der Exponenten 
i ly i 2 , . i n - 18 ) TJmgekehrt, ersetzt man in einer ganzen Funktion der 

a ly a 2y . a n diese durch die elementaren symmetrischen Funktionen, 
so ist in jedem Gliede der erhaltenen Funktion von x ly % n der 

hochste Exponent hochstens gleich dem Grade der Funktion in den a, 
und die Anzahl der Wurzeln, die in einem Gliede vorkoxnmen, hoch- 
stens gleich dem Gewichte der Funktion 19 ). 

Diese Satze fiber Grad und Gewicht sind spezielle Falle eines 
allgemeineren yon G. Kolin 20 ) aufgestellten Satzes. Bezeichnet man 
namlich mit g r den Grad der Funktion: 

(i t ^ ■ ■ Q = 2 C h h . . * n «a a£* • • ««" 

in r Wurzeln, so ist die Summe 

+ 3*3 + • • + (V - 1) kr -1 + r(JCr + Av+l + • • + lCn) 

im allgemeinen grosser als g r und fur bestimmte stets vorhandene 
Glieder gleich g r \ und es ist die Summe 


16) Sorchardt , Berl. Ber. 1857, p. 301 = Werke, p. 107. 

17) Vahlen, Acta math. 23, 1899 (erscheint ilemniichst). 

18) Sylvester, Phil. Mag. (4)5, 1853, p. 199; Brioschi, Ami. mat. fis. 5, 1854, 
p. 313; Fad di Brmo, Ann. mat. fis. 6, 1855, p. 338. 

19) Cayley, Lond. Trans. 147, 1857, p. 490 = Coll. Pap. 2, p. 418. 

20) Wien. Ber. 102, 2 a , 1893, p. 199. 
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rk n - f- (r I)fc n —1 + 2Jc„- r -(- hn—r—l 

im allgemeinen kleiner als g r und fur bestimmte stets vorhandene 
Glieder gleich g r . 

Ausser nach Grad und Gewicht sind die symmetrischen Funk- 
tionen in Yerschiedener Weise klassifiziert worden. Die Funbtion 
(In 2‘» 3’> . .) heisst „(% + h+h +• -)-f6rmig^. Sie heisst „unitar“, wenn 
i x > 0, sonst ,, nonunitar"; sie heisst „binar", wenn \ = 0, i 2 >0; „ultra- 
binar", wenn \ = 0, % = 0, u. s. w. Q. Mathews empfiehlt in eine Klasse 
zusammenzufassen die (2* ' + &)-naren Funktionen, fiir h = 0,1,2,..., 
2‘— 1, da es fiir diese gemeinsame Fundamentalsysteme giebt (s. Nr. 8). 

Mit Hiilfe der Satze iiber Grad und Gewicht ist man im Stande, 
den Ausdruck einer symmetrischen Funktion als Funktion der elemen- 
taren symmetrischen Funktionen, abgesehen von den Werten der 
Zahlenkoeffizienten, aufzustellen. Die Zahlenkoeffizienten bestimmt 
man entweder durch eine hinreichende Anzahl spezieller Wertsysteme 
der Wurzeln, oder aus den namentlich von Brioschi* 1 ) aufgestellten 
partiellen Differentialgleichungen fiir eine symmetrische Funktion <p. 


8. Partielle Differentialgleichungen und Differentialoperatoren. 
Die Brioschi’schen Differentialgleichungen zerfallen in die beiden Serien: 

n n 00 

1 -s+ • •) 1*. is *+ i - 1 fe > 


1=1 
n 

11 % 


1 = 1 


). ^ t 


x\ + O'! x\ 1 -| f- (l I dcp 


f&x) 


dx 




k=n — • /■ 


der erste Ausdruck in II ist you Netto 2a ) hmzugefugt worden. Netto 
hat ferner beide Serien aus einer gemeinsamen Quelle* liergeleitet, 


21) F. Brioschi , Ann. mat. fis. 5, 1854, p. 422 [Nr. 8]. 

22) Auf folgenden Unterschied ist aufmerksam zu macheii: wahrend (is in 

00 

S~- gleichgiiltig ist, durch welche und wie vi(de Potenzsummen cp 

Z~1 

ausgedriickt wird, bleibt II im allgemeinen nnr riclitig, worn in (n — i) - — 

^ — i 

die Funktion cp durch s t , 6‘ 2 , . . . , ,s* n dargestellt ist. Man erkennt. dies z. J1 an 
dem Falle n = 3, i = 1 , cp = = a t 1 — 4 a t 2 a t -f- 2 2 - \- 4 <t^ = [ ,s { 1 — (5 2 ,s* 2 

-f8 5i5 3 -f 3s., 2 } • Hier wird — ( ^ -fa. ^‘ S,i )= — 4 und 2 f Si - - 0, aber 

l <j a 2 << « 3 j “ bs 3 

2 ~fsl T {«1 4 — 65 1 S »S+ 8s 1« S + »«2 ! ‘> = 4?!*) = 

23) E. Netto , Zeitschr. f. Math. u. Phys. 38, 1803, p. 357; 40, 1805, p. 375. 
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Xr 

durcb Substitution von x k + t fur x k (Jc = 1,2, . n) in die 

/ \ x y 

Funktion cp, diese als Funktion einmal der x, zweitens der a, drittens 
der s genommen; die Yergleiebung der Koeffizienten von t liefert 
eine Formelserie, aus der sieb beide Serien I und II folgem lassen. 
Diese beiden Serien sind also nur der Form, nicht dem Inbalte nacb 
von einander verscbieden. Vermoge der Newton’scben Formeln und 
der Identitaten 

x x +k + a x 35+*- 1 H = 0 (ft = o’ 1, . • ^ ») 


lassen sich alle Formeln von I aus den n ersten (fiir i = 0,l,..,n — 1) 
zusammensetzen, sodass es im wesentlichen nur n verschiedene solcber 
Formeln giebt. Die n Differentialgleicbungen 


-2 


Cljc — n-\-i 


Cep 


’(» — ») 


C S 


(i = 0, 1, . . , n — 1) 


werden benutzt, um die Zablenkoeffizienten symmetriseber Funktionen 
zu berecbnen, deren litteraler Teil in den a l7 a 2 , . . , a n und vermoge 
der Newton’scben Formeln in den s 1} s 2 ,..,s n vorliegt. Dass die 
Anzabl der erbaltenen Grleicbungen zur Bestimmung der Koeffizienten 
ausreiebt, bat Netto gezeigt (1. c.). 

Die aus I fiir cp = s k und cp — a k folgenden Grleicbungen: 



= ks. 


'k+i 


i 


ca k 

■ y. x\ — = s. a, * + 5. , « a 
4 wJ ox, * k ~ 1 1 * 

;.=i 1 


+ 1 k — 2 


2 + ' 


nebst den Newton's cben Identitaten sind nur dann ebarakteristiseb fiir 
die Potenzsummen und fiir die elementaren symmetriseken Funktionen, 
wenn die Bedingungen a n +i = 0, a n 4-2 = 0,.., binzugenommen 
werden (Netto 1. c.). 

Die Differentialgleicbungen gelten aucb fiir niebtsymmetrisebe 
Funktionen. Z. B. erbalt man aus I fiir cp = x k die Raabe’scbe Diffe- 
rentialgleichung [II A 5 a, 7 c] : 




1 = 1 


24) J. L. Raabe, J. f. Math. 48, 1854, p. 167. 
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dcp 

d$. 


Q(p 


Aus I erhalt man fur i = 0,1,2: 

x r5i •*=! 

A fTi A X—l 


2=1 2=1 

wenn p das Gewicht der Funktion cp ist. Aus der letzten Gleichung 
folgt fur cp = s p und cp = a p : 

Sp+i = ax ai + (;i + 1} 

1 ( d % a . 8a p da P 1 

a p + 1 — j+i \ Si a * Ss! a*, 2 3 ds s ' s -' a*; " j ■ 

Hieraus erhalt man, von s 1 = — % ausgehend ; successive die Potenz- 
summen als Funktionen der elementaren symmetrischen Funktionen 
uud umgekehrt 25 ). 

Aus der Differentialglei chung: 

pL + <h d JL + .. + lln _! * 9 + '> = 0 

da x r 1 da i 1 1 da n 1 ds x 

folgt, dass das Integral der Gleichung: 

4 < 4 + • • + n — • * 4 ) ^ = 0 

eine blosse Funktion von s 2} s :i) . s n ist. Allgemeiner hat Sylvester 2 *) 
gezeigt, dass das Integral von 

J ^ H £L — -4- 7j — • *4- * * -j- - \ r ) (p 1 0 

1 x da 2 ' J f)«z 1 1 V^ ri / 

eine Funktion von der Form: 

<p =F(si - f 1 7 * • 7 $ n ) -f- ($/+ 1 ? * * y **«) * « s ‘i “f~ — h / v / i (* S V . j 1 7 • • , s n ) * s i 1 ist. 

Bezeichnet man den Operator 

d . r . o . 


7 - 1-2 


mit ffo, so ergiebt sich umgekehrt 27 ): 


25) F. Junlcer, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 41, 1800, p. 100. 

26) Sylvester , Par. C. R. 08, 1884, p. 858. 

27) P. A. Mac Mahon , Brit. Ass. Rep. 188.8; Bond. Math. »Soc. Proc. 15, 
1884, p. 20. 
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= dx + *1 4+i 4“ ^2 ^a+3 4“ * ' } 

wo die Alepkfunktion 2S ) 2 ten Grades ist. 

Mit den Alepkfunktionen steken die symmetrisclien Funktionen 

=2 ■ ■ ^ +9i = *) 
in Zusammenkang; es ist namlick 

(— 1)‘$+? = (j) a i*k + Q) Wi+lSi-! + • • , 

und die Anwendung von Differentialoperatoren fiihrt Mac Mahon zu 
der Yerallgemeinerung der Newton’scken Formeln: 

4” 1 4” ^2 4+* — 2 4 b ( 1)* k ^ '{Tfc'i ' ' === 0* 29 )* 

Eine nicktunitare Funktion ist eine blosse Funktion you $ 2 ,s s , 
.. } s n , geniigt also der Differentialgleickung: 



und diese Differentialgleichung ist ckarakteristisck fur eine nickt- 
unitare Funktion 30 ). 

Eine ultrabinare Funktion ist eine blosse Funktion von s 3 , s 4 , . .,s n , 
geniigt also den Differentialgleicbungen: 



und diese Differentialgleichungen sind charakteristisch fiir eine ultra- 
binare Funktion u. s. w. 

Zu dem obigen Satz, betreffend nicb tuni tare Funktionen 7 kat 
J. Hammond 30 ) einen anderen iiber die Darstellbarkeit dieser Funktionen 
kinzugefiigt: Eine nichtunitare Funktion ist ganze Funktion von den 
Grrossen 

/ * = 0, 1\ 

a, h+i = (- 1 )" 2 + *) <= 1 . 

\<= 0 J 

Diese beiden Satze kat Mathews 31 ) verallgemeinert: 

28) Ygl. Nr. 12. 

29) Mac Malum 1. c.; B. Lachlan, Lond. Math. Soc, Proc. 18, 1887, p. 39 
19, 1888, p. 294. 

30) Hammond, ebenda 1882, p. 79; Artier. J. of math. 5, 1882, p. 218. 

31) G. B. Matheivs, Quart. Joum. 25, 1891, p. 127. 
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Eine ultraternare Funktion, als Funktion der d ky genilgt den 
beiden Differentialgleichungen : 

(<^7 + <^7 + ") <p = 0j 
+ + <p==0; 

und umgekehrt, eine ganze Funktion der a welche diesen beiden 
Differen tial glei ch ungen genugt, ist ultraternar. Ferner: Eine ultra- 
ternare Funktion ist ganze Funktion von den Grossen 

/ i — 0, 1, 2, 3 

aL+i = (- 1) A (4 ; ‘-S 4 + i) <'= 1 

V<= <= <= o, 

Eine ultraseptenare Funktion, als Funktion der «*, geniigt den 
vier Differentialgleichungen: 

( a o"^ + <gJ 7 + '')? , = 0 ’ 

("o' S+ 7 + ‘ ') V = 

K' gf 77 + %" 4" + ' ') 9 = °> 

(< sl" + a " wk 7 + ") 9 = 0; 

und umgekehrt, eine ganze Funktion der welche diesen vier Diffe- 
rentialgleichungen geniigt 7 ist ultrasepteniir. Ferner: Eine ultra- 
septenare Funktion ist ganze Funktion von den Grossen 


al'L+i = (- iy (8*-S 8 + i) 


*-(>,1,2,3, 4,5, 6, 7' 




u. s. w. 


9. Tabellen; tabellarische Gesetze. Das Cayley -Betti’sche 
Symmetriegesetz und seine Verallgemeinerung durch MacMahon. 

Tabellen fur symmetrische Funktionen sind zuerst von Vandermonde 
(1. c.), spater von Meier Hirsch (1. c.) 7 Bruno , Cayley , llehorovsky, 
Mac Mahon , Junker, Durfce 32 ) u. a. aufgestellt worden; vom letzt- 


32) Faa (li Bruno , Par. Compt. Rend. 70, 1873, p. 103; (<ott. Naekr. 1875; 
G. Metzler, Die symm. Funkt., Darmstadt 1870; W. itehoromky, Wien. Denksckr. 
1882; math.-nat. Cl. 46, p. 51; Cayley, Amer. J. of math. 7, 1885, p. 47; Mac 
Mahon, Amer. J. of math. 6, 1884, p. 280; W. P. Durfee, Amer. J. of math. 5, 
1882, p. 45; J. Hopk. Circ. 2, 1882, p. 23; ebenda 2, 1883, p. 72; Amer. J. of 
math. 5, 1882, p. 348; 9, 1887, p. 278; Junker, Wien. Denkschr. 04, 1806, p. 439. 
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genannten bis zum Gewichte 14. Die Anordnung solcher Tabellen 
ist aus dem Beispiel der Tafel vom Gewichte 3 ersichtlieh: 

% a } fl 2 af 

— 3 +3 — 1 

^ Xa \ “f" 3 1 

—1 


1st q das Gewicht der Tafel, so sind die Elemente der Neben- 
diagonale gleicli ( — 1)?, die Elemente recbts derselben gleicb Null 
und es ist die Tafel beziiglich der Hauptdiagonale symmetrisch. Damit 
dies stattfindet, mussen die „konjugierten“ der Glieder der Kopfzeile, 
mit a 0 = 1 homogen gemacht und a 0 — A, a x = JB , a 2 = C, • • ge- 
setzt, sich von rechts naeh links in alphabetischer Ordnung befmden 
und die Glieder der Kopfkolonne der Reihe nach „associiert“ denen der 
Kopfzeile sein 33 ). Associiert zu af a£' af . . heisst die symmetrisehe 
Punktion (l' x v v • •) ; konjugiert zu a“' a*' * • (X > [i > v • *) das 
Glied air* aftT*, 

Ausser diesem Cayley ’schen Symmetriegesetz giebt es einige andere 
Gesetze, welche die Aufstellung der Tafeln erleichtern. Z. R. ist die 
Sumrne der Koeffizienten der zu der symmetrischen Funktion 


gehorigen Zeile gleich ( — 1) 


ik 


(**)! 


Feraer, wenn q das Gewiekt 


l\l Jc*l . . 

der Tafel ist, und man multipliziert die zu a kl a* 2 . . gehorige Kolonne 
mit yTT \ — ? so J e( ^ e Zeile die Summe Null, mit Ausnahme 

der letzten 34 ). 

Das Cayley’sche Symmetriegesetz ist von Mac Mahon verall- 
gemeinert worden. 

Setzt man: 

xi = (i) ii , 

Z2 = (2)i 2 + (P)^, 

Za = (3)i 3 + (21)i 2 i 1 + (l 8 )i 1 3 


und wird: 

® * ( Hi $2 • •) %h * * ; 

%<h %<h * * = 2 V * Ob -2b * *) **2 * * ; 

so ist der Zahlenkoeffizient 6 gleieh dem Zahlenkoeffizienten ?/. 


Das 


33) Cayley , Lond. Trans. 147, 1857, p. 489 = Coll. Pap. *2, p. 417 ; Bruno, 
Par. Compt. Rend. 76, 1873, p. 163; Kahn, Wien. Ber. 10*2, 1893, p. 199. 

34) itehorovsky, 1. c. 32); J. Tzitzeica, J. de math. spec. (4) 4, 1895; p. 85. 
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Cayley’sche Gesetz ergiebt sieh aus diesem, wenn man nur die Koeffi- 
zienten der Potenzen von betrachtet Ma ). 

10. Mae Mahon’s neue Theorie der symmetrisehen Funktionen. 

Das Mac Malion’scbe Symmetriegesetz kommt in dessen „neuer Theorie" 
der symmetriscben Funktionen zur Geltung. Dieselbe beruht auf 
folgendem Theorem. 

Man fasse das Symbol der monomen symmetriscben Funktion 
(ft ft Pa ■ •) a l s j, Partition" der Zabl ft + ft + Pa H~ * ‘ au ^ P ® 2, Nr. 12]. 
Die Symbole der zusammengesetzten symmetriscben Funktionen (ftft) 
(ft ft)ft • - , (ft ft ft) (ft Pa) ■■> u - s - reprasentieren dann zugleich 
„Separationen" jener Partition. Ferner gebort zu jeder Separation 
eine Spezialpartition, z.B. zu (ftft) (ftft)ft diese: (ft +ft)ft+ft,ft), 
und zu (ftft ft) (ftft) ft diese: (ft + ft + ft? ft+ft?ft)- Nun- 
mebr besteht der Satz: 

Die Funktion (ft+ft+ft + •■> 2i+ 2a+ 2s + • •? ft+ • v •) 
ist als lineares Aggregat der Separationen von (ft ftft .. ft q 2 . . 
ft ft ft • •) darstellbar; und zwar treten diese Separationen nur in den- 
jenigen Yerbindungen und mit den Koeffizienten auf, die sie in den 
zugehorigen ^-Produkten haben. Z.B. hat in ft den Koeffi- 
zienten (21) (l 2 ) (l 3 ) (2), ferner g x s | a in %^% x den Koeffizienten 

2(2)(1 2 )(1). Durcb die Separationen (21 s ), (21") (1), (21) (1 2 ) + (1 3 )(2), 
(21) (l) 2 , 2 (2) (l 2 ) (1), (2) (l) 3 von (21 s ) lassen sicli also die zu- 
gehorigen Spezialpartitionen: (5), (41), (32), (31 s ), (2 2 1), (21 3 ) aus- 
driicken und umgekehrt. Beide Koeffiziententafeln werden bei geeig- 
neter Anordnung symmetrisch, z. B.: 

(5) (41) (32) (3 1 -) (2 2 1) (21 s ) 

(21 s ) “ 1 

(21 2 ) (1) 1 2 3 

(21)(1 2 )+(1 3 )(2) 13 2 4 

(21) (l) 2 1 3 4 C> 6 

2 (2) (l 2 ) (1) 2 2 6 1 6 

(2) (l) 3 1 3 4 6 6 6 

Auf die gewohnliche Theorie der symmetriscben Funktionen 
kommt man zuriick, wenn man nur die Separationen von (1 1 1 1 . .) 
einfuhrt. Jeder Formel der gewolnilicben Theorie entspricht eine 
allgemeinere Formel der neuen Theorie. 

34 a ) W. H. Metzler, Load. Math. S. Proc. 23, 181)7, p. 31)0 stellt drei Ge- 
setze auf, die gewisse symmetrische Funktionen durcli ncbon bekannte aus- 
drucken. 
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An die Stelle der Newton’schen Formeln: 

% — a) = o, 

S2-(1K + 2(1 2 ) = 0 


treten die allgemeineren: 

sx — (A) = 0, 

Sx+i — (1) $z (A 1) = o, 

2 (1) Sx -f l 4" (l 2 ) S * (X l 2 ) = 0; 


zusammenzufassen in die eine: 


% 

2 

itss 1 


x} x z 


1 — X . X 


Sx% k -\-Sx+ 1^+ 1 + -- 


( l)# 2 — (X 1) ^ +1 + (1 1 2 ) a4+ 2 — • 
1 — (1)# + (l 2 )a? 2 


Aus diesen Formeln ergiebt sieh s k? ausgedriickt durch Separationen 
yon (A l*—*). 

Setzt man zur Abkiirzung: 


fSx (* — ®,-«) 

so ergiebt sich allgemeiner: 




„» (X t L)a?-+f‘-(l t Ll)cS+*+ 1 +.- 

6, G u — tf i+ „ = , 

6). 6 a 6v (5 0^ &X-{ -v “j - 

(iftr)a^+‘“+ r — (Ifivl) x z+fl+r+1 + -- 
— 1 - (1) x + ■ ■ 


u. s. w., analog den Waring’schen oder der Faa di Bruno’schen Formel. 
Aus diesen Formeln ergeben sich die Potenzsummen ausgedriickt 
durch Separationen von (A ft 111..), von (A ft v 111..), u. s. w. 
Fiir das Grleichwerden einiger yon den Indices A, ft, v . . erleiden die 
Formeln dieselbe Modifikation wie die Waring’schen. 

Durch die Separationen einer beliebigen Partition (l l ft m . .) Yon h 
lasst sich s h ausdriicken Yermoge einer der Grirard’schen analoge Formel : 
(-!),+. + - (i+.»+; -l)l St 


~2 1 >* +A+ - ■■■• 
in welcher sich die Summation auf alle Separationen (J^ 1 (c7 2 )^ . . 
Yon (A 1 fi Wi . .) bezieht. 

Auch die auf die Tabellen beziiglichen Gresetze haben ihre Analoga 
in der neuen Theorie. Z. B.: im Ausdruck der symmetrisclien Funktion 
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(Pi'P* 1 • •) durch die Separationen von (t£ tf . .) ist die Koeffizienten- 
summe in jeder Gruppe gleich Null, wenn die Partition (p^p * 1 . .) 
keine Separationen der Spezialpartition t 2 t 2 , . .) besitzt. In eine 
Gruppe werden dabei z. B. die vier Separationen 

(a 2 ) (in) (ft), (x 2 ) (a) (ft) 2 , ov)W(#»), ov)o#o 

gerechnet, weil aus jeder von ihnen nach Fortlassung von X die 
Separation (ja) 2 ; nach Fortlassung von g die Separation (A 2 ) (A) 
entsteht 35 ). 

11. Beziehungen zur Zahlentheorie. Bezeichnet man mit 
f(x 19 x 2 , . x n ) eine fur eine beliebige Elementenzahl definierte sym- 
metrisehe Funktion, und setzt: 

F(x x j X 2 y . . j X^) == f (x x j X 2 ; • • ; Xk) -j" jzj f (x 2 y X § , . . j X/c ) -f" - f (x $ ; *^ 4 ; * • > ^k) 

4 hiSVX®*) +/*(0) 7 

wo die kombinatorische Summen bedeuten, so ist umgekehrt: 

f fait *^2? * * J === *^2? * * ? *^«) Jzj * • > ^«) “f“ F(x 2 ? 

+•-+(- 1 y -' 2 F ( x n ) + (- i)^(o). 

Dieser Satz von Balter ist eine Verallgemeinerung bekannter zahlen- 
theoretischer Satze. Sind z. B. die x die Primfaktoren einer durch 
kein Quadrat teilbaren Zahl n und f(x XJ x 2j . . , x k ) = f\x x x 2 . . x k ) 7 so 

ergiebt sich f{n) =^- F ('j) ftW als Fol g e von F ( n ) =J2f(< 0; w0 

sich die Summationen auf alle Divisoren d von n beziehen und g 
den Mobius’schen Faktor bezeichnet [I C 1 j. 

Hieran ankniipfend zeigt Gegcnbauer 37 ) an melirercn Beispielen, 
dass iiberhaupt Theoreme der Zahlentheorie, welche in letzter Linie 
auf der Zerlegung ganzer Zahlen in Primfaktoren fussen, Analoga im 
Gebiete der Funktionen mehrerer Veranderliclien haben. Gegmbauer 
zeigt aber auch ? dass diese Satze nicht auf symmetrisclie Funktionen 
beschrankt sind. 

12. Spezielle symmetrische Funktionen. Von speziellen sym- 
metrischen Funktionen sind bemerkenswert die von Jacobi , Johnson 7 
Ndgelsbach ; Kostlca , Wronslci u. a. betrachteten und von letztgenanntem 

35) Uber Mac Mahon's neue Theorie vgl. namcntlich : Mac Mahon , Amor. 
J. of math. 11, 1889, p. 1; 12, 1890, p. 61. Ferner: Amer. J. of math. 10, 1888, p. 42; 
13, 1891, p. 193; 14, 1892, p. 16; Quart. J. 22, 1887, p. 74; 23, 1889, p. 139; 
Lond. Math. Soc. Proc. 19, 1888, p. 220; Lond. Trans. 181, 1890, p. 181. 

36) H. F. Baker , Lond. Math. Soc. Proc. 21, 1890, p. 30. 

37) L. Gegenbauer, Wien. Ber. 102, 2 a , 1893, 951. 
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als „Alephfunktionen“ bezeichneten Funktionen. Bezeichnet man mit 
^ 2 ? • * ; x n) die Summe aller Produkte Ordnung 7 die sich 

aus cc l7 7 x n bilden lassen 7 so ist dies die Alephfunktion m* 6 * 
Ordnung. Dieselbe ist auch zu definieren dureh: 


— w-f-l 



'* — 1,2, 
* = 0,1, 
£=o,i, 


7 10 

,n — 2 7 r 
,n — 2, n — 1 


7 


woraus insbesondere fur r <£ n — 1 die Euler’schen Formeln folgen. 

Diese Funktionen sind in yielen Beziehungen analog den elemen- 
taren symmetrischen Funktionen; z. B. ist: 

7 ' ' 7 ; % k ) ~f“ l(#i; * • y % k ) (#£-}- 1 y • . 7 3 /*) -f“ * * 

+ , • • ; $ n ) } 

ferner 7 entsprecbend der Newton’schen und der Girard’schen Formel: 


— 1 + * * 4 " a n # r —n = 0 , 


(»iH“ 2 4+ - • + n i n —r) 


-K-f — 1-0! j h 

— — : : — : Cl 1 C*2 


Ein anderes Analogon der Newton’schen Formel ist die von Crocchi : 
— 1 “f" 2$2 “f" * * “f" ^i^r— 1 “f" S r = T • 

Die allgemeinere Funktion 

1 771 I 

x i k I / i = 1, 2, . . , n \ 

K| Vi-0 7 l,..,»-l/ 

lasst sicb dureh Alephfunktionen ausdriicken; sie ist gleich 
I | (i, Jc = 0 7 1 ; . . 7 n — 1) , 

dieselbe lasst sich auch als Determinante der Koeffizienten a 17 .. 7 a n 
darstellen. 

Man kann dies zur Darstellung einer beliebigen ganzen symme- 
trischen Funktion dureh die Koeffizienten benutzen; denn eine solche 
zerfallt dureh Multiplikation mit 


Kl 

in derartige Funktionen: 


(i = 1,2, . 
\k = 0, 1, . 

*?l- 38 ) 



38) K. G. J. Jacobi, J. f. Math. 22, p. 360 = Werke 3, p. 4=39; H. Ndgels- 
bach , Ub. eine Klasse symm. Funkt., Zweibriicken 1872; J. f. Math. 81, 1875, 
p. 281; N. Trudi, Gi. di mat. 3, 1865; L. Crocchi , Gi. di mat. 17, 1879, p. 218; 
18, 1880, p. 377; 20, 1882, p. 301; Sylvester , Johns Hopk. Circ. 2, 1882, p. 2; 
F. Franklin, ebenda 2, 1882, p. 24; 0. H. Mitchell , ebenda 2, 1882, p. 242; Amer. 
Encyklop. d. math. Wissensch. I. 30 
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13. Symmetrisclie Funktionen von Wurzeldifferenzen; Sem- 
invarianten. Besondere Bedeutung liaben diejenigen symmetrischen 
Funktionen erlangt ; welche zugleich symmetrisclie Funktionen der 
Wurzeldifferenzen sind. Sind <p 17 <p 2 , <p$ ? • • Produkte von Wurzel- 
differenzen und ist 0 = <Pi + (p< 2 + 93 * ‘ e ^ ne derartige Funktion, 

so ist 0 eine Invariante [IB 2, Nr. 2], wenn jede Wurzel in jedem 
Gliede gleich oft, p-mal, vorkommt; 0 ist dann offenbar vom 

Gewichte ~ • Andernfalls lieisst 0 eine Seminvariante [I B 2, Nr. 23] 

(Semi-Invariante 7 Subin variante, peninvariant). Eine Seminvariante 
0 der Gleichung: 

x n + (jj a x x n ~ l + a 2 + * * = t) 

andert sich der Definition zufolge nicht bei der Substitution 
x k I! Xk + 0, (h = 1, 2, . . , n ) 

also, als Funktion der Koeffizienten betrachtet, niclit bei der Sub- 
stitution 

a x |K + 0 

a, || % + 2a x 0 + 0 2 

( h || % + *>a 2 0 + K 0“ + 


die man zusammenfassen kann in: 


1 1 !l_l ( h _i “a.. j_ . . )| 

' X ' 2 ! X 2 ' 3! X' ] ' || 

Die Heranziehung der Identitut : 


1 __L % _L _ 3 _. __|_ 
' re ' 2 ! ' 


«* (> + ":+ + 



zeigt, dass sich bei jener Substitution von den Potenzsiiimnen 
s 1? s 2 , s $ , . . der Gleichung: 

x n 4- a x x n ~ l -)- .r"* - -f !! s , • r " + • • (} 


nur s x andert, sodass die Seminvariant(* 0 von .s‘j unabhiingig, <‘ine 
nicht-unitare Funktion der Gleichung 

z» + a,x*-' + ”] + ■• = <> 


J. ol* math. 4, 1881, p. 341; \ V. Kapteyn , A re hiv f . M at i 1 . u. I’hys. 07, 1882, p. 102; 
G. KostJca , J. f. Math. 1)3, 1882, p. S9; J. 7/. .}. f. Ma.fl,. <>*,’ p. 17a* 

W, W. Johnson, Quart. J. 21, 1880, p. 92; S. Dickstain, Knik. Di-nkschr. 12, 
18S6; Jf. Martone, Lafuiiziono alel <li Moime Wronski, 1891, ( 'atanzaro ; 1 V. S(idun } 
Per. di mat. 9, 1894, p. 1. 
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ist. Dieser Sylvester’scbe Satz gilt allgemeiner audh. fur solcbe sym- 
metrisclie Funktionen der W nrzeln, welcbe unsymmetrisclie Funktionen 
der Wurzeldifferenzen sind (Netto), wie aus der obigen Herleitung 
bervorgeht. Die Seminyariante 0 genii gt den Differentialgleicbungen: 


d$ 

da t 


i o d $ i o o & 
+ 2ai ^; + Za * 


1 da. 


+ 


0, 


dx i 

2 = 1 * 




o. 


charakteristiscb fur symmetrisclie Funktionen, die unsymmetrisch in 
den Wurzeldifferenzen sind 39 ). 

Uber die bierhergeborigen Sturm’scben Funktionen ygl. I B 3 a, 
Nr. 5. 

14. Zweiwertige und altemierende Funktionen. Eine rationale 
Funktion yon . . , x ny welcbe bei alien nl Permutationen der 

x i 7 x z> • )X n tv Werte annimmt, beisst eine w-wertige Funktion. 

Sind (p t und die beiden Werte einer zweiwertigen Funktion, 
so ist aucb cp 1 — <p 2 eine zweiwertige Funktion; die beiden Werte 
derselben (p 1 — <p 2 und cp 2 — (p x unterscbeiden sicb nur durcb das 
Vorzeicben. Eine solcbe Funktion beisst „alternierend“ Das Diffe- 
renzenprodukt: 


ist eine altemierende Funktion, sein Quadrat eine symmetriscbe Funktion : 

A *^2? * ' 7 ^n)‘ 

Jede altemierende Funktion ist in der Form B]/A entbalten, wo JB 
eine symmetriscbe Funktion. 

Jede zweiwertige Funktion ist in der Form A -f- B ]/A ent- 
balten, wo A und B symmetriscbe Funktionen sind; und umgekebrk 
Die beiden Werte einer zweiwertigen Funktion <p sind die Wurzeln 
einer quadratiscben Gleicbung 


39) Sylvester , Amer. J. of math. 5, 1882, p. 79; Cayley , Quart. J. 19, 1883, 
p. 131 = Pap. 12, p. 22; Mac Mahon, Amer. J. of math. 6, 1884, p. 131; Quart. 
J. 19, p. 337; Sylvester, Par. C. R. 98, 1884, p. 779, 858; J. Tannery, Par. CL 
R. 98, 1884, p. 1420; Sylvester u. W. S. Curran Sharp, Educ. Times 42, 1885, p. 86; 
Cayley, Quart. J. 20, 1885, p. 212 = Pap. 12, p. 326; Mac Mahon, ebenda 20, 
1885, p. 362; Cayley , ebenda 21, 1886, p. 92 = Pap. 12, p.344; D.F. Seluvanow, 
Mosk. Math. Samml. 16, 1891; Cayley, Lond. Trans. 158, 1868 = Pap. 6, p. 292; 
Amer. J. of math. 15, 1893, p. 1. — Weitere Litteratur s. namentlich bei TF. F. 
Meyer, Bericht fiber die Fortschritte der projektiven In varian ten the one im 
letzten Vierteljahrhundert, Deutsche Math.-Ver. 1, 1892, p. 245 ff. [I B 2, 2sr. 23]. 

30 * 
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<p 2 -P<p + 0 = O, 

deren Koeffizienten P und Q symmetrisclie Funktionen sind; aber 
nicbt umgekehrt [ Cauchy , Abel, s. I A 6, Anm. 46]. 

15. Mehrwertige Affektfunktionen. Gruppe [I A 6, Nr. 5]. Die 
samtliehen Permutationen der Wurzeln, bei denen eine w-wertige 
Funktion ungeandert bleibt, bilden eine Gruppe: die „Gruppe der Funk- 
tion“. IJmgekebrt heisst die Funktion eine „Funktion der Gruppe^. 

16. Allgemeine Satze von Lagrange, Galois, Jordan [I A 6, 
Nr. 5]. Die w Werte einer w-wertigen Funktion sind die w Wurzeln 
einer Gleichung w tm Grades, deren Koeffizienten rationale Funktionen 
von a x , a 2 , . . , a n sind 40 ). 

1st die Gruppe der Funktion op unter der von ip enthalten, so 
ist ip eine rationale Funktion von <p mit Koeffizienten, welche rationale 
Funktionen von a x , a 2 , . . , a n sind 41 ). 

Funktionen mit einer gemeinsamen Gruppe sind rationale Funk- 
tionen von einander, mit Koeffizienten, welche Funktionen der Gruppe 
sind 42 ). 

17. Moglicke Wertezahlen [I A 6, Nr. 8|. Die Wertezahl w 
muss offenbar n\ sein; dass sie stets ein Toiler von nl sein muss, 
bat Lagrange (a. a. 0.) gezeigt. Aber nicbt alle Teiler von n\ kbnnen 
Wertezahlen sein. Die ersten einschrankenden Satze fanden Ituffini, 
Abbati , Cauchy : es giebt keine 3- oder 4-wertige Funktionen von 
5 Elementen; es giebt keine 3- oder 4- oder 5-wertige Funktionen 
von 6 Elementen; eine weniger als 5-wertige Funktion ist 2- oder 
1-wertig; eine weniger als p- (grdsste Primzahl unter n) wertige Funk- 
tion ist 2- oder 1-wertig. 

Diese Satze sind besondere Fiille des Bertrand\sehen Satzes: eine 
weniger als ^-wertige Funktion von n Elementen ist 2- oder 1-wertig; 
ausgenominen n — 4, in welcbem Fall es 3- wertige Funktionen giebt. 

Bertrand bewies diesen Satz auf Grund de s Postulates: zwischen 
a -f- 1 und 2 a (a > 2) liegt eine Primzahl, welches erst spiiter von 
L. Tchetnchcff bewiesen wurde 1 1 (J 3 1. 

Ausser den Satzen, welcbe die Wertezahl beschranken, giebt es 
Satze, welche fur gegebene Wertezahl die Form der Funktion be- 
stimmen; z. B. eine w- wertige Funktion ist symmetrisch in n ----- 1 
Elementen, ausgenominen n = 6 {Bertrand). 

40) L. Lagrange , Paris. Ac. Hist. 1771 ; Vandermonde, e.benda [ l A (>, Anm. 30]. 

41) E. Galois , J. cle math. 1846, p. 381. 

42) C. Jordan , Traits des substitutions, Paris 1870. 
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Weitere Satze sind von Serret , Mathieu , Jordan , Bochert u. a, 
aufgestellt worden 48 ). 

18. HerstelTung von Affektfunkt! onen , Kirkman’s Problem. 

Die Summe aller derjenigen Glieder einer ganzen u*-wertigen Funktion, 
welcbe durcb die Permutationen der Gruppe aus einem derselben 
hervorgehen, bildet eine , ; Elementarfunktion“ ( Kirhnan 1. e.). Eine 
Elementarfunktion , welche einen Teil der symmetriseben Funktion 
(ii l . .) bildet, wird mit [^i 1 . .] bezeichnet. Alle aus einer Ele- 

mentarfunktion durcb JLnderung der Exponenten i xy u, i d . . (wobei 
aber stets i h =j= 4) bervorgehenden Funktionen baben dieselbe Gruppe 
und bilden eine „Familie“ y 2? it 3 . .). Die Aufgabe: alle zu einem 
System y 2 , . . und alle zu einer Gruppe geborenden Familien 

zu finden, bezeiebnet Jordan (1. e.) als „Kirkman’s Problem". Einige 
Beispiele bierzu bat Kirkman gegeben. 

19. Aufzahlungen. Aufzablungen aller moglicben Funktionen 
bzw. Gruppen sind von Cayley , Askwith > Miller u. a. 43 ) bis zu n — 14 
vorgenommen worden (vgl. I A 6, Nr. 13). 

20. Rationalwerden von Affektfunktionen; Affekt einer Glei- 
chung. Wenn eine w-wertige Funktion einer Gleicbung niedrigeren 
als w ten Grades geniigt, so giebt es w- wertige Funktionen, welcbe 
linearen Gleicbungen genugen. Alsdann sagt Kr (meeker u ), in An- 
le bn ung an Jacobi , die Gleicbung f(x) = 0 babe einen „ Affekt"; die 
Funktionen, deren Rationalwerden den Affekt bedingt, beissen „Affekt- 
funktionen" Die Gruppe der Affektfunktionen ist die Gruppe der 
Gleicbung. 

21. Cykliscbe, eykloidisebe, metacyklische Funktionen. Funk- 
tionen, welche sich nicht bei den Substitutionen 

fxt \ n,V = 0,l,..,n-l\ 

\Xi z J rn '= Xk ' 

43) Cauchy , J. ec. pol. 10, 1815, call. 17, p. 1, 29; J. Bertrand , J. ec. 
pol. 18, 1845, cah. 30, p. 123; J. A . Serret , J. cl. Math. (1) 15, 1850, p. 1 u. 45; 
E. Mathieu, J. d. Math. (2) 5, 1860, p. 9; Par. Compt. Rend. 1858, p. 46; Jordan, 
J. ec. pol. 22, 1861, cah. 38, p. 113; E. Mathieu , J. d. Math. (2) 6, 1861, p. 241; 
Th. P. Kirkman , Theory of groups and manyvalued functions, Manchester 1861; 
Memoirs of the lit. and phil. soc. of Manchester, Lond. u. Par. 1862; Netto, 
J. f. Math. 85, 1878, p. 327; A. Bochert, Math. Ann. 33, 1889, p. 584; E. H. 
Askwith , Quart. J. 24, 1890, p. Ill u. 263; Cayley, ebenda 25, 1891, p. 71 u. 
137 = Pap. 13, p. 117; G. B. Mathews , ebenda 25, 1891, p. 127; A. Bochert, 
Math. Ann. 40, 1892, p. 157; E. Ccirtan, Paris Compt. Rend. 119, 1894; Bochert, 
Math. Ann. 49, 1897, p. 113. 

44) Kronecker , Arithm. Theorie cl. alg. Grossen, 1881, p. 34 = Werke 2, p. 284. 
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andern, heissen „cyklische“; Funktionen von den n x n 2 . . n k Grossen 


x *i h • * h 


/Jc 1 = 0 } 1 , . .,n ± — 1 

= 0, 1, . . ? ^2 

*2 j • ' ==:: ^1 J + n i 7 


solche, welche sich nicht bei den Snbstitutionen 


, 4 - fr x A a 4- • • ) * A H“ V 


%lc 1 '=0,l y .. } n L ~r 

\ , 7^2 : — 0, • • j '^2 1* 


andern, beissen „cykloidisehe“‘ 15 ). 

1st w prim, so heisst eine Furiktion, welche sich nicht bei den 
Substitutionen 

( ic = o ; i, . ., n — r 

6‘ = = 0, 1, . . , '/£ 1 

^ == 1,2, . . y H 1 

XkJj-n = — ; &A 


andert, eine „metacyklische“ 46 ). Beschrankt man die Werte von r auf 
die quadratischen Reste von n, so heisst die zugehbrige Funktion 
,,hemimetacyklisch“ 47 ) [I A 6 ; Nr. 10]. 

22. Burch Wurzeln auflosbare Gleichungen. Burch Quadrat- 
wurzeln auflosbare Gleichungen [IB Be, d, Nr. 28]. Fur die Auf- 
losbarkeit einer Gleichung von Primzahlgrad (lurch Radikaie ist das 
Rational werden der metacyklischen Funktionen notwondig und hin- 
reichend. 

Fur die Auflbsbarkeit einer Gleichung (lurch Quadratwurzeln ist 
das Rationalwerden derjenigen Aftektfunktionen erforderlich und hin- 
reichend, welche die grdsstmdgliclie ungrade YVertezahl haben. Die 
Ordnung der Gruppe ist die grdsste in n ! enthaltene Potenz von 2 
[IB Be, d, Nr. 14 1. 

23. Gleichungen 7 teu Grades, deren 30-wertigc Aifoktfunktionen 
rational sind [IBBf, Nr. 1(>|. Yon Gleichungen hbheren Grades, welche 
einen Affekt haben, sind inshesondere diejenigen 7 I(! " Grades, deren B0- 
wertige Affektfunktionen rational sind, untersucht worden. Dieselben 


45) Yon Kronec/cer in semen Vorlesungen gebraiudit. 

46) Zuerst von Kr (meeker ini Sinne ties Textes, .spa, ter von II. Weber in 
allgemeinerem Sinne gebraucht; s. Weber, Algebra 1. 

47) Kronecker. 



18. Herst. v. Affektf. etc. 19. Aufzahl. 20. Rationalwerden etc. 21. Cykl.P. 471 

sind die Resolventen der bei der Transformation 7 ter Ordnung der 
elliptischen Funktionen anftretenden Modulargleichung 8 ten Grades 48 ). 

24. Funktionen von mehreren V ariab elr eiken , Wurzeln. von 
Gleicliungssystemen. Berechnung symmetrischer Funktionen nach 
Poisson, v. Esckeriscli. Eine Funktion von n Systemen von je h 
Grossen: 

/y® /y» 

* • 7 

beisst eine „symmetrische Funktion der n Systeme“ wenn sie sich bei 
Vertauscbung derselben nieht andert. 

Eine rationale symroetriscbe Funktion ist Quotient zweier ganzen 
symmetrischen Funktionen (. Mertens ). 

Eine gauze symmetriscbe Funktion zerfallt in „typische“ oder „ein- 
typige^ Funktionen ? d. h. in solche, welcbe aus einem Gliede durcb 
Summation aller daraus durcb Vertauscbung der Systeme bervor- 
gebenden verscbiedenen Glieder entsteben. Man bescbrankt sicb auf 
die Betracbtung solcber symmetriscben Funktionen im engeren Sinne. 

Eine solcbe Funktion beisst „r-formig“ ; wenn in jedem Gliede 
Elemente aus r Systemen vorkommen. Sie beisst ;; elementar“, wenn 
sie linear in den Elementen jedes Systems ist. Sie beisst „7i-reibig“ 
wenn in jedem Gbede Elemente aus h Reiben vorkommen. Sie beisst 
„primitiv“ wenn sie linear in den Elementen jeder Reibe ist (Junker). 

Beziiglicb der Berechnung symmetriscber Funktionen von mebreren 
Grossenreiben tritt eine Zweiteilung des Problems ein ; je naebdem 
die Grossen als Wurzelsysteme von Gleicbungssystemen gegeben sind 
oder nicbt. 

In beiden Fallen werden zunacbst die mebrformigen Funktionen 
durcb die Waring’scben Formeln auf einformige zuruckgefiibrt; setzt man 

y,xf l yt • • xf yf ■ • = (.ft ft • • , ft ft • 0 

u. s. w. ; so wird: 


48) Kronecker, Berl. Ber. 1858, p. *287; Hermite , Annal. di mat. 1859; Par. 
C. K. 57, 1863, p. 750; Brioschi , Gott. Nachr. I860; Klein, Math. Ann. 14, 1879, 
p.428; 15, 1879, p. 251; Noether , ebenda 15, 1879, p. 89; Brioschi, ebenda 15, 
1879, p. 241; Par. C. R. 95, 1882, p. 665, 814, 1*254; P. Gordan, Math. Ann. 20, 1882, 
p. 515 (aueh Bd. 17 u. 19), der p. 527 ein ,, voiles System 11 von Affektfunktionen 
aufstellt [IB 2, Nr. 5, Anm. 107]; Cayley, J. f. Math. 113, 1894, p. 42 = Pap. 13, 
p. 473. Des weiteren vgl. IB 3 c, d, Nr. 28). — Der Pall des Textes ist als ein 
bes. charakteristisches Beispiel gewahlt worden. 
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(i> i i Mi • o=(K&") (&&•■)— (K-Fftr^r+ffs--) 

u. s. w., analog den Formeln fur Funktionen einer Grossenreihe. 

Um ferner die einformigen Funktionen: 

2$ yi- = s m- 

durcli die Koeffizienten des Gleichungssystems 

fi(x, */,••) = 0 (i = l,2,..,h) 

auszudriicken, berechne man die Potenzsummen der Wurzeln t der 
Gleichung, die sich durcli Elimination von x, y, . . aus den Gleichungen 

t = ux + v y H — 

fi(x, y, • •) = o (* = 1, 2, . . , k) 

(p JLq j 

ergiebt. Dann ist Sp 8 .. der Koeffizient von uP V<1 • • ja der 

Entwickelung von t P+ q +" nach Potenzen von u, v, . . ( Poisson , 

i 

Schlafli, Hess). 

Anders verfahrt Waring (1. c.): er bildet die Gleichung fur 
t — x p y q . . und sucht deren Wurzelsumme. 

So kommt man zu dem Satze: Jede symmetrische Funktion der 
Wurzelsysteme eines Gleichungssystems ist rationale Funktion der 
Koeffizienten des Gleichungssystems ( Cayley ? Schlafli). 

Die Methoden von Cauchy , Transon, Borchardt hat (J. v. Eschcrich 
auf Gleichungssysteme ausgedehnt. 

Es seien 

*\(v) = V- 

die Endgleichungen vom Grade n, die sich aus den Gleichungen 
fi(x,y,..) = Q (i= 1,2,..,*) 

durch Elimination von je 1c — 1 der Grossen x,y, . . ergeben. Ferner 
sei D(x,y,..) die Funktionaldeterminante [IB 1 b ; N r. 2 1 | der Funk- 
tionen f) (x, y, . .). Die Funktion <£> (x, y , . .) werde durch die Gleichung 
definiert: 

?/ u 0__ _ i 

*\ (®) *\(V) • • jLj y . , . .) (x — xf) (y -• y.) . . * 

Dann ergiebt sich die „einformige“ Funktion ^f 2 J r {x f) y n . .) a. Is Kocffi- 

i 

zient von in der Entwickelung von: 

xy . . 

W(x, y , . .) f (x, y, . .) I)(x, y, . .) _ 

F i (*) (y) 

Um den Wert der „zweiformigen <£ Funktion 
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Vi) * * 5 Vhy - •) 
i, h 


(i,h= 1, 2,. 

V i^h J 


zu finden, nekme man den Koeffizienten y ,, . .) von in der 
Entwickelung von 


W(xi,y h ..-x,y ; . 


\ ( <S(s, y, . .)Z> (x, y, . ■) 


F>{x t , y t , . .) (* — x ; ) (y-y,)..J ’ 


derselbe ist gleieh 

A’ • •)> f n ) 


und die gesuchte 
wickelung von 


u. s. w. 


Funktion ist der Koeffizient von 

Steft.QDfoy,. .) 
F^F^).. 


1 

rcy .. 


in der Ent- 


Eine erzeugende Funktion fur die symmetrisehen Funktionen der 
Grossensysteme 

Hi, ■■ (i = 1, 2, . . , n) 

ist offenbar: 

2 («! - * i ) (®1 — 2 / f ) • • («2 — * i ) (®2 — 


zu summieren uber alle Permutationen der Systeme 
Vi, . . (i = 1, 2 ; . 

Den Wert dieser erzeugenden Funktion findet Esclierisch gleieh: 

2>K, t?„ . .) D(^ 8 , t? a , . . . gfa, t?,, . .) . .Pfa, Mg, . .) . 49 v 

F i K) Fi W • • F 2 ( v i) Fs («t) • . • «si • -) * ' 


25 . Symmetrisclie Funktionen von Reiken von Variabeln, die 
von einander unabkangig sind. Satze, Formeln, Verfakren von 
Mertens, Waring, Scklafli, Mac Makon, Junker. Will man dagegen 
die einformigen Funktionen durch die elementaren: 

* * %pyp-\-i ’ * Vp-{-q ' ' === 

ausdrucken, so hat man nur die Newton’schen oder die Girard’schen 
Formeln auf die Potenzsummen und Koeffizienten der Gleichung fiir 

t = ux + vy 4- * ■ 

anzuwenden und die Koeffizienten der einzelnen Glieder u p v ? . . zu 
annullieren. So erhalt man z. B. 
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Sioo . . = £ 100 . . 

#200 • • £l00.. 2^200.. 


5ll0O.. — £lOO.. £0100.. £ll00.. 


2 5xuoo . . — £lll00 £ 0010 . . £ll 00 . . 4)100 . . £l 0100 . £ 100 . . ^OlOOO . . 


allgemein: 


-f* 2 C 100 . . £ 0100 . . £ 00100 . . ? 




..-1 (ff + H 1) ! 


pi ql 


■ 2 (- 


1) 


Z*i- 1 '■ 


7t x ! ! 




°P<J- 




und umgekehrt: 

v**— 1 

= V /(*!+* 1 +—^ ((**+**+•— . . t-JlL 5* . . 

H 1 lX 1 l.. ) V VV’* / TTjlTTg!.. *1 V • **h~ 

(Mae Mahon). Die Summationen bezielien sich auf alle Glieder, 
deren ;; Partialgewichte“ 

^1 ^1 ~F~ *^2 ^2 ~f -- 
■^1 ~f~ ^2 ^2 I 

bzw. die Werte p, q, . . haben. So erlialt man den Satz: Jede sym- 
metrische Funktion eines Grossensystems ist rationale Fuuktion der 
elementaren Funktionen des Systems. 

Kiirzer als der angegebene Weg ist die Methode der unbestimmten 
Koeffizienten. Da namlich jede eintypige Funktion isobar in alien 
Partialgewichten ist (. L.Schlafli , E. Betti), kann man die littevale Form 
einer eintypigen Funktion als Funktion der elementaren aufstellen. 
Die Koeffizienten bestimmt man dann aus einer lmiraehendcn Anzahl 
spezieller Wertsysteme oder durch Koeffizientenvergleichung der ein- 
typigen Funktionen, nachdem man die elementaren Funktionen (lurch 
x t , y t , . x t , y 2 , . . ausgedriickt hat. 

Mac Mahon bat seine „neue Theorie“ [Nr. 10 1 auch auf* sym- 
metrische Funktionen von Grossensystemen ausgedehnt. An di<‘ Stelle 
der Parti tionen des Gewichts tritt ein System von Parti tioiien der 
Partialgewichte : 

i> = Pi + p* + • • 

<i = <h + <h + • ■ 


welche man symbolisch zusammenfasse in 

* * +ih<h • • + • •• 

Dann ist die symmetrische Funktion (2£pi / ( h / . . , ( J:n 7 • • 

ausdriickbar als lineares Aggregat der Separationen von 



f 
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(pll $11 • * ; Pl2 $12 * * ; • * ; P21 $21 * • 7 P22 $22 **;**) 

und die Koeffizienten befolgen ein analoges Symmetriegesetz wie im 
Falle h = 1. Insbesondere ist: 


(-1) 




7C X \ n ± \ . . Cpj q x . /* 


i> 2 $2 • • 








(way* 


und umgekehrt: 




•St- 1 * 




Js • • • *11 • ^is ! • • *ji ! *2s • • • G’uSu" ll />u9i»” 11 ) (ftuft 


Sfel- • P22 ?22‘ 


Hier bedeutet 5 / rtl \ den Ausdruek von . wo 

P = % A + *2 i >2 + * * , $ = % $1 + * 2 & + * * > • • * 
durch die Separationen von ^ ^; 2 q 2 . * •) und die Summation 

bezieh t sich in der ersten Formel auf alle Separationen (J 2 ) j - . . 
von (p 1 q 1 -- 7tl p 2 $2 * n ~ * ')> i n der zweiten auf alle Separationen 

(Pll $11 * • 11 ^12 • • 1_ * *) ;i (#21 &1 • * ~ I #22 #22 * * " ‘ y~' • 

von (j^ #2 2s ••**■’)• Separationen lassen sicb analog wie im 

Falle 7s = 1 in Grruppen zusammenfassen und es besteht der Satz 
Im Ausdruek der symmetrischen Funktion {p 1 q 1 . -* 1 g 2 * ^ * *) durck 
Separationen von (a 1 b 1 .. (Xl a 2 b 2 .. a ~-) ist die Koeffizientensumme in 
jeder Gruppe Null, ween die Partition (pi £1 • Z* 1 ft #2 • * V keine 

Separation der Spezialpartition (Spezifikation) (cc[a^c^b^. } a 2 a 2: a 2 b. 2r .) 
besitzt 49 ). 

26. Relationen zwischen den elementar-symmetrisclien Funk- 
tionen: Brill und Junker. Auf einen wesentlicken Unterscbied in 


49) F . Mertens, Wien. Ber. 81 2 , 1880, p. 9S8; Krak. Ak. 17, 1890, p. 143; 
(2) 1, 1891, p. 333; S. D. Poisson, J. ec, pol. 4, an X, cab. 11, p. 199; E. Hess , 
Zeitschr. f. Math. u. Phys. 15, 1870, p. 326; Schldfli, Wien. Ber., math.-nat. Kl. 4 2 , 
1852, p. 1; Cayley, Lond. Trans. 147, 1857, p. 717 = Pap. 2, p. 454; Mac Mahon, 
ebenda 181 A, 1890, p. 481; E. Betti , Ann. mat. fis. 4, 1853; G. v. E scher ich, 
Wien. Ber., math.-nat. Kl. 36 2 , 1876, p. 251; A. Brill, G-ott. Xachr. 1893, p. 757; 
Fr. Junker, Uber alg. Korrespondenzen, Diss. Tubingen 1889; Math. Ann. 38, 1891, 
p. 91; 43, 1893, p. 225; 45, 1894, p. 1. 
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der Theorie der symmetrischen Funktionen fiir 1c — 1 und Je > 1 
scheint zuerst ScJilafli aufmerksam gemacht zu haben. Wahrend im 
ersten Fall die Anzahl der elementaren Funktionen mit der der 
Yariablen ubereinstimmt, sind im zweiten Fall weniger Variable als 
elementar-symmetrisebe Funktionen vorhanden, die letzteren also durch 
eine Anzabl identiscber Relationen yerbunden. 

Unter den elementaren Funktionen bilden die folgenden Jen: 

£l00..; £200..? £300..; *•? £» 00 . . 

£010..> £ll0. . 7 £210..; • •; £n — 1,10.. 

£0010..; Ci010..f £2010. . j *•; — 1,010.. 

<?00010 . . ; £10010 . . 7 £20010 . . 7 ’ • 7 £n — 1 , 0010 . . 

ein Fundamentalsystem, da jede symmetrische Funktion durcb die 
Gleichungen : 

yf'Qc) =2 Vi f^ x - = Cow.. a"- 1 - Clio.. + • • 

i 1 

ef (x) Zi ~~ = C 0010 .. «'* -1 — ClOlU.. X n ~ 2 + • . 

auf eine symmetrische Funktion von x l9 x 2 , . x n , und durch die 

Gleichung: 

f(x) — x n — £ 100 .. x 71 " 1 + C 2 oo..% n ~~ 2 — • • = 0 

auf einen yon den x freien Ausdruck reduziert wird, der nur von 
den obigen Jen Grossen abhangt. Insbesondere entstehen durch die 

Darstellung der ubrigen c durch die angegebenen ^ — Jen — 1 

rationale Relationen unter den elementaren symmetrisclien Funktionen. 
Diese sind von einander unabhangig und alio iiberhaupt vorhandeneu 
Relationen sind durch sie rational darstellbar (Nctfo). 

Auf anderem Wege hat Brill ein vollstandiges Relationensystem 
aufgestellt. Es sei Jc — 2. Setzt man 

ti = uxi + mji (i = 1, 2, . , , n) 

so wird 

= C l0 U -f" (‘oi v o 

= £ 20 u 1 + c n uv + c m ir 

und die Bedingungen dafur, dass die Grossen c ik die elementaren 
symmetrischen Funktionen der n Grosscnpaare a \ , y x , .r 2 , y 27 . . sind, 
mussen ubereinstimmen mit den Bedingungen dafur, dass die Ternarform 
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in Linearfaktoren zerfallt [I B 1 b ? N r. 5], Die Bedingungen hierfur 
bestehen in dem identiscben Yerschwinden der Formen: 


(jV k * • %) p 

■(” t 2k k-k t+1 ) r -(- «..<■), 


(# >i>); bierin bedeutet (P ? §)*> die tJberschiebung [I B 2, Nr. 14] 
der Formen P und und die Funktionen der t sind durch die 
Koeffizienten der Form ^Sc^C — t) n ~~ i ~~ 7e u i v k 7 also als Formen von n 
und v auszudriicken. Setzt man zur Abkiirzung 

e io u ”f" G $i v = fi > 
c 20 u 2 + c n uv + c^v 2 = , 


so ergiebt sich fur n = 2 als Bedingung das Verschwinden der In- 
variante: 


(/ 

fur n = B das identisclie Yerschwinden der Covarianten: 

(f? - 3 f x f % + 3 f t) fa - 3 (f* - 2f 2 , fa = 0 , 

(fi - Wf % + 2 /j 8 + 4 fa, fa - 3^ - 3 fa + 3 / 3 , fa 


= 0 


u. s. w. 

Am ausfiibrlichsten hat diese Relationen Junker behandelt. Er 
erhalt dieselben z. B. folgendermassen: Entwiekelt man die symme- 
trische Funktion 


<p («, y, • •) =2{* — x iY i ( y — Vi) h • • (« — — VtY 

nach Potenzen der x, y , . . : 


cp(x,y,..) = cp(0,0,..) — (i 


y 2 IJ + 


+ + +2/3 2 t S) ? 


so ergiebt sich ; wegen o(x h y i} . .) = 0 ? die Relation: 

o = » 9 >(o, o, . — (2 Xi '2w t +2 

in der man = Ciqq.. , — Coio..> u. s. w. und 

zu setzen hat. 


u. s. w. 
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Junker zeigt ferner, dass das niedrigste Gewieht fur diese Rela- 
tionen n ~ {-2 ist. Daraus folgt insbesondere, dass es Relationen, die 
fur jeden Wert yon n giiltig sind, nicht geben kann. Bei un- 
bestimmtem n giebt es dalier keine Relationen zwischen den elemen- 
taren symmetriscben Funktionen, sodass sich in diesem Falle jede 
symmetrische Funktion nur auf eine Art durch die elementaren dar- 
stellen lasst. Diese Darstellung braucht bei einer ganzzahligen Funk- 
tion nicht notwendig ganzzahlig zu sein, wie z. B. aus der verall- 
gemeinerten Girard’schen Formel hervorgeht. 

Aus jeder Relation zwischen symmetrischen Funktionen lassen 
sich nach Junker neue herleiten, indem man folgende Prozesse an- 
wendet. Durch eine Substitution der Art: 

/ rr rrr 

x — X X X . . 


y = y'y'y” • « 

wird eine Funktion in eine andere von niehr Reihen von Grossen 
verwandelt. Die elementaren Funktionen gehen dadurch in elemen- 
tare Funktionen der neuen Grossen uber. 

Durch Koincidenz mehrerer Reihen, z. B. 

x i === yi (y = 1 ? • * ? n) 

wird eine Funktion in eine andere von weniger Reihen von Grossen 
verwandelt. Die einformigen Funktionen bleiben einfbrmig. 

Beide Prozesse ; nebst den Beziehungen zwischen den einformigen 
und den elementaren Funktionen geniigen offenbar, mu aus den Aus- 
driicken der primitiven Elementarf unktionen : 

x i V '2 — 5 ioo.. Soio.. — 5no.. 

2‘3 — $100.. $010.. $0010.. — * * * “p 25nio.. 


successive die Ausdrucke aller eintypigen symmetrisehen Funktionen 
zu erhalten. 

Andere derartige Prozesse sind die Difterentialoperatoren: 

»• ' p,J - >">■■ 


2 y> d /x. =2 ( 1 + p) 4r~ = 2 p ,7 

1 ' Pi'Jf 1>q " ?v/, •• I*’* 1 ' •• 


•V — 1, * 


Die letzteren konnen z. B. dazu dienen, aus dem Ausdruck einer ein- 
typigen Funktion (lurch die elementaren oder die einformigen Funk- 
tionen den Ausdruck jeder anderen eintypigen Funktion von dem- 
selben Totalgewicht abzuleiten. 

Die Mehrdeutigkeit in der Darstellung einer eintypigen Funktion 
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durch die elementaren maclit die Einfuhrung einer 37 kanonischen“ Form 
erforderlich. Junker definiert als solche diejenige Form einer Ji- 
formigen Funktion, in welcher die A-formigen Elementarfunktionen 
im hochstmoglichen Grad homogen auftreten. Er lehrt die kanonische 
Form herznstellen und beweist, dass der Grad, in welchem die h- 
formigen Elementarfunktionen auftreten ? dem kleinsten Teilgewicht 
hochstens gleich sein kann. Unter Teilgewicht der Funktion 
2 X\ yi l . . xf 1 y^t . • versteht Junker die Surnmen 

«i + & + - 

a 2 fi'2 ~h ' ' 


wahrend er die Partialgewiekte als ?; Reihengewiehte“ bezeichnet 49 ). 

27. Allgemeinere Funktionen. Junker macht auf eine neue 
Art von Funktionen, doppeltsymmetrische Funktionen, aufmerksam; 
dieselben sind nicht nur symmetrisch in Bezug auf die Vertauschungen 
von Kolonnen, sondern auch in Bezug auf diejenige der Reihen 49 ). 

Ahnlich spricht Muir 50 ) Yon symmetrisek-altemierenden Funk- 
tionen. Determinanten sind alternierend-altemierende Funktionen. 
Allgemeinere Funktionen dieser Art sind bisher nicht betrachtet 
worden. Auch ist die TTntersuchung derselben in einer erschopfenden 
Behandlung der Funktionen einer Grossenreihe mit enthalten. 


50) Th: Muir, Edinb. Trans. 33, 1887, p. 309. 
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Lehrbiicher. 

J. A. Serret, Cours d’algebre superieure , Paris, 3. ed. 1866, 4. £d. 1879, 5. ed. 

1885 (t. 2, section 5, chap. 5); deutsch y. Wertheim, Leipzig 1868, 2. Aufl. 1878. 
C. Jordan , Traite des substitutions et des equations algebriques, Paris 1870. 

J. Petersen , de algebraiske ligningers theori, Kjobenhavn 1877; deutsch 1878 
(p. 299 if.); ital. yon G. Rozzalino u. G. Sforza, Napoli 1891; franz. 1896. 

E. Netto, Substitutionentheorie und ihre Anwendung auf die Algebra, Leipzig 
1882; ital. y. G. Battaglini, Torino 1885; engl. y. F. N. Cole , Ann Arbor 1892. 
H. Vogt, Le 90 ns sur la resolution algebrique des equations, Paris 1895. 

If. Weber , Lehrbuch der Algebra, Braunschweig 1. Bd. 1895, 2. Bd. 1896 (be- 
sonders Bd. 1, drittes Buch); zweite Aufl. 1. Bd., 1898. 


1* Einleituug. Evariste Galois hat eine Theorie der Gleichungen 
geschaffen 1 2 ), die ein Kriterium fur die Auflosbarkeit spezieller Glei- 
chungen durch Wurzelzeichen ergiebt, aber zugleieh weit iiber dieses Ziel 
hinausfubrt. Diese Theorie kniipft an den Begriff der Irredueibilitat an. 

Eine Gleichung f(x) = 0 wird reducibel genannt, wenn die 
ganze Funktion f(x ), welehe die linke Seite bildet, so in Faktoren 
gespalten werden kann, dass die Koeffizienten der Faktoren ^rational 
bekannt“ sind; im andern Fall heisst die Gleichung irreducibel [I B 1 a, 
Nr. 10]. Die Eigenschaft der Irredueibilitat kommt also einer Gleichung 
nur mit Riicksieht auf eine vorher zu machende Festsetzung zu. Man 
hat gewisse Grossen JR, JR ', ... zu bezeichnen, die als rational bekannt 
angesehen werden sollen. Zugleieh sind auch diejenigen Grossen als 
rational bekannt zu betrachten ; die sich aus JR, JR', . . . mit Hiilfe der 
Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division 
ergeben. Alle diese Grossen bilden den Rationalitatsbereich [ JR , JR ',.. .].-) 
Die Grossen JR, R r , . . . konnen bis auf einen gewissen Grad willkiir- 


1) Oeuvres mathematiques d’ Evariste Galois , Abdruck aus J. d. math. 11 (1846), 
p. 381; neu hsg. yon E. Picard , Par. 1897; deutsche Ausg. von Maser, Berlin 
1889. Die wichtigste Arbeit p. 33, die vor 1846 nicht gedruckt war, ist im 
Jahre 1831 niedergeschrieben. Einige Resultate waren von Galois im Bulletin 
des sciences mathem. yon Ferussac 13 (1830), p. 271 veroffentlicht worden. Be- 
sonders bemerkenswert ist auch p. 24 der oeuvres, der Brief an Chevalier, der 
nach Galois' Tod 1832 in der Revue encyclopedique erschien. 

2) Ygl. L. Kronecker , Grundziige einer aritkmetischen Theorie der alge- 
braischen Grossen, Berlin 1882, p. 3 (J. f. M. 92 [1882]) = Werke 2, p. 250. Ygl. 
auch Galois, m&n. sur les cond. de resol., principes *. „on pourra convenir de re- 
garded etc ; N. H. Abel, Bd. 1, p. 479 Fussn.; 2, p. 220, Z. 3 v. o. ; p. 330, Z. 24 v. o. 
Andere Autoren nennen eine solche Gesamtheit von Grossen einen „Korper“; vgl. 
R. Bedelcmd 1 s 11. Supplement zu den Yorlesungen von P. G. Lejeune-Dirichlet 
iiber Zahlentheorie, 3. Aufl. 1879 [I B 1 c, Nr. 2]. 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. 
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I B 3 c, d. Galois’sche Theorie mit Anwendungen. 

lich angenommen werden, es miissen nur die Koeffizienten von f(x) 
selbst dem Rationalitatsbereich angehoren. Der einfacliste Rationalitats- 
bereich ist der „absolute“, der nur aus den rationalen Zahlen besteht. 

Wenn die Gleichung g(x ) = 0 fur eine Wurzel der irreducibeln 
Gleichung f(x) — 0 erfiillt ist ; so ist g — 0 erfullt fur alle Wurzeln 
der irreducibeln Gleichung 3 4 ). Voraussetzung ist dabei, dass ein Ratio- 
nalitatsbereicb zu Grunde liegt, dem die Koeffizienten der beiden 
Gleichungen angehoren, und in dem die zweite Gleicbung irreducibel 
ist. Der genannte Satz besagt ; dass in gmissem Sinn von jeder 
Wurzel einer irreducibeln Gleicbung ausgesagt werden kann, was von 
einer Wurzel gilt. Anders verhalt sich die Sache, wenn man Paare 
von Wurzeln betrachtet. Es hat z. B. die im absoluten Rationalitats- 
bereich irreducible Gleichung -f- a-’ 8 -f* x 2 -f- x -f- 1 = 0 die Wurzeln 

2 7 t i 4 7t i Xrti fix* 

x 1 = e r , %% = e~] % — e 5 , = <>■ 5 , und es besteht die Relation 

x* — x 2 = 0. Diese Relation wiirde nichfc bestehen bleil)en y wenn wir 
fur das Wurzelpaar x v x 2 das Paar .r. 5 , setzen wollten, dagegen ist 

(1) ^ = 0 , — x % = 0 , rr t - -- ./•, = 0 . 

Es gilt also nicht fur jedes Wurzelpaar, was fur ein Wurzelpaar gilt. 
Ahnliches findet man, wenn man Relationen aus Wurzeltripeln bildet. 
So ist 

(2) x x - x t x :i = 0, — .r 3 :r 4 = 0, x v r t 0. — 0, 

wahreud der Ausd ruck x t x :i einen von Null versehiedenen Wert hat. 

Die Relationen (T) gehen dureli (lit* cvklische Vertausehung 
(#iX 2 x 3 X 4 )[l A (), Nr. 3 | aus eiiiiinder b(*rvor, und es gilt dasselbe von den 
Relationen (2). Besteht nun rvnmujv dvr spvzivllvn Wvrtv der (hmsen 
x n x 2P x 3) x A irgend eine Relation q>[j \ , ) ■ o, in vvelclie 

ausserdem nur noc.li Grdssen (h*s Kat-ionalitiitsbereirhs als Koeflizienter 
eingelicn, so liisst sicli zeigen, dass aucb in dieser ({elation die Ver- 
tauschung (x I; ;K Jf x :i , xj ausgdi'ilirt wcnh*n dart, ohm* dass die Re- 
lation aufhbrt, zu bestehen; dagegen girbt es ausser <h*n Winder 
holungen (Potenzen) d<*s genaimten t’vklus keine Substitution, die ii 
alien Relationen ip = 0 der genanntrn Art aimgdnlirt w<*rd(*n diirfte 
So ergi(*bt sich eine aus den Potenzen der Substitution (x { x 3 x 3 x A 
gebildete G ruppe D, welche der vorgelegten Gleichung zugehbrt. 

Galois hat nun di<* JKntdeekung gcmacht, dass in dit*ser Weis' 

3) N. II. Abel, f. M. 4 (1S210, p. 131, ueuvr. nuuv. « * c i . publ. par I. Syfa 
et S. Lie (1881) 1, p. 480. 

4) Vgl. Anrri, 11. 
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jeder speziellen Gleicbung, naclidem ein Rationabtatsbereicb zu Grunde 
gelegt ist, eine vdHig bestimmte Gruppe von Substitutionen zugebort 5 ). 
Aus der ^Galois' schen Gruppe einer Gleicbung^ kann man die wesent- 
liclisten Eigenschaffcen der Gleicbung erkennen. Yon Gleichungen, 
welcbe dieselbe Gruppe besitzen, sagt man, dass sie den gleichen 
„Affekt“ baben 6 ) [I B 3 b, Nr. 20]. 

Einen Keim der Galois ' scben Theorie kann man bei Lagrange 
finden. Dieser knfipft an die Betracbtungen an, welcbe Hudde und 
Waring fiber solcbe Gleicbungen angestellt batten, in welcben zwiscben 
den Wurzeln gewisse einfacbe Relationen besteben 7 ). Lagrange denkt 
sicb an jener bemerkenswerfcen Stelle eine Relation, welcbe zwiscben 
einem Teil der Wurzeln vermoge der numeriscben Werte dieser Wur- 
zeln bestebt, und unterscheidet nun den Pall, in welcbem diese Rela- 
tion „nur fiir diese Wurzeln und nur auf eine Weise“ statt bat, von 
dem andern, in welcbem in der Relation gewisse Y ertauscbungen vor- 
genommen werden konnen. Die Wicbtigkeit der zwiscben den Wur- 
zeln bestebenden Relationen trat spater nocb mekr durcb die von 
Gauss fiber die Kreisteilung 8 ) ausgefiibrten Untersucbungen bervor, 
auf welcbe Galois aucb Bezug genommen bat 9 ). 

2. Definition der Gruppe einer Gleielmng. Die Gleicbung 
fix) = 0 werde vom n tm Grad und obne Doppelwurzel, dagegen nicbt 
notwendig als irreducibel angenommen. Die Wurzeln x 1? x 2 , . . . x n 
der Gleicbung sind von einander verscbieden. Nun wable man eine 
Irrationalitat w, in welcber jede der Grossen x 17 . . . x n rational 

ausgedrfickt, und die selbst in alien den Grossen x 17 cc i9 . . . x n zu- 
sammen rational dargestellt werden kann; eine solcbe Irrationalitat 

lasst sicb immer finden, z. B. indem man \-m n x n 

setzt und m l7 m 2 , . . . m n als ganze Zablen so bestimmt, dass die nl 
Ausdrucke, die aus -f m, 2 x 2 -j + m n x n durcb die sammt- 


5) Oeuvr. p. 37. 

6) L. Kroneclcer, Berl. Ber. 1858, p. 288 und 1861, p. 615. 

7) J.L. Lagrange , reflexions sur la resolution algebrique des equations (nou- 
veaux memoires de l’acad. roy. de Berlin 1770, p. 134 ff., 1771, p. 138 IF.), oeuvr. 
publ. par J. A. Serret, Paris 1869, 3, p. 403ff. Johannis Euddenii epistola prima 
de reductione aequationum (1657). Dieser Brief ist der Geometria a Beyiato 
JDes-Cartes op. atque stud. F. a Schooten, Amstelodami (1. Aufl. 1649, 2. Aufl. 1659, 
3. Aufl. 1683) beigedruckt und findet sicb in der 3. Aufl. dieser lat. Uber- 
setzung der „Geometrie“ auf S. 401. Man vgl. besonders p. 426. EL Waring, 
miscellanea analytica, Cantabrigiae 1762, p. 26. 

8) Vgl. Nr.' 22. 

9) Oeuvr. p. 25. 
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lichen Yertauschungen der Grossen x entstehen, yerschieden sind 10 ). 
Driickt man die Wurzeln x in w aus, so erhalt man 

(3) x t = (w), . . • %n = 

Jetzt bedeute G(pc) = 0 die in dem zu Grunde gelegten Rationalitats- 
bereich [R y R' y . . .] irreducible Gleichung, der die Grosse w genilgt, 
und seien w y w', w " y . . . die samtliehen Wurzeln der Gleichung 

G = 0. Es gehen nun aus (3) im ganzen r Grossenreihen 

(4) ip 1 (w {<x) ) y ^ 2 ( w(a) )> * * • ^ (w (a) ), (a == 0, 1, 2 ; . . . r — 1) 

hervor, die nichts anderes sind, als r yerschiedene Anordnungen (Per- 
mutationen) jener selben Wurzeln x x , x 2 , . . . x n . Bedeutet wieder 
x 2 , . . . x n ) = 0 eine zwischen den Grossen x vermoge der spe- 
ziellen Werte dieser Grossen bestehende Relation, deren Koeffizienten 
dem Rationalitatsbereich [2? ; R' y . . .] angehoren, so kann in der Re- 
lation (p — 0 fur x ly x 2 , . . . x n jede der Anordnungen (4) eingesetzt 
werden, ohne dass die Relation aufhorte, riehtig zu sein. Das ist 
eine Folge des in Nr. 1 erwahnten Satzes. Man darf also in der 
Gleichung (p(x t , x 2 , . . . x tl ) = 0 alle die in der Form el 

(W) % (W) ... tn (W) \ 

(w Ut) y 

fiir a — 0 y 1 ; 2 y . . . r — 1 enthaltenen r Substitutionen ausfiiliren. 
Es lasst sich beweisen ; dass diese Substitutionen eine Gruppe bilden 11 ), 
und dass eine in dieser Gruppe niclit enthaltene. Substitution jeden- 
falls nicht in alien Relationen (p — 0 ausgofuhrt werden darf. Die 
so definierte Gruppe ist, wenn der Rationalitiitsbereieli [ R y Il\ . . . | zu 
Grunde gelegt wird, die yy Galoissche Gruppe 11 dor Gleichung f(x) = (). 
Die hier angefuhrten Eigenschafte.n dieser Gruppe zeigen, dass sie 
nur durch die Gleichung selbst und (lurch den HationalitiLtsbereicli 
bestimmt und von der zu ihrer Konstruktion benutzten Grosse w 
unabhangig ist 12 ). 


10) Galois, oeuvr. p. 3G. 

11) d. h. dass je zwei solehe Substitutionen, wenn man sie aid’ die eine 
odor die andere Art zusainnieiiHetzt, wieder eine solehe Substitution orgeben. 
Galois hat das nicht bewicsen; man vgl. den Beweis bei K. Petti , Ann. mat. fis. 
3 (18o2), p. 87, 8S. ilinsiohtlich aller gruppentheoref isohen Begritfe vgl. man 
aucli I A 0. 

12) Line andere Aulfassung der Galois' seAien Gruppe einer Gleichung liat 
X. Kronecker gegeben, Grundziige einer arithmetisehen Theorie der a lgebrai scheii 
Grossen, Berlin 1882, p. 32—34 ^ Werke 2, j>. 281—285. Diese AulTasHung ist 
von A. Kneser, .1. 1. Math. 102 (1888), p. 20 nilher ausgeftihrt worden. Wieder 
anders hat H . Weber die Gruppe einer Gleichung eingef’fihrt indem er fur die 
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Die zur Definition der Gruppe benutzte Gleichung G = 0 wird 
als yjGdlois 1 sche Resolvente“ der Gleichung f — 0 bezeichnet 13 ). Der 
Grad r dieser Resolvente ist gleich der Anzabl der Substitution en 
der Galois ’ scben Gruppe, d. h. gleich der „Ordnung“ dieser Gruppe. 

3. Weitere Eigenschaften der Gruppe. Man kann die Eigen- 
schaften der Galois’ schen Gruppe einer Gleichung auch etwas anders 
formulieren. Es sei . . . x n ) eine ganze Funktion der Wur- 

zeln x x , x 2 , . . . x n der Gleichung, und es soil % fur jede Substitution 
der Gleichungsgruppe seinen numerischen Wert behalten. Man kann 
dann den Wert von % folgendermassen berechnen. Man driicke 
x 17 x 2 ,...x n durch w aus, wodurch %(x u x *, . . . x n ) — co(w) wird. 
Diejenigen Werte, die aus der Funktion %(x 1 , x 2} . . . x n ) durch die 
Substitutionen der Gruppe hervorgehen, sind gj (tc\ a(to r ) 7 co(w "%. . . 

Diese Werte miissen hier einander gleich sein, und es ist 

somit 

x fa, x s , . . . x n ) = { a (w) -f a> (w') + a(w") -j j- a (u< r ~^) } . 

Die rechte Seite der erhaltenen Gleichung stellt sich als Grosse des 
Rationalitatsbereichs dar [I B 3 b Nr. 1]. Eine Funktion %, welche bei 
den Substitutionen der Gruppe numerisch ungeandert bleibt, hat also 
einen rational bekannten Wert. Die Umkehrung dieses Satzes ist 
gleichfalls richtig, was im Grunde sehon in Nr. 2 enthalten ist 14 ). 

Ausserdem lasst sich noch beweisen: wenn eine Gruppe T von 
Substitutionen der Wurzeln x 17 . . . x n existiert von der Eigenschaft, 

dass jede ganze Funktion der Wurzeln, die bei den Substitutionen 
von T numerisch ungeandert bleibt, rational bekannt ist, und jede 
ganze Funktion der Wurzeln, deren Wert rational bekannt ist, bei 
den Substitutionen von T numerisch ungeandert bleibt, so ist T die 
Galois’ sche Gruppe der Gleichung fix) = 0, der die Wurzeln x 13 x 1} ...x n 
angelioren 15 ). 

Die Koeffizienten der Funktionen sind hier stillschweigend als 
rational bekannt angenommen worden. 


samtlichen Grossen eines „Normalkorpers“ Substitutionen definirt hat, Acta 
math. 8 (1886), p. 196 u. Lehrbuch der Algebra, 1. Aufl. 1, p. 467 ff., 476 ff. 

13) Betti , a. a. 0. p. 86. 

14) Galois , oeuvr. p. 37. 

15) J. A. Serret, Cours d’algebre 3. ed., 2, p. 612. Man vgl. auch die Be- 
handlung der Galois' schen Fundamentalsatze bei C. Jordan , Math. Ann. 1 (1869), 
p. 141; J. Konig, Math. Ann. 14 (1879), p. 212; Th. Soderberg, Acta math. 11 
(1888), p. 297; 0 . Holder, Math. Ann. 34 (1889), p. 26 u. 454; 0 . Bolza, Am. J. of 
math. 13 (1891), p. 1. 
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I B 3 c, d. Galois’sche Theorie mit Anwendimgen. 

4-. Wirkliche Hcrstellung der Gruppe. Will man in einem 
gebenen Falle die Galois’ sche Gruppe rechneriseh aufstellen, so ki 
man folgendermassen verfabren. Man bilde das 1 rodukt 

Fix) = TI(x — u i x h — UnXi u) 

<0 

uber alle die n\ Permutationen x k} x k) — x,- n dei Wui/eln x 1) x 2) ■ ■ . 
Die Gleichung F(x) = 0 bat eine Diskriminante [I B 1 a, Mr. 20], 
als Funktion von w 1; u 2 , . ■ ■ u n nicht identiscb verscbwindet. Setzt r 
jetzt fur u 1> u 2 , . . . u„ solcbe ganze Zahlen m 1} m 2 , .. .m n , fur wel 
die Diskriminante von Mull verscliieden ist so erfiillen vn ^ , 
die in Nr. 2 ausgesprochene Bedingung. Das Galois ' sche Yerfahrei 
Vann dann so durchgefuhrt werden, dass die rationalen Ausdriicke 

(5) A( w )> • • • M«’)» 

die x L , x 2 , . . . % n in w — n h x i + m % x -i + b m * x n darstellen, wi 

lieh fertio- gerechnet werden. Man kann aucb die linearen Ausdru 

m t x k + m 2 x k -j f m n x in in w berechnen, so dass also 

-f- m 2 x k + • • • + in„Xi H — 

Die F unk tion F(x), deren Koeffizienten naeb Einsetzung der Zali 
m 1 ,m 2 ,...m n dem Rationalitatsbereieli angeliomi, ist nun in i 
irreducibeln Faktoren zu zerlegen, was durch eine endliche Zahl 
Operationen geschehen kann™). Die Reelmnngen, die wir uns 
vorhergehenden durcligefuhrt daebten, setzen, wie eine niibere til 
legung zeigt, noch niclits dariiber voraus, welelie der Wurzeln 
vorliegenden speziellen Gleichung /(./■)=-•> mil x l) welc.lio mit u. 
bezeichnet sein soil. Man kann deshalh einen beliebigeu irreducil 
Faktor G(x) der Funktion F(x) wiilden und annehmen, dass w < 
Wurzel der Gleicbung (l ~ 0 sein soil. Von den Ausdriicken 
kann man dann diejenigen aussuehen, welehe die Gleichung (l = 
befriedigen. Diese Ausdriicke %,[ir) sind in if>i f'iir ir einzuset: 
Dadurch entstehen gewisse Permutationen, die man wirklich mit 
ander vergleiclien kann und die deshalh die gewiinschte Galois's 
Gruppe in viillig ausgereclmeter Form ergehen IJ i. 

Hi; Vgl. V.. It. Weber, Algebra 1 Anil. 1, p. 457. Vgl. .len Sat/, von I), llil 
J. I'. Math. 110 flK<J2), 1 >, 104. 

17) U«‘uvr. ]>. M). 

1 H j Din oImmi genannte. ppistola Hmltlniii onihalt . rimn aino Mothodi' 
die Zprlegung der ( J Ioichungnn. Kin* jodrn l »«*I it* hi Kat ionalitiHsliPndrh 
dieso. Zerlegung von L. Kroneckrr bohandidt wonl»*n, < irund/.iig** t*in<T nritt 
fcischon Theorie der algebniisrhen < Irosson, p. loir. \Vt*rk<* 2, p. 2o(>fi’. 
vgl. auch K. liungt\ J. 1*. Math. 00 U*ssr>., p. *0 |I I> 1 a. Nr. 1 0 j. 

10) Liegt dint; hloichung von 2., II odi-r 1. hrad gt**r»dH*n vnr, so kann: 
die (Jrur.me in besonders einfaeher Weise linden. v<ri. F. Hark, Hiss. Tubingen 1 
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5. Monodromiegruppe. Sind die Koeffizienten einer Gleickung 
rationale Funktionen einer Variabeln | (oder aucli mehrerer), etwa 
mit rationalen Zaklkoeffizienten , so sind unter den versckiedenen 
Arten, wie der Rationalitatsbereick angenommen werden kann, zwei 
besonders bemerkenswert. Entweder man reclmet z um Rationalitats- 
bereicb nur rationale Funktionen yon | mit rationalen Koeffizienten, 
oder man reclmet dazu alle rationalen Funktionen von gleiekviel 
wie die Koeffizienten dieser Funktionen bescbaffen sein mogen; man 
„adjungiert“ in diesem Fall gewissermassen alle numeriscken Grossen. 
Die Gruppe, welcbe sick bei der zweiten Annahme ergiebt, kann man 
aucb so definieren. Man sucbe fur einen variabeln Wert | die samt- 
licken Wurzeln der Gleicbung und setze nun diese Funktionen von £ 
gleickzeitig auf demselben Wege fort, indem § eine kontinuierlicbe 
Reike komplexer Werte von einem festen Wert £ 0 bis wieder nacb g 0 
zuriick annimmt. Sehliesslicli werden sick die Wurzeln im allge- 
meinen vertausckt kaben. Alle Vertausckimgen, die man so durck 
Benutzung versckiedener Wege erkalten kann, bilden zusammen die 
Gruppe, um die es sick kandelt. Diese Gruppe wird Monodromie - 
gruppe u genannt 20 ) zum TTntersckied von der „algebraischen Gruppe^, die 
sick bei der ersten Annakme fiber den Rationalitatsbereick oder auck 
bei der Adjunktion von nur einigen bestimmten Irrationalitaten ergiebt. 

Die aus dem Fortsetzungsprinzip sick ergebenden Substitutionen 
kat zuerst V. Puiseux studiert 21 ). Ch. Her mite kat dann gezeigt, dass 
die Gesamtkeit dieser Substitutionen nickts anderes ist, als — bei einer 
gewissen Annakme fiber den Rationalitatsbereick — die Galois' scke 
Gruppe der Gleickung 22 ). C. Jordan kat bewiesen, dass die Mono- 
dromiegruppe eine ausgezeicknete [I A 6, Nr. 16] Untergruppe von der 
algebraiscken Gruppe der Gleickung ist 23 ). 

6. Transitivitat und Primitivitat. Es wurde sckon erwaknt, 
dass die Gleickung f(x) = 0 nickt irreducibel zu sein brauckt. Wenn 
sie es ist, und nur dann, ist die Gruppe transitiv 24 ), d. k. es erlauben 
die Substitutionen der Gruppe, von jedem x h zu jedem x £ uberzugeken; 
in diesem Falle ist auck die Ordnung der Gruppe durck den Grad 
der Gleickung teilbar 25 ). Der a-usserste Fall der Reducibilitat der 

20) C. Jordan, traite p. 277. 

21) J. d. math. 15 (I860), p. 365. 

22) Par. C. R. 1851, 1. sein. p. 458. 

23) Traite p. 278. Ausgezeicknete Untergruppe vgl. hier Nr. 11. 

24) C. Jordan, J. de math. (2) 12 (1867), p. Ill [I A 6, Nr. 23]; Math. Ann. 1 
(1869) p. 147 u. traite p. 259. 

25) Begriff der Transitivitat zuerst bei P. Puffini [I A 6, Nr. 6], der Name 
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Gleichung ist derjenige, in welchem die Gleichung in lauter Linear- 
faktoren zerfallt, deren Koeffizienten dem Rationalitatsbereich ange- 
horen. In diesem Falle reduziert sich die Gruppe auf die „identische“ 
Substitution, die jedes x h durcb x h selbst ersetzt. 

Die Gruppen yon Buchstabenvertauschungen, welche transitiv 
sind, werden in primitive und imprimitive eingeteilt 26 ). Eine solche 
Gruppe heisst ,,imprimitiv“, wenn man die Buchstaben x l7 x 2 , ... x n in 
System e so einteilen kann, dass jede Substitution die Buchstaben eines 
und desselben Systems wieder in Buchstaben eines einzigen Systems 
verwandelt. Im andern Falle heisst die Gruppe „primitiv“ Die Gruppe T 
unserer Gleichung n tea Grades ist, wie H. Weber gezeigt hat, imprimitiv 
oder primitiv, je nachdem man aus x x und den Grossen des Ratio- 
nalitatsbereichs eine Irrationalitat rational zusammensetzen kann oder 
nicht, far welche der Grad der im gegebenen Rationalitatsbereich 
irreducibeln Gleichung > 1 und < n ist 27 ). 

7. Adjunktion einer naturlichen Irrationalitat. Der Rationalitats- 
bereich, der bei der Betrachtung einer gegebenen Gleichung zu Grunde 
gelegt wird, ist noch bis auf einen gewissen Grad willkurlich; er 
unterliegt nur der einen Bedingung, dass ihm die Koeffizienten der 
Gleichung angehoren. Insbesondere kann also der Rationalitatsbereich 
durch Zufiigung von Irrationalitaten, d. h. durch „ Adjunktion^ er- 
weitert werden 28 ). Durch eine solche Adjunktion kann die Gruppe 
der Gleichung sich andern. 

Zunachst ergiebt eine einfache Uberlegung, dass jedenfalls alle 
Substitutionen der neuen Gruppe auch der alten angehoren miissen. 
Tritt also uberhaupt eine Anderung ein, so besteht die neue Gruppe 
aus einem Teil der Substitutionen der alten Gruppe, d. h. die neue 
Gruppe ist eine 7J Untergruppe“ der alten [I A. 6, Nr. 5.|. 

Will man die neue Gruppe, die nach der Adjunktion der Glei- 
chung zukommt, berechnen, so kann man wieder dieselbe Irrationalitat 
w wie friiher benutzen, um die Wurzeln x 1 , x 2 , . . . x n in ihr aus- 
zudriicken. Als Galois' sche Resolvente hat man nun die im neuen, 
erweiterten Rationalitatsbereich irreducible Gleichung G x == 0 anzu- 
wenden, der w geniigt. Man hat also G x als einen der irreducibeln 
Faktoren zu bestimmen, in die nach der Adjunktion G(x) zerfallt. 


bei A. Cauchy , Par. C. K 1845, 2. sem. p. 668 (oeuvr. [1] 9, p. 294), hier auch 
der Satz uber die Ordnung der transitiv en Gruppe. 

26) C. Jordan , traite p. 34. Die Sadie schon bei lluffini [I A 6, Nr. 6J. 

27) Algebra 1 , p. 483—487. 

28) Galois, oeuvr. p. 34. 
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Diese Zerfallung ist wieder durch eine endliehe Zahl von Operationen 
ausfiihrbar. 

Die einfa-chste Adjunktion ist die einer „naturlichen“ Irrationa- 
litat. Dies ist eine solche Irrationalitat, die sick als ganze Funktion 
g(x ly . . . x n ) der Wurzeln ausdrucken lasst 29 ), wobei die Koeffi- 
zienten der Funktion dem Rationalitatsbereich angehoren. Nach einer 
solcben Adjunktion besteht die neue Gruppe A aus denjenigen Sub- 
stitutionen der alten Gruppe r, die den Ausdruck g(x ± , . . . x n ) 

numerisch nicbt andern 30 ). Dabei ist zu bemerken, dass diejenigen 
Substitutionen, welche einen gegebenen Ausdruck numerisch nicht 
andern, eine Gruppe bilden unter der Voraussetzung, dass man sich 
auf Substitutionen der Gleickungsgruppe T beschrankt 31 ). Ohne diese 
Voraussetzung bilden sie nicht immer eine Gruppe. 

Nun seien zwei Funktionen der Wurzeln g(x u • . . x n ) und 
g 1 (x 1J x 2y . . . x n ) gegeben, und es soil die Funktion g 1 (x 1 , x 2 , . . . x n ) 
ihren numerischen Wert mindestens bei alien den Substitutionen der 
Gruppe T beibehalten, welche die Funktion g(x l3 a’ 2 , . . . x n ) numerisch 
nicht andern. In diesem Falle bleibt g L (x l9 x 2y . . . x n ) numerisch un- 
geandert bei jeder Substitution der Gruppe A, die nach Adjunktion 
von g der Gleichung zugehort. g x ist also eine Grosse des neuen 
Rationalitatsbereichs, d. h. g x setzt sich aus den Grossen des alten 
Rationalitatsbereichs und aus g rational zusammen. Es gestatten auch 
hier die fruher erwahnten Mittel, bis zur wirklichen Berechnung vor- 
zuschreiten. 

Bleibt eine Funktion g 0 (x x , x 2 , . . . x n ) numerisch ungeandert 
bei alien Substitutionen der Gruppe f, die mehrere Funktionen 
g{x 1 , ■ ■ ■ %n), ^(* 1 , ■ • ■ «»), • • • 9 q ( x 1 > x. 2 , . . . x„) gleichzeitig 

numerisch nicht andern, so kann g Q aus g, g x , . . . g Q und den Grossen 
des ursprunglichen Rationalitatsbereichs zusammengesetzt werden. 

Diese Satze sind init gewissen Satzen von Lagrange , die sich 
auf Funktionen von Veranderlicken beziehen, analog 32 ): man kann 
die Lagrange' schen Satze aus den eben genannten ableiten 33 ). 


29) L. Kronecker hat zuerst den Unterschied zwischen diesen Irrationali- 
taten und anderen betont, Berl. Mon.-Ber. 1S61, p. 609; man vgl. dazu F. Klein, 
Yorlesungen iiber das Ikosaeder etc. Leipzig 1884, p. 157. 

30) Galois, oeuvr. p. 41; der Beweis ist hier unvollstandig, man vgl. dazu 
Serret, Cours d’algebre 3. ed., 2, p. 625. 

31) C . Jordan, Math. Ann. 1 (1869), p. 148; traite p. 261. 

32) Lagrange , oeuvr. 3 (1869), p. 374 ff. ; Klein, Ikosaeder p. 86. 

33) Vgl. Nr. 10. Das Umgekehrte ist schwieriger, man vgl. Sdderberg, 
Acta math. 11 (1888), p. 297. Dabei hat man die Ausfiihrungen von Lagrange, 
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8. Cyklisclie Gleichungen. Wenn die Gruppe der Gleichung 
f(x) = 0 aus den Potenzen des Cyklus (x x x 2 . . . x n ) = 8 besteht 34 ), 
kann die Gleichung durch Wurzelzeiehen aufgelost werden. Der ein- 
fachste Fall ist der, in dem n eine Primzahl ist. Adjungiert man in 

diesem Falle a = e^, so andert sick die Gruppe (Nr. 11) nickt. 
Die Funktion 

g k (x 1} *,,••• *,) = a* + + “ • + 

deren Koeffizienten dem so erweiterten Rationalitatsbereick angehoren, 
wird durck die Substitution 8 in ubergefukrt; es wird also 

gt n fur die Substitutionen der Gruppe numerisch unveranderlich sein 
und dem erweiterten Rationalitatsbereick angekoren. Somit ergiebt 
sick g k durck Radizieren. Falls nun 7c eine Zakl von 1 bis n 1 
bedeutet, und g k nicht etwa gleick Null ist, wird g k durck jede nickt- 
identiscke Substitution der Gruppe numerisch geandert. Somit miissen 
(Nr. 1) x 1 ;x 2 ,...x n sich in g k , a und den Grossen des alten Ratio- 
naktiitsbereicks darstellen lassen. Dies gesckiekt genauer so. Es sei 
7c7c'= 1 mod p [I C 1], dann ist gtfp-W , was auck l bedeuten moge, 
far die Substitutionen der Gruppe unveranderlich, also in dem erweiter- 
ten Rationalitatsbereick enthalten. Man kann so g, bereclmen. Aus 


den Gleichungen: 



Xi 4" X° + *8 H — + 1 

'l n (fo 



x x + ax s + a s x :l -j 

*n = <h 



x, + a 2 x-j + cc 4 x s + • • • + a “ lK ’~ 1) ' 

Xn. = <h 



Xi + (fix 2 + + • • * + l) 

,f n = (f\\ 


kann 

man dann x t , > *• • x n linden. Die I^>i 

•dnnuig, 

(lass rf k von 

Null 

versehieden sein soil, ist jedenfalls Hi 

r einen 

dm* Indices 

1,2, 

... n — 1 erfullt. 




ft. Heine Gleichungen. Eine Gleichung von dor Ponn x" — a = 0 
wird cine „reine Gleichung" genannt. Dor Kationalitiitslioroicli muss 

i 1,1 i 

bier a enthalten, es soil ilmi abor auck a >■ " augehbren. Die 
Wurzeln der reinen Gleichung sind 

%\ = x , , X-> = «r, , X-.\ = , • • • X n == a" ‘.r, . 

Wenn n eine Primzahl ist, so smd ont.wcdor allc Wurzeln 


oeuvr. 3, i). 370 ff. zu benutzcn; man vgl. aucli O. IhHih r, Math. Ann. 34 (1H89), 
p. 4:54. 

34) Diese Gleichungen decken sich mit den gewuhnlichcn Abel's chen Glei- 
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Grossen des Rationalitatsbereichs, oder es ist die Gleichung irredu- 
cibel 35 ). Im ersten Falle besteht die Gruppe aus der identiscben Sub- 
stitution allein. Im zweiten Falle kann man die Gruppe bestimmen 
(Nr. 2), indem man alle Wurzeln in x x ausdriickt, so dass also die 
Gleichung ihre eigene Galois’ sche Resolvente ist. Die Gruppe besteht 
dann aus den Potenzen des Cyklus (xix^x^ . . . x n ) - 

10 . Zerlegung des Grleicliungsproblems dureh Resolventen- 
bildung. Die Bestimmung der Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 wird 
oft dadurch vereinfacht, dass man zuerst einen aus den Wurzeln 
kombinierten Ausdruck bestimmt. Es sei wieder g x (x \ 7 . . . x n ) eine 
ganze Funktion der Wurzeln, deren Koeffizienten dem Rationalitats- 
bereich angehoren. Durch die Substitutionen der Galois’ soken Gruppe T 
sollen aus g x die verschiedenen Werte gi, g * 7 • . • g v entstehen, alsdann 
hat die Gleichung 

(6) (x — 9 i){x — (ji)... {x — g r ) = 0. 

nachdem sie entwickelt ist, lauter dem Rationalitatsbereich angehorende 
Koeffizienten. Diese Gleichung wird als „rationale Resolvente^ der 
Gleichung f(oc) — 0 bezeichnet. Die Galois’scke Gruppe dieser Re- 
solvente wird so bestimmt 36 ): Man fuhre in der Reihe g x , g $ 7 . . . g v 
die Substitutionen der Gruppe T aus, wodurch gewisse Anordnungen 
der Grossen g entstehen. Die Gesamtheit der Substitutionen, welche 
den tjbergang der urspriinglichen Reihenfolge g 1} g *, . . . g v in die neuen 
Anordnungen darstellen, konstituieren eine transitive Gruppe T'. Diese 
Gruppe gehort der Resolvente an 37 ), und diese ist somit auch irredu- 
cibel (Nr. 6). 

Jetzt soUen die samtlichen Substitutionen von V betrachtet werden, 
die gi(x x , x %, . . . x n ) numerisch nicht andern. Sie bilden eine Gruppe A; 
auf diese Gruppe A reduziert sich die Gleiehungsgruppe, wenn man 
die Grosse g x adjungiert. Die Gruppe A enthalt den v ien Teil der 
Substitutionen der Gruppe T, was man auch dadurch ausdriickt, dass 
man sagt, A besitze als Untergruppe von T den „Index“ v. Dieser 
Index ist also gleich der Zahl der numerisch verschiedenen Werte, 
die aus g x entstehen [I A 6, Nr. 5.]. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, in dem A eine „aus- 


35) Abel, oeuvr. 1, p. 73. Kromcker, Berl. Mon.-Ber. 1879, p. 206 nimnit einen 
allgemeineren Standpunkt ein, indem bei ibm a dem Rationalitatsbereich nicht 
anzugehoren braucht; es ist dann hn Falle der Reducibilitat der reinen Gleichung 
eine Wurzel rational bekahnt. 

36) Klein , Ikosaeder p. 88. 

37) Der Beweis ergiebt sich leicht aus Nr. 3. 
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Fall soli allein welter ver 0 „ ^ dem nunmehr betrachteten 

Substitutionen von A, so lassei 
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jede Substitution der ' ' ^ntergruppe von I" ist, so gilt folgendes. 

nun A eine ausgemchnete 8 t i.» Horizontalreihe je eme Sub- 

wait ™" a “ de ^ Ja m ,ltipWert die erste auf itaer recta 
stitution beliebig aus un Substitution emer nur durcb 

Seite xnit der zweiten, so e ^ Man erhalt dadurcb ein Mul- 

h und i bestimmten Horn h das e i n e neue Gruppe definiert 

tiplikationsprinzip von Rexben, dmch 

wird 39 ), die man nut r/A ‘ Horizontalreihe stehen, be- 

Die Substitutionen, di dieselbe Substitution der Grossen 

wirken in dem betrachte en a ^ Mmm Horizontalreilien stehen, 
und solche ’ d * ... H ‘ Bs ergiebt Rich so, dass die 

bewirken verschiedene Substitutionen.^^s^ jsomorpli ist 40 ). 

Gruppe T/A mit der .^^ mzjJll s0 tritt eine Vereinfachung em«). 

1st der Index v ei . ^ |, ine Substitution von T, die mcht 
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m r V . . . I ft 


]\ ^ 

Ti S TiS 

TS i T,W 


1\ 
T*l 
TiS* 


T,S ■■■T,S 


Tf, S“ 


TiS'-' TiS"-' T,X"- 1 7 ' 1 

gesetzt -onion. Die f/A » •* "* 


. c< os ,Q> - 1 


38) Vgl. Nr. 11. Maavgl.auchI A6,Nr.l«. 


39 ) i A 6, Nr. 18; O. Jordan, l’ar. hoc. 

Math. Ann. 34 (1880), P- 31. _ 

40) I A 6, Nr. 14, die S 

. • 4-- r* on+lftinn.nrlftr beziehc 


,„ath. Bull. 1 MK73), p. 4«; 0. Wilde 
Substitutionen dor beklen Bmppeu l*""* sioh el 


11 . Adjunktion einer accessorischen Irrationalitat. 
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bestebenden Gruppe boloedriseb isomorph und dasselbe muss sornit 
von T' gelten. Es ergiebt sich in diesem Falle nocb, dass V' eine 
cykliscbe Gruppe 42 ) sein muss, und zwar kann man bei geeigneter 
Bezeiclmung der Grossen g annebmen, dass f' aus den Potenzen des 
Cyklus (cfxQz * * * gp) bestebt. 

Die Auflosung der Resolvente geseliieht also nach Nr. 8 durch 
Berechnung der v tea Einheitswurzeln und eines Radikals mit dem Ex- 
ponenten v. Durcb Adjunktion einer Wurzel der Resolvente reduziert 
sicb die Gruppe der ursprunglicben Gleicliung auf die ausgezeicbnete 
Untergruppe A vom Index v . So oft eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe vom Primzablindex vorbanden ist, lasst sicb die genannte 
Yereinfacbung vomebmen, weil eine Punktion g±(x i7 x i} ... x n ) 7 die nur 
fiir die Substitutionen von A unverandert bleibt, sicb bilden lasst 43 ). 

11 . Adjunktion einer accessorisclien Irrationalitat. Eine 
Irrationalitat, die nicbt in der Form g(x ly ... x n ) ausgedruckt 
werden kann, wird „accessoriscb“ genannt 44 ). Es sei F(x) = 0 die 
irreducible Gleicbung, der die accessoriscbe Irrationalitat h genugt 
und h , h' } . . . M s ~^ die Wurzeln dieser Gleicbung, d. b. es seien 
li, li' y . . . die „Konjugierten“ von Ji [I B 1 c, Nr. 4]. 1st nun f 

die urspriingliche Gleicbungsgruppe, A die Gleicliungsgruppe nacb 
Adjunktion der einzigen Irrationalitat A, A' die Gleicbungsgruppe 
nacb Adjunktion der einzigen Irrationalitat li u. s. f., so besteht die 
Reibe A, A', ... A^ —1) aus den samtlicben Gruppen, die entsteben, 
wenn A mit den Substitutionen von f „transformiert“ wird 45 ). In 
der Reibe A, A', . . . A^”" 1 ) kann eine und dieselbe Gruppe mebr- 
mals auftreten. 

Der Index (Nr. 10 ), der der Gruppe A als einer Untergruppe 
der Gruppe T zukommt, ist ein Teller von dem Grad s der Gleicbung 
F= 0. 

Ist die Gleicbung F = 0 so bescbaffen, dass von ibren Wurzeln 
h, li'y . . . jede in jeder rational ist, so bedeutet z. B. die Adjunktion 


42) Hier soli dies beissen, dass die Grossen g eyklisch vertauscht werden; 
bisweilen wird auch jede Gruppe irgend welcber Operationen eyklisch genannt, 
wenn sie aus den Potenzen einer Operation besteht [I A 6, Nr. 8], 

43) J. A. Serret , Cours d’algebre superieure, 3& m e edit., 2 , p. 6*29 — 630 
C. Jordan , Math. Ann. 1 (1S69), p. 143, traite p. 258. 

44) Klein , Ikosaeder p. 157. 

45) Galois, oeuvr. p. 39, 40; J. A. Serret, Cours d’algebre, 3. AufL, 2, p. 619. 
Man „transformiert“ die Gruppe der Substitutionen T x , T 2 , T t , . . . mit der Sub- 
stitution S, indem man S~~ l 1\S , S~ l T«S, S~ l T^S, ... bildet. wobei /S' 1 die 
Umkehrung der Substitution S bedeutet [I A 6, Nr. 8]. 
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von ti dasselbe, wie die Adjunktion von h, und es miissen die Grup- 
pen A, A', A", . . . A (s_1) samtlieh miteinander identisch sein. Man 
nennt nun eine Gruppe in einer umfassenderen dann „ausgezeichnet“ 
enthalten, wenn sie bei alien Transformationen, die man mit Sub- 
stitutionen der umfassenderen Gruppe ausfiilrren kann, in sick uber- 
gebt. Es ist also in dem eben angenommenen Fall A eine aus- 
gezeichnete oder „invariante“ Untergruppe von I~, womit ubrigens 
nicbt gesagt sein soil, dass nicht A mit f zusammenfallen kann. 

Adjungiert man einer Gleichung die samtlichen Wurzeln irgend 
einer Gleichung F — 0, so kann man statt dessen eine Wurzel der 
G-alois’schen Resolvente (Nr. 2) der Gleichung F = 0 adjungieren, 
und es liegt dann der eben angenommene besondere Fall vor. 

Es sollen nun f(sc) = 0 und f 0 (x) = 0 zwei Gleichungen be- 
deuten, die beide ohne Doppelwurzeln sind; sie werden in demselben 
Rationalitatsbereich betrachtet und besitzen beziehungsweise die 
Gruppen l~ und r o . Nach der Adjunktion aller Wurzeln der zweiten 
Gleichung soil die erste die Gruppe A, nach Adjunktion aller Wurzeln 
der ersten die zweite die Gruppe A 0 besitzen; es sind dann A und 
A 0 ausgezeichnete Untergruppen beziehungsweise von T und T 0 . Es 
lasst sich nun folgendes beweisen: 

I. Der Index (Nr. 10), welcber A als einer Untergruppe von f 
zukommt, ist glcich deinjenigen, der A„ als einer Unter- 
gruppe von T 0 angehbrt; er sei gleich lu- 

ll. Die Gruppen Yj A und r„/A 0 sind lioloedriscli isomorph 
(Anm. 40)); ihre Ordnung ist m. 

III. Es existiert eine Irrationalitiit <7, deren Adjunktion gleich- 
zeitig die Gruppe der ersten Gleichung auf A und die der 
zweiten auf A 0 reduziert; die irreducible Gleichung, der a 
genilgt, hat lauter iueinaudor rationale Wurzeln und eine 
mit T/A und r o /A„ lioloedriscli isomorjdie Gruppe - "’); der 
Grad dieser Gleichung ist gleich m. 

Ist die zweite Gleichung „oiufaeh“, d. h. I",, eine „einfaclie 
Gruppe" 47 ), so kann, falls iiherhaupt Reduktion eintritt, A (l nur aus 
der identischen Substitution hestehen. Reduziert sich also die Gruppe 
einer Gleichung bei der Adjunktion der .siimtlirhen Wurzeln einer 
zweiten und zwar cinfachen Gleichung, so sind alio Wurzeln dieser 

40) G. Jordan, Math. Ann. 1 (lKGSn, p. 155, iruite ji. COO; J‘. Bachmann, Math. 
Ann. 18 (1881), p. 4GO; (>. Holder, Math. Ann. 34 (lKSOj, p. 47. Man vgl. auch 
die etwas anderen hierher geliGreinlen Siitze bei II ll'ihcr, Algebra 1, p. 510. 

inv ..1 11., 1 1 nnn_ 
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Gleichung in denen der ersten nnd den Grossen des urspriinglichen 
Rationahtatsbereichs rational (Nr. 6) 48 ). 

Die Gruppe f erscheint in gewissem Sinn in die Faktoren T /A 
und A gespalten, deren erster mit r o /A 0 nnd somit in dem angenom- 
menen besonderen Falle mit f 0 boloedriscb isomorpb ist. Wird somit 
die Gruppe einer Gleichung durcb die Adjunktion der samtlichen 
Wurzeln einer zweiten Gleichung, die einfaeh ist, reduziert, so ist die 
Gruppe der zweiten Gleicbung als „Faktorgruppe“ in der Gruppe 
der ersten enthalten. 

12 . Adjunktion eines Radikals. Man adjungiere der Gleichung 

f(x) — 0 das Radical worunter ein vollig besthnmter von den 
p Werten dieses Wurzelausdrucks zu verstehen ist. Die Grosse a muss 
schon vor der Adjunktion dem Rationalitatsbereich angehoren, und 

dasselbe soli von a = e p gelten. p sei eine Primzahl. Das Re- 
sultat des letzten Paragraphen lasst sich nun anwenden, indem 
f{x) — 0 die erste und die reine Gleichung x p — a = 0 die zweite 

Gleichung vorstellt. Wenn das Radikal y' a die Gruppe T der Glei- 
chung f(x) = 0 bei der Adjunktion wirklich reduziert, so kann ^fa 
nicht dem urspriinglichen Rationalitatsbereich angehoren. D ann hat 
aber (Nr. 9) die reine Gleichung eine cyklisehe Gruppe p^ T Ordnung. 

Also muss (Nr. 11 ) i~, wenn y a adjungiert wird, sich auf eine in- 
variante Untergruppe vom Index p reduzieren. Zugleich ist ersicht- 
lich, dass sich das Radikal in den Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 
ausdriicken lasst. 

13 . Begriff der Auflosung. Unter „ Auflosung^ einer Gleichung 
versteht man gewohnlich 49 ) die Darstellung der Wurzeln der Glei- 
chung durch Radikale, wobei die Radikale beliebig zusammengesetzt 
und ineinander eingeschachtelt sein konnen. Nicht jede Gleichung 
ist auflosbar. Die Berechnung der Wurzeln einer auflosbaren Glei- 
chung besteht, wenn wir nur die iiTationalen Rechnungsoperationen 
hervorheben, darin, dass gewisse Radikale in einer gewissen Reihenfolge 

Pi / — Pi / — p m / — 

yet i, ya 2 > * • - v a m 


4S) C. Jordan , traite p. 270; dieser Satz entspricht demjenigen, den Abel 
fur auflosbare Gleichungen bewiesen hat (Nr. 18). 

49) „Aufl6sen“ heisst also hier durch Radikale auflosen Oder, wie man auch 
sagt, „algebraisch u auflosen. In allgemeinerem Sinn kann man auch die Re- 
duktion einer Gleichung auf irgend eine Normalform als Auflosung bezeichnen. 
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berechnet werden. Die Exponenten p v der Radikale kann man als 
Primzahlen annehmen; ferner hat man sich zu denken, dass die 

Py 

Grosse a v , die im v ten Radikal y a v vorkommt, aus den Grossen des 
Rationalitatsb er eichs und den v — 1 vorangehenden Radikalen durch 
die vier Spezies sich berechnen lasst. Aus den samtlichen m Radi- 
Va.lpn und den Grossen des Rationalitatsbereichs kann* man dann die 
Wurzeln der Gleichung rational zusammensetzen. 

Man kann die Reihe der Radikale so einrichten 7 dass fur jedes 
v die p v tcu Einheitswurzeln sich aus den ersten v — 1 Radikalen und 
den Grossen des Rationalitatsbereichs rational bilden lassen. Hat 
namlich die Reihe der Radikale diese besondere Eigenschaft nicht, so 
hat man zu bedenken, dass nach den Resultaten von Gauss 50 ) die 

2ni 

Einheitswurzel e sich durch Radikale ausdrucken lasst, deren 
Indices kleiner als p v sind; eine genauere Uberlegung zeigt dann, 
dass man durch Einschiebung von Radikalen die erwalmte besondere 
Eigenschaft herstellen kann. 

14 . Kriterium der Auflosbarkeit. Ks soli jetzt angenommen 
werden, dass die Reihe der Radikale 

pi r- v, u 

yci u y a 27 • • • y^m 

die besprochene besondere Eigenschaft sclion besitzt. Man adjungiere 

v\ . - 

nun der aufzulosenden Gleichung das Radikal ya u naehher adjungiere 

P2, - 

man ausserdem noch ya 2J dann adjungiere man ausscr den beiden 

ersten Radikalen noch ya :i und fall re so fort. Bei jeder neuen Ad- 
junktion kann moglieherweise die Gruppe der Gleichung sich iindern 
und zwar reduziert sie sich in diesem Ealle nacli deni I te.su 1 tat von 
Nr. 12 auf eine invariant* Untergruppe von Primzahlindew Nachdem 
das letzte Radikal adjungiert ist, sollen alle Wurzeln . . . x n 

durch die vier Spezies bereclmet werden kbnnen, man hat also dann 
eine Gruppe, die sich aui* die identisclie Suhstitution reduziert und 
mit 1 hezeiclmet werden kann (Nr. <>i. 

1st T die urspriingliclie Gruppe der Gleichung und sind P,, ... 
die verschu'dcnni Gruppen, auf welclie die successiveii Adjunktionen 
fiihren, so kommt man zu einer Reihe 

(7j r, r 1; r s , ... jy „ i 


i0) Diaquiaitiones ariihnuiticae, Lipxiae 1801, sectio scptium 


Wcrke 1 
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von Gruppen. Diese Reibe ist eine „Reibe der Zusammensetzung" 
fur die Gruppe r, wornit gesagt ist, dass jedes Glied l~ v der Reilie im 
v orbergebenden T r _i ausgezeiehnet enthalten ist, und dass keine 
Gruppe eingescbaltet werden kann, die umfassender ware als T r und 
in r r _! ausgezeiehnet entkalten und von dieser Gruppe versebieden 
ware 51 ). Der letzte Umstand folgt in unserem Falle daraus, dass der 
Quotient der Ordnungen von T r _i und Y v eine Primzahl ist. 

Die Quotienten der Ordnungen von aufeinanderfolgenden Gruppen 
einer Reibe der Zusammensetzung werden als „Faktoren der Zu- 
sammensetzung" bezeiebnet 52 ). Jede Gruppe bat ein — abgeseben 
von der Ordnung der Faktoren — vollig bestimmtes Aggregat von 
Faktoren der Zusammensetzung, das unabbangig ist von der zur Auf- 
suebung der Faktoren verwendeten Reibe der Zusammensetzung 53 ) 
[I A 6 Nr. 17.]. So ergiebt sicb also der Satz, dass fur die Galois 1 sche 
Gruppe einer auflosbaren Gleicbung die Faktoren der Zusammensetzung 
Primzablen sind. Diese Bedingung ist aucb binreicbend, wie sicb 
aus dem Resultat von Nr. 10 ergiebt 54 ). 

Man nennt eine Gruppe von der eben genannten Besebaffenbeit 
aucli selbst „auflosbar" [I A 6, Nr. 28], und es gilt der Satz, dass jede 
Untergruppe einer auflosbaren Gruppe auflosbar ist 55 ). Liegt eine Gruppe 
vor, so kann liber ibre Auflosbarkeit durcb eine endliebe Zabl von 
Operationen entsebieden werden, es gilt also (Nr. 4) dasselbe, wenn 
eine Gleicbung vorliegt, deren Auflosbarkeit untersuebt werden soli. 

Die Bedingung der Auflosbarkeit lasst sicb nocb in versebiedenen 
Formen ausspreeben. G. Jordan bat ein besonderes Verfabren an- 
gegeben, fur einen gegebenen Grad die umfassendsten Gruppen zu 
berechnen, die auflosbaren Gleicbungen zukommen; dabei ist dieselbe 
Aufgabe zuvor fur die vorangebenden Grade zu losen° 6 ). 

15. Beh.and.lung nicht auflosbarer Grleichungen. Ist die Glei- 
chung f(x) — 0 niebt auflosbar, so stellt man wiederum fur ibre 


51) G. Jordan, traite p. 41 ff. ; E. Netto, Substitutionentheorie p. 87. 

52) ebendaselbst. 

53) Jordan a. a. 0.; Netto, Substitutionentheorie p. 90. 

54) Man kann auck eine Bedingung dafur aufstellen, dass eine Wurzel der 
Gleichung durch Radikale gefunden werden kann; ist die Gleichung irreducibel, 
so kann dann nackher jede Wurzel der Gleichung gefunden werden. Vgl. Abel 
oeuvr. 2, p. 221; 0. Holder, Math. Ann. 38 (1891), p. 311 u. 312, wo ein spe- 
zieller Pall bekandelt ist; JD. Selivanoff, Acta math. 19 (1895), p. 73. 

55) C. Jordan, traite p. 387. H. Weber nennt die auflosbaren Gleicbungen 
metacyklisck; man vgl. dazu Nr. 25. 

56) ebendaselbst p. 385 ff. 
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Gruppe f die Reihe F ; f X; r 27 ... r^_i ; 1 der Zusammensetzung her. 
Diese Reihe ergiebt gewisse Gruppen Y/V 1} Y x /Y« 7 r 2 /r 8; ... r ? _ 1; die 
„Faktorgruppen“ der Gruppe H Diese Faktorgruppen sind einfach, 
aber nicht alle von Primzahlordnung, denn sonst ware die Gleichung 
auflosbar. Die Gruppe T der Gleichung kann (Nr. 10) auf r\ redu- 
ziert werden durch Adjunktion einer natiirlichen Irrationalitat. Diese 
geniigt dabei einer Gleichung., deren Gruppe mit V/Yi holoedrisch iso- 
morph und einfach ist. Durch eine zweite Adjunktion reduziert man 
die Gruppe auf r 2 ; die dazu notige Irrationalitat geniigt einer Glei- 
chung, deren Gruppe mit r x /r 2 holoedrisch isomorph und einfach ist. 
So fahrt man fort. Man kann also die ursprungliche Gleichung 
durch eine Kette von Gleichungen ersetzen. In dieser Kette besitzt 
jede Gleichung eine einfache Gruppe. Diese einfaclien Gruppen ; die 
Faktorgruppen der Gruppe 1", lassen sich bei der Beliandlung der vor- 
liegenden Gleichung absolut nicht vermeiden, auch dann nicht, wenn 
man accessorische Irrationalitaten herbeizieht 57 ). Die Faktorgruppen 
miissen immer wieder in den Gruppen auftreten, die den Gleichungen 
der zugezogenen Irrationalitaten zugelidren. 

Die Gleichungen mit einfach er Gruppe kbnnen insofern noch 
weiter behandelt werden, als man sic auf Normalgleichungen mit 
derselben Gruppe zuruckfuhren kann; man vergl. Nr. w 24 r,s ). 

16. Allgemeine Gleichungen. Fine Gleichung n u " 1 Grades wird 
„allgemein“ genannt ; wenn die Koeffizienten als willkiirliehe Variable 
angesehen werden. Der Rationalitiitsbereieh besteht dabei aus den 
rationalen Funktionen dieser Yariabeln. Man kann zugleioh noch 
verschiedene Auffassungen annehinen, von denen die beiden extremsten 
am wichtigsten sind. Entweder nimint man die Koeffizienten dieser 
rationalen Funktionen als rationale Zahlen an oiler man liisst ganz 
beliebige Koeffizienten in diesen Funktionen zu, so dass man also 
gewissermassen alle numerischen lrrationalitiU,<*n adjungiert. Die 
letzte Auffassung ist die bequeinste, weil alle die etwa notwendig 
werdenden Einlieitsvvurzeln dadurch mit zuni Hat ionalitiitsbereieb gc- 


57) Dies hat im Grand schon (fulots crkannt: man \gl. (icuvr. p. 25, woes 
wenigsfcens Kir eine (ileielumg mit oinfarlmr Grupp»* ausgrsprorhcn ist. Der 
allgemeine Beweis beruht auf einem Safz von ('. .Jordan, Math. Ann. 1 (1809), 
p. 157, traite p. 271; vgl. auch oben den Schluss von Nr. 11. Ausfiihrliehcr ist 
der Sachverhalt bei O. Holder , Math. Ann. ;u . I.ss‘» s p. 40 tf. dargaaKdlt. 

58) Hinsicbtlicb <ier Reduktion der Gleichungon auf Normalgleichungen 
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horen. Es entspricht auch diese Auffassung dem schon von Abel 
eingenommenen Standpunkt 59 ). 

Unter der Auflosung der allgemeinen Gleichung n ten Grades oder 
der „litteralen“ Losung der Gleichung n Un Grades versteht man die 
Darstellung der Wurzeln durch „explicite algebraisehe Ausdrucke“ 
d. h. durch Ausdrucke, die sich aus Radikalen zusammensetzen (Nr. 13), 
wobei diese Ausdrucke die variabeln Koeffizienten der Gleichung ent- 
halten und fur willkurliche Werte der Variabeln die Gleichung be- 
friedigen miissen. Die litterale Losung der Gleichungen ist bis zum 
4 teu Grade moglich. Diese Losung fiigt sich vollstandig der Galois- 
schen Theorie ein. Da die Koeffizienten der Gleichung jetzt unab- 
hangige % Variable sind, so gilt dasselbe von den Wurzeln. Die 
Galois' sche Gruppe besteht hier aus der Gesamtheit der n\ Substitu- 
tionen von x ly x$ 7 . . . x n> fallt also mit der „symmetrischen Gruppe“ 
[I A 6, Nr. 7] zusammen. Das Resultat von Nr. 7 besagt jetzt, dass 
von zwei Funktionen der Variabeln x die zweite in der ersten aus- 
gedruckt werden kann, wenn die zweite Funktion bei alien den Sub- 
stitutionen formal ungeandert bleibt, bei denen die erste formal un- 
geandert bleibt. Jener far spezielle Gleichungen giiltige Safcz geht 
also hier in den Lagrange' schen Satz iiber 60 ). 

17. Grleichnngen der ersten vier Grade. Die Auflosung der 
Gleichung 2 fcen Grades beruht darauf, dass fur n = 2 die aus der 
Identitat bestehende Gruppe eine invariante Untergruppe der sym- 
metrischen Gruppe von Primzahlindex ist. Die Funktion x x — x 2 
bleibt nur fur die identische Substitution ungeandert und man kann 
deshalb mit ihrer Hilfe x 1 und x 2 ausdriieken, wahrend sie selbst 
durch eine Quadratwurzelausziehung gefunden wird. 

Auch fur n = B hat die symmetrische Gruppe nur eine ausgezeich- 
nete Untergruppe von Primzahlindex, die Gruppe der „geraden“ Sub- 
stitutionen 61 ). Die Adjunktion von P = (x t — a? 2 )(^i — x z ){ x 2 — ^s) 
reduziert die Gruppe der Gleichung auf die Gruppe der geraden Sub- 
stitutionen, die hier aus den Potenzen des Cyklus ( x t x^x 3 ) bestehen. 
Die urspriingliche Gleichung ist nach der Adjunktion cyklisch und 
die Methode von Nr. 8 fuhrt zur Losung. Man bildet mit Hilfe der 
dritten Einheitswurzel a die Funktionen 

x t + + a * x * und x i + a ~ x *~ + 


59) Oeuvr. 2, p. 219, 220. 

60) Vgl. Nr. 7. 

61) I A 6, Nr. 7. 

f 90 * 
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deren dritte Potenzen und deren Produkt dem durch. die genannte Ad- 
junktion erweiterten Rationalitatsbereich angehort. 1st die Gleichung 
x 3 -j- px* + qx + r = 0, so findet man 

’*i + + % = ~ P 

g — g - 

(8) 1*1+ «*2 + « 2 *3 =]/ — P 3 + yJP2 — "T r ~~ ¥ ( a2 — «)-P 

3 - 27 3~" ~ 

ccx 3 = y— i) 3 + yM r r + Y + 2 ~ “) ? 

(9) («! + aafe + a 2 3J 3 ) (a? a + « 2 % + «*>) = f ~ ■ 

Die Grossen x l} ay x & bestimmen sich aus (8) und es wird 

& 

(10) 3x t =—p +]/— (+ ~ «)P 

+]/— P 3 + yi>2 — -y- r + y (+— a)P, 

wobei wegen (9) das Produkt der beiden dritten Wurzeln gleich 3q 
sein muss. Wahlt man im iibrigen auf der reeliten Seite von (10) 
die dritten Wurzeln auf alle Arten, so erhalt man ausser x i nocli x 2 
und x 3 aus derselben Pormel. Es ist P 2 gleich der Diskriminante D 
der Gleichung und 

D = — 4p 3 r + P 2 (i 2 + 1 8pqr — A(f — 27 r 1 . 

Bedenkt man noch, dass a 2 — a — + i]/3, so erhalt man filr p = 0 
die gewohnliche Cardanische Pormel 02 ) 

r/; = ]/"” 2 +kr + 87 + 2 ' K 4 + 27 

als Losung der Gleichung 'r* -j- qx -f~ r = 0. 

Der Fall, in welchem die Koeffizienten <{ und r reel! sind und 

2* ” Q ^ 

-j- + negativ ist, ist bemerkenswert. Es sind in diesem Falle die 

drei Wurzeln x u x 2 , x 3 reell und ergeben sicli aus der (Wrdanischm 
Formel auf imaginarem Wege 03 ). Man kann diesen Fall, welcher der 
casus irreducibilis genannt wird, mit der Trisektion des Winkels [ III A 2] 
in Verbindung bringen. Zu diesem Zweck hat man die Gleichung 


62) Zuerst von G. Cardano wider den Widen des Entdeckrrs (p. 503) publiziert. 
G3) Pass die Formel auch in diesem Falle die Wurzeln lielert, hat Rafaello 
Bombelli bemerkt (I’algebra 1579), der hierdurch veranlasst wunle, die imaainaren 
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x B -f- V x + q = 0 auf diejenige, welche sin ~ in Funktion von sin tp 
defmiert, d. li. auf a? — ~ x + — sin (p — 0 zuruckzuftihren 64 ). 

Fur den Grad n = 4 hat man zunaehst wieder die Galois’sche 
Gruppe der allgemeinen Gleichung auf die der geraden Substitutionen 
zu reduzieren, was durch Adjunktion von 

P — (x x (x ± 2 %) (x x # 4 ) (%2 ^ 3 ) (^2 ^ 4 ) (%Z fy) y 

d. h. durch Adjunktion der Quadratwurzel aus der Diskriminante ge- 
schieht. Die Gnippe der geraden Vertauschungen hat auch nur eine 
invariante TJntergruppe von Primzahlindes. Diese Untergruppe be- 
steht aus den vier Substitutionen 1, (x^) (x s x 4 ) } (x x x 3 ) (x 2 x 4 ) und 
( x i x d ( x 2 x s)- Die Funktion x x x 2 -f- x^ — y l7 welche bei diesen Sub- 
stitutionen ungeandert bleibt und bei alien anderen geraden Substitu- 
tionen sich andert, ist Wurzel der Resolvente 

(y — x x x 2 — x s x A ) (y — x x x 3 — x 2 x±) {y — x x x A ~ x 2 x 3 ) ===== 0 . 
Diese Resolvente ergiebt sich in der Form 

(11) if—qy*-- I- (pr — 4s) y — [s (/ — 4 q) + r] = 0, 
wenn als Gleichung 4 ten Grades 

( 12 ) x A + px* + qx 2 -f rx + s = 0 

angenommen worden ist. Die Koeffizienten dieser Resolvente sind 
also rational in den Koeffizienten der Gleichung 4 teu Grades und er- 
fordern die Quadratwurzel aus der Diskriminante zu ihrer Darstellung 
nicht. Durch die Adjunktion dieser Quadratwurzel erscheint die Re- 
solvente als cyldische Gleichung dritten Grades. 

Durch die Adjunktion der Grosse y x , die noch zu der Adjunktion 
von P hinzukommt, wird die Gruppe der Gleichung ( 12 ) auf die 
Gruppe A jener vier Substitutionen reduziert. Die vier Substitutionen 
sind „vertauschbar“ d. h. es geben zwei von ihnen T und S dasselbe 
Produkt, ob man die Produktbildung nach der Formel TS oder nach 
der Formel ST vornimmt. Es konstituieren deshalb die beiden Sub- 
stitutionen 1 und (x 1 x 2 )(x 3 x 4 ) eine invariante Untergruppe A x der 
Gruppe A. Die Funktion x x x 2 bleibt fur die Substitutionen von 
A x ungeandert und andert sich bei jeder andern Substitution von A 
in x 3 x v Die Funktion x x x 2 geniigt also einer Gleichung 2 ten Grades, 
namlich der Gleichung 

64) Zuerst findet sich diese trigonometrische Losung bei Vieta, man vgl. 
F. Vieta, Opera mathematica op. atque stud. F. a Schooten, Lugduni Batavorum 
1646, p. 91, wozu noch die ebendaselbst sich befindende appendix ab Alexandro 
Andersono operi subnixa p. 159 beizuziehen ist, 
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(* — x x x 2 ) (a — — (p 1 % + x s x *) * + x i x 2 x A = 0 , 

deren Koeffizienten dem zweimal erweiterten Rationalitatsbereich an- 
gehoren. Wir erweitern den Rationalitatsbereich znm dritten Mai, 
indem wir zu den fruher adjnngierten Grrossen noch x x x 2 hinzu ad- 
jungieren. Die Grruppe der Gleichung (12) ist nun die Gfruppe A x . 
Die Funktion x x — x 2 geht fur die nichtidentische Substitution von A x 
in ihr Entgegengesetztes liber, lasst sich also durch eine Quadrat- 
wurzelausziehung bestimmen. In x x — x 2 und den friiher adjungierten 
Grrossen und den Koeffizienten p , q, r, s kann man x x , x 2) x 3 und 
selbst darstellen. 

Statt der Funktion y x = x x x 2 -f x 3 x 4 kann man auch die Funk- 
tion 0 X = (x x + x 2 — x 3 — xj 2 benutzen, die bei genau denselben 
Substitutionen ungeandert bleibt. Nach Nr. 7 und Nr. 16 kann man 
y x in 0 X ausdriicken und umgekehrt. Es ergiebt sich 

„ — e i — + 

Vi — 4 > 

und es geht durch diese Substitution die Resolvente (11) in 

6 s — - (3 p 2 — 8 q) G 2 + (3jp 4 — 16p 2 q + 16# 2 + 16jpr — 646') 0 
— (p s — 4 pq + 8 rf — 0 

liber. Die drei Wurzein 0 l7 0 2 , 0 3 dieser neuen Resolvente sind Quadrate 
ganzer Funktionen der x, wodurch nahe gelegt wird, die Quadrat- 
wurzein ]/ 0 1; ]/e 2 , ]/0 3 einzufiihren. Es ist dann 

x i + X 2 + x z + x a = “ P 

x\ ~f“ x 2 x 3 x x = I/O, 

H — x i = V‘% 

x i x 2 x :i + ;/ 4 “ . 

Hierdurch ergeben sich x Xy x 2y x 3y x A gleieh zusammen. Trotz dieser 
Veranderung in der Anordnung liegt vom si < hstitu t i 01 irnthcordischm 
Standpunlct keine wesentlich neue Losung vor. Die Adjunktion von 
x i~\~ x 2 — x n — x \. bedeutet genau dasselbe wie die Adjunktion von 
x x x 2 . Die gleichzeitige Adjunktion von ./*, -f~ x 2 - .r ;5 - x A und 
x x — x 2 x 3 — x i bedeutet dasselbe, was die gleiehzeitige Adjunk- 
tion von P y x x x 2 und x x — x 2 besagt, denn in beiden Fallen ist die 
identische Substitution die einzige, die alle adjungierten Funktionen 
ungeandert lasst. So braucht nun auch .r, — x 2 - x,, -f- x { nicbt mehr 
besonders eingefuhrt zu werden. Es ist 

Ol + X l — — X d («x — + X t ) 
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Hierdurcb ist aucb die Willkurlicbkeit in jenen Quadratwurzeln 
bescbrankt 65 ). 

Die Auflosung der Gleicbung 2 ten Grades war scbon im Altertum 
bekannt. Die Gleichung vom 3 ten Grad ist zuerst von Scipione dal Ferre 
(1496 — 1525) und 1535 durch Nicolo Tartaglia, die vom 4 ten bald nach- 
her von Lodovico Ferrari gelost worden. Andere Losungen sind spater 
von Rene Des-Cartes, von Walter von Tschirnhausen nnd L. Elder gegeben 
worden. Lagrange 66 ) bat, indem er die alteren Losungsmethoden analy- 
sierte, bemerkt, dass die Radikale, vermittelst deren die Losung 
erreiebt wird, sicb in den Wurzeln x l7 x* 7 . . . der zn l5senden 
Gleicbung rational ausdrucken lassen. Indem er die Resolvente 
bildete, der eine solcbe Funktion von x ly . . . genugt nnd dabei 
die anderen Funktionen von ol\, x 2} . .., welehe dieselbe Resolvente 
befriedigen, aufstellte, wnrde er zur Anwendung der Substitntionen 
gefiibrt. Er konnte nun direkt Losungen aufbauen; diese unter- 
sebeiden sieb in der Form kaum von den soeben gegebenen. Da 
nun bei der Gleicbung 3 ten Grades der Ausdruck x t -f- ax 2 + a 2 x $ 
und beim 4 ten Grad der Ausdruck x 1 — x 2 + 3* s — auftrat, so kam 

Lagrange dazu ; den Ausdruck x x + qx. 2 -f* q 2 x s + {- Q n ~ 1 x n zu be- 

trachten, in dem q eine w te Einlieitswurzel bedeutet. Dieser Ausdruck 
fiibrte auf die nacb Lagrange benannte Resolvente 67 ). Wenn nun 
aucb die Auflosung der Gleicbung n ten Grades auf diesem Wege niebt 
gelingen konnte, so bat diese Betrachtung docb in bobem Masse die 
Entwicklung der Gleicbungstbeorie gefordert. Ausser Lagrange sind 
bier nocb besonders Waring 6S ) und Aug. Vandermonde 69 ) zu nennen 
als solcbe, welclie die Tbeorie der symmetriseben Funktionen [I B 3 b, 
Nr. 1 — 3] und der Resolventenbildung [IB3f] entwickelt baben. 

65) Hinsicbtlicb der alteren Auflosungsmetboden fur die Gleicbungen 3 teu 
und 4 teu Grades vgl. man L. Matthiessen, Grundziige der antiken und mo demen 
Algebra der litteralen Gleicbungen, Leipzig 1S78. BLier finden sicb aucb die 
vielfacben modernen Formen der Losungen, insbesondere aucb diejenigen, die 
sicb auf die Invariantentbeorie [I B 2, Nr. 8, Anm. 169] grtinden, und ein chrono- 
logiscbes Verzeichnis der Gesamtlitteratur. 

66) Reflexions etc. oeuvr. 3, p. 205 ff. (nouv. mem. d. l'Acad. de Berlin 
1770, 1771). 

67) Oeuvr. 3, p. 331 ff.; man vgl. aucb die ausfubrlicbe Darstellung bei 
J. A. Serret , 1. Aufl. p. 229, 3. Aufi. 2, p. 454, 5. Aufl. 2, p. 4S3. 

68) Miscellanea analytica, Cantabrigiae 1762, p. 34. Meditationes algebraicae, 
Cantabrigiae 1782, p. 1 — 30, wo die allgemeine Tbeorie der symmetriseben 
Funktionen bebandelt ist; ausserdem beaebte man nocb besonders p. 36, 81, 84, 
wo versebiedene einfacbe Resolventen gebildet werden. 

69) Histoire de l’Academie des sciences de Paris 1771, p. 365 ff.; diese Ar- 
beit ist sebon im Jabr 1770 gelesen worden. 
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18. Nichtauflosbarkeit der aUgememen Gleiehungen hoherer 
Grade. Die Auflosung der allgemeinen Gleichung n ton Grades ist fur 
^>5 nicht melir durch Wurzelzeiehen moglieh. Die Gatotfsche 
Gruppe der Gleichung ist zunachst die symmetrische Gruppe, und 
diese hat nur eine invariante Untergruppe von Primzahlindex, die 
Gruppe der geraden Substitutionen oder die „alternierende“ Gruppe 
[I A 6, Nr. 7]. Diese aber besitzt keine ausgezeichnete Untergruppe 
mehr ? die von ihr selbst und der Identitat verschieden ware 70 ). Die 
Faktoren der Zusammensetzung sind also fiir die symmetrische Gruppe 

2 und y u -> sobalcl ist. Nach dem Galois ' schen Kriteriuin ist 

also die Auflosung nicht moglieh. 

Den ersten wirklichen Beweis fur die Nichtauflosbarkeit der all- 
gemeinen Gleiehungen, cleren Grad den vierten libersteigt, hat 1826 
Abel gegeben 71 ). Sein Beweis besteht aus zwei Teilen. In dem ersten 
Teil wird gezeigt, dass die Losung, wenn sie iiberhaupt moglieh ist, 
so gestaltet werden kann, dass alle .Radikale sich in den Wurzeln 
Xij ... Xn der zu lbsenden Gleichung rational ausdriicken lassen. 
Damit war also die Allgemeingiltigkeit der Benierkung bewiesen, die 
Lagrange an den bekannten Auflbsungen der Gleiclmngen 3 ton und 
4 tcu Grades gemacht hatte. Der zvveite Teil des A feZ’sehen Beweises 
ist substitutionentheoretiseher Natur. Es wird bier gezeigt, dass das 
innerste Wurzelzeiehen — - von einer numerisehen Konstanten ab- 
geselien — mit dem Differenzenprodukt der Grbssen .rj, ./%>, . . . x n tiber- 
einstimmen miisste; dasjenige Wurzelzeiehen, welches nur das eine 
innerste Wurzelzeiehen entliielte, fiihrt claim l’iir n ~~ f> auf eine 
Funktion von x L) x» , ... x r , mit widerspreehenclen Kigenscliaffcen. Nun 
wird noch auf* die Nichtauflosbarkeit der allgemeinen Gleiclmngen 
von hoherem als ftinfteni Grad geseblossen. Einen Vorlaufcr hat 
Abel an P. liuffini gehabt 7 -). Ihiffud setzt olme Beweis voraus, dass 
die in die Lbsung eingehenden Kadikale sieli rat ional in ./•[ , .r 2 , . . . 
ausdriicken lassen; dagegen fiihrt er den substitute me ntheoretischen 
Teil des Beweises einwandsfrei (lurch, zugleieh in derjenigen ein- 

70) L. Kroncckcr, Berl. Ber. 1879, p. 208 210; <\ Jordan, train* p. 03, 04. 

71) J. f. Math. 1 (1820), j>. 00 oeuvres, nouv. ed. 1, p. 00; email nicht voll- 
standig ausgefiihrten Beweis hatte. A he l hereits im .Isilir 1824 verdtfontUcht, 
s. ocuvr. 1, p. 28. 

72) Rillessioni intorno alia soluzione della equazioni algehriehe, generali, 
Modena 1813. Hinsichtlich dieser und der friihmm Arh<‘it(*n von Huffini vgl. 
H. BurJchardt, ,,die Antange der Bruppentlieorie und Paolo Kuftini u , Zeitschr. 
Math. Phys. 37 (1892), Suppl. p. 119; ital. Ann. di Mat. f2 , 22 (1894), p. 175 
[IA6, Nr. 1]. 
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facberen Form, die meist als „WanteePsche Modifikation des Jbefschen 
Beweises“ bezeicbnet worden ist. Krmeelcer bat den ersten Teil des 
JAe^schen Beweises noch erheblieb vereinfaebt 73 ). 

19. Gleiehungen mit regnlarer Gruppe. Eine irreducible Glei- 
cbung mit der Eigenscbaft, dass Yon ibren Wurzeln jede in jeder 
rational ist, wird von Kronecker eine ^Galois ' scbe Gleicbung^ genannt 74 )* 
die Galois'schen ResolYenten besitzen die Eigenscbaft. Die Gruppe T 
einer solcben Gleicbung muss (Nr. 6) transitiv sein, und da in x k 
ausgedruckt werden kann, so muss jede Substitution der Gruppe, die 
x k ungeandert lasst, aucb x c ungeandert lassen. Eine genauere Uber- 
legung ergiebt, dass die Zabl der Operationen Yon f, d. b. die Ord- 
nung der Gruppe, mit der Zabl der Bucbstaben x 1} x 2} ... x n , d. b. 
mit dem Grad der Gleicbung, also dem „Grad der Substitutionsgruppe“, 
ubereinstimmen muss. Es giebt dann genau eine Substitution, die 
einen gegebenen Bucbstaben in einen gegebenen Bucbstaben uberfubrt. 
Eine solcbe Gruppe wird als „regular“ bezeicbnet. 

20. Gleichungen mit commutativer (permutabler) Gruppe. Eine 
Gleicbung f(x) = 0, deren Gruppe aus Yertauscbbaren 75 ) Operationen 
bestebt, ist auflosbar 76 ). Es lassen sicb namlicb aus einer solcben 
Gruppe gewisse Operationen 0 1; 0 2 , 0 3 , ... mit den Ordnungen m 1} 
m 2) m 3} ... so aussucben, dass m 2 ^ dass ferner ni t ein 
Vielfaches Yon , dieses ein Vielfacbes Yon m z ist u. s. £, und dass 
in der Formel 

. . . 

fur ^=0, 1, ... m 1 — 1; ^=0, 1, ... ?n 2 — 1; fi 3 = 0, 1, ... m 3 — 1, ... 
jede Operation der Gruppe einmal und niebt baufiger entbalten ist 77 ). 
Ist nun p ein Primteiler you m l7 so bilden die Operationen 

/v t — 0, 1, - 1 - — l\ 

er^ 0 ^;-- ft =o, i ; - 4-i 

\ = 0 , 1 , • • • 1 J 

eine ausgezeicbnete Untergruppe vom Index p. 


73) Berl. Ber. 1879, p. 205. 

74) Andere Schriftsteller nennen so die Gleichungen von Nr. 25; Weber nennt 
die obigen Gleichungen „Normalgleichungen u . 

75) Die Operationen T und S sind vertauschbar, wenn TS — ST ist. 

76) G. Jordan , traite p. 287 ff. 

77) E. Sobering, Gott. Abh. 14 (1868), math. Cl. p. 3; L. Kronecker, Berl. 
Ber. 1870, p. 881 = Werke 1, p. 271; G. Frobenius u. L. Stickelberger, J. f. Math. 86 
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Nun bilde man eine Funktion g (x%, % 2 , ... x n ) der Wurzeln der 
Gleichung, die sick, bei den Substitutionen der TTntergruppe nicht 
andert und bei alien anderen Substitutionen der Gleichungsgruppe 
sich numeriscb andert. Die Grosse g geniigt nach Nr. 10 einer 
cyklischen Gleichung und kann nach Nr. 8 durch Wurzelausziehungen 
gefuitden werden. Durch die Adjunktion von g wird die Gruppe der 
Gleichung f(x) = 0 auf die genannte ausgezeichnete Untergruppe 
reduziert. Durch Wiederholung des Verfahrens wird die Gleichung 
aufgelost. 

21 . Abel’sche Gleichungen. In seinem ,,memoire sur une classe 
particuliere d’equations resolubles algebriquement" hat Abel im wesent- 
lichen drei Satze aufgestellt, die so formuliert werden konnen 78 ): 

Erster Satz: Wenn von zwei Wurzeln x t und x 2 einer irredu- 
cibeln Gleichung die zweite in der ersten rational ausgedruckt werden 
kann, so dass x 2 = 0 (x t ) ist, wenn ferner unter den Grossen 

%i, e«), e (o (a^.)), e (e (e (%))), . . . 

die n ersten von einander verschieden und die n -f- l te gleich x x ist, 
so ist m • n der Grad der irreducibeln Gleichung, und diese lasst sich 
in m Gleichungen n terx Grades zerlegen, deren Koeffizienten von je 
einer Wurzel einer Gleichung m ten Grades abhangen. 

Zweiter Satz: Wenn die n verschiedenen Wurzeln einer Gleichung 
n tea Grades in der Form x lf 0 (aq), 0(0^)), ... dargestellt werden 
konnen, wo 0 eine rationale Funktion bedeutet, fur deren n te Iteration 
000 die Relation 6 (n) (x 1 ) = x 1 besteht, so ist die Gleichung auflosbar. 

Dritter Satz: Die Wurzeln einer Gleichung seien alle in einer 
von ihnen x x rational ausdriickbar. Falls irgend zwei Wurzeln durch 
0 (x t ) und 0j (x x ) dargestellt sind, so sei immer 0 t (0 (x t )) — 0 (0 X (x L )) . 
Die Gleichung ist dann auflosbar. 

Yon den im ersten Satz auftretenden Gleichungen n tGa Grades 
hat Abel ausserdem bewiesen, dass jede nach Adjunktion jener Wurzel 
der Gleichung m ten Grades die Voraussetzungen des zweiten Satzes 
erfullt, also losbar ist. Die Gleichungen des dritten Satzes heissen 
„A&ePsche Gleichungen", die des zweiten Satzes bilden einen Spezialfall 
davon und heissen „einfache AbeV sche Gleichungen" 79 ). 


(1879), p. 217; Netto, Substitutionentheorie p. 143; H. Weber, Math. Ann. 20 (1882), 
p. 301, Algebra 2, p. 32 [I A 6 , Nr. 20]. 

78) J. f. Math. 4 (1829), p. 131 ff. u. N. H. Abel , oeuvr. nouv. eel. p. 487, 
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Die Satze lassen sich mit der Galois’ schem. Theorie leiclit in 
Yerbindung setzen, was bier nur fiir den zweiten ausgefuhrt werden 
mag. Die Gleichung kann als irreducibel angeseben werden, da der 
andere Fall sicb auf diesen zuruckfiihren lasst. Nun konnen die 
Wurzeln so mit Xt 7 x $, . . . x n bezeicbnet werden, dass 
^ 2=0 (aQ, ^3=0 (# 2 ), ^ 4 =0 (x s ) . . . 
ist. Es giebt, wenn k beliebig vorgescbrieben wird, eine Substitution 
der Gleichungsgruppe, die x t in uberfuhrt. Diese Substitution 
muss, wenn sie in den vorigen Relationen ausgefiibrt wird, wieder 
ricbtige Relationen ergeben, sie muss also x% in x z in # s +jfc 

u. s. f. verwandeln. Die Gruppe bestebt somit aus den Wieder- 
bolungen (Potenzen) der cyklisclien Substitution (x x x$ x$ . . . x n ). Nun 
kann aus Nr. 8 oder Nr. 20 auf die Auflosbarkeit gescblossen werden. 

Die Gleicbungen des dritten Satzes ergeben sich als solebe mit 
permutabler Gruppe und lassen sicb also unter Nr. 20 subsumieren. 
Umgekebrt sind alle Gleicbungen mit permutabler Gruppe, wenigstens 
dann, wenn sie irreducibel sind, Abel 3 scbe Gleicbungen 80 ). 

Den allgemeinen Ausdruck fiir die Wurzeln AbeT scber Gleicbungen 
hat Kronecker gefunden 81 ); zugleicb ergab sicb ihm das Resultat, dass 
alle Wurzeln AbeV scber Gleicbungen mit ganzzabligen Koeffizienten 
gleicb rationalen Funktionen yon Einbeitswurzeln sind mit rationalen 
Koeffizienten 82 ). 

22. Kreisteilungsgleicliungen. Es sei p eine Primzabl. Die 
pten Einbeitswurzeln geniigen der Gleichung x p — ; 1 = 0. Nimmt 
man aus der linken Seite den rationalen Faktor x — 1 beraus, so 
bleibt die Gleichung -j- x p ~ 2 -|- • • • -f- x~ ubrig. 

Diese Gleichung ist irreducibel 83 ); dabei ist angenommen, dass zum 

80) C. Jordan , traite p. 286 ff.; E. Netto, Substitutionentheorie (1882), 
p. 206; H. Weber , Algebra 1, p. 534 ff. 

81) Berl. Ber. 1853, p. 371 fiir einfaehe M&ersche Gleicbungen und 1877, 
p. 849, fiir „mehrfaltige“. Man vgl. aucb G. P. Young, Am. J. of math. 9 (1887), 
p. 225 u. p. 238; H. Weber, Marburger Ber. 1892, p. 58; E. Netto, Math. Ann. 42 
(1893), p. 447 ; H. Weber, Algebra 2, p. 107. 

82) Fiir einfaehe AbeT sche Gleichungen Berl. Ber. 1853; ausfiihrliche Be- 
weise bei H. Weber, Acta math. 8 (1886), p. 193 u. D . Hilbert, Gott. Nachr. 1896, 
p. 29. In den Berl. Ber. von 1877, p. 845 hat Kronecker gezeigt, wie dies Be- 
sultat auf die mebrfaltigen Abel’ schen Gleichungen ausgedehnt wird, die durch 
Komposition aus den einfachen gebildet werden konnen. Hinsichtlich dieser 
Komposition vgl. man noch Kronecker, Berl. Ber. 1882, p. 1059. 

83) Gauss , Werke 1, p. 317. Vgl. hierzu aucb Eisenstein, J. f. Math. 39 
(1850), p. 167 u. L. Kronecker, J. f. Math. 29 (1845), p. 280, J. de math. [1] 19 
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508 . . 7 n Wen o'elioren, dass also der 

Rationalitatsbereicb nur die ratl0 ”- a ® ndg geleg t ist [I B 1 c, Nr. 2], 
?) absolute‘ £ Rationalitatsbereicb i *a ^ augfahrlich behandelt 

Die genannten GRicbungen itswuraeb . durcb p aquidistante 

s: 

** man . - so - a, s«»en Wn»e,n den fflrnc nn g 

p -1 __L_ $>- 2 -(-••• + X » 1 

(13) 35 \ Diese Grossen beissen die „primi- 

r/.« s— d« T U; 

diert, abgeseben von der r > Man nenn t <j erne „Pnmitiv- 

dabei giebt cf^ stets den Kes ^ J p™ Einbeitswurzeln 

■wurzeF der Primzabl p j? C 1J- * 

konnen nun aucb in der orm 

^ (p-0, 1,2,- 2>- 2 ) 

gescbrieben werden. der Kr eisteilun g sgleicbungen zwei 

° Gauss bat fur die Bebandlung ^ Gleidlim g (13) auf 

Verfabren angegeben. Das ® m reduz ieren und berubt auf der Em- 
Gleicbungen niednge rer ^ verstebt to nn 

fubrung der Penoaen }■ 

Grund eine Suninie 


(/ — 1 ) « 

, 2 C , ; r/ 3e l . _ L - //*0 

-L- 


<W + It- «<»' Wool di,,«v 

wo f ein Teller w J von <J nicbt ab und wd daher von 

Summe bangt von dei Wahl J i8t null> dass die verselue- 
to mit (f, 1) bezeiebnet. Ga . ^ ^ ,• >)GU eden.“ bestebenden 

denen zu demselben / S e 01 '« ’ a ^ 0 ; n e inev von ibnon rational 

Perioden (f, d), (/, *)’ (/, ’ ' . I* ;,.,!,, die sur Darstollung 

dargestellt werden bonnen* 8 )- B»-‘ 

. . , . i_ij. vnn p. Buchmann, die 

84 ) Ausfuhrlicli wird di ® ^^n^n'zur Zahlentheorio, Leipzig 1872 . 

LehrevonderKreisteilungundihie Be. » Lei 7ji „ ih%, 1, !>■ ‘AVJ IT. 

Vgl. aucb E. Netto, ^^f^^toPrimitivwur/.elu bat zuerst tobe- 

85) Existenz und Bigenschatte 1 Werke t p . 45; -lie Uigenschalten 
wiesen in den Disqu. anthm. (1801), v i. 

^aren Lambert rmdJMer sebon e J ^ j 16S . 
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der ubrigen benutzt wird, ergiebt sich als Wurzel einer Gleichung 
e teu Grades, der die genannten Perioden gentigen. 1st femer f — e f 7 
so reduziert sich. die Berechnung der aus f Gliedem bestehenden 
Perioden auf die Berechnung einer Wurzel einer Gleichung Grades, 
deren Koeffizienten in jener friiheren schon als berechnet gedachten 
f-gliedrigen Periode sich ausdriicken 89 ). So wil'd dann fortgefahren. 

Im Besitz der Galois’schen Theorie kann man dies Yerfahren so 
auffassen. Falls = a?* 1 gesetzt wird, besteht die Gruppe der Glei- 
chung (13) aus den Potenzen der Substitution S — (x ±%2 • • * % p —i). 
Die Potenzen 1, S e , S 2e , ... bilden eine ausgezeichnete Unter- 

gruppe Torn Index e. Die Periode (f 7 X) ist eine Funktion der Wur- 
zeln, die fur die Substitutionen der Untergruppe ungeandert bleibt 
und bei alien anderen Substitutionen der Gruppe sich numerisch 
andert; dies lasst sich auch direkt beweisen. So wird also (/*, X) einer 
Gleichung e ten Grades genugen, und die Adjunktion der Periode wird 
die Gruppe auf die genannte Untergruppe reduzieren. Diese ist iiber- 
dies intransitiv, und es zerfallt die Gleichung. 

Das zweite Gauss’ sche Yerfahren 90 ) dient dazu, die im yorigen 
genannten Gleichungen e tea , e ten Grades auf reine Gleichungen zu 
reduzieren. Man kann auch mit Hilfe des Yerfahrens gleich die 
ganze Gleichung (13) auf reine Gleichungen reduzieren. Sind 
a 7 b 7 c 7 ... m die Wurzeln der Gleichung e ten Grades und ist JR eine 
e te Einheitswurzel, so wird der Ausdruck 

a + Bb + R 2 c H h m 

gebildet. Die e te Potenz dieses Ausdrucks berechnet sich in B rational. 
Es spielt also hier der Ausdruck eine Rolle, den Lagrange aus den 
Betrachtungen iiber Gleichungen 3 tea und 4 ten Grades gewonnen und 
seiner Resolvente der Gleichung n tea Grades zu Grunde gelegt hatte. 

Die Yerallgemeinerung des zweiten Gauss’ schen Verfahrens fiihrte 
Yermutlich Abel auf den in Nr. 21 genannten zweiten Satz. Als Yer- 
allgemeinerung des ersten Gauss’ schen Yerfahrens kann der erste 
Abel’ sche Satz you Nr. 21 angesehen werden. Mit Hilfe dieser beiden 
Satze hat dann Abel den dritten Satz entwickelt. 

23 . Teilungs- und Transformationsgleiehungen der elliptischen 
Funktionen [II B 4 a]. In der Gleichung x p — ci — 0 kann man a = e u 
setzen, dann erscheint die Teilungsgleichung fur die Exponentialfunktion, 


89) p. 426 — 430. 

A ^ a a 
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indem die eine Wurzel x 0 — e p ist 91 ). Die samtlichen Wurzeln sind 

U-\-2v7ti 

X v = e * , wo V = 0 , 1 , 2 , . . .p — 1 . Hier fasst man u als variabel 

auf und nimmt als Rationalitatsbereich die rationalen Funktionen der 
Yariabeln e u mit rationalen Koeffizienten. Die Gleichung ist irredu- 
cibel. Adjungiert man noch die p ten Einheits wurzeln, so besteht 
(s. o. Nr. 9) die Gruppe der Gleichung ans den Potenzen derjenigen 
Substitution, die x v in uberfiihrt. Nacbdem man also die Grossen 

2 V 7t i 

e ~9 ~ d. h. die Wurzeln der ,,Periodenteilungsgleichung“ berecbnet bat, 
braucbt man (Nr. 8), falls p eine Primzabl ist, nur nocb eine p u 
Wurzel auszuzieben, am die allgemeine Teilungsgleiclaung zu losen. 
Die Gleicbung fur die Teilung der Perioden ist eben die in der 
yorigen Nummer betrachtete Kreisteilungsgleichung. 

Die Teilungsgleicbungen fur die elliptiscben Funktionen ergeben 
sicb, indem man aus den elliptischen Funktionen mit dem Argument u 

die Funktionen mit dem Argument ~ bestimmt; dabei mag p wieder 

als Primzabl angenommen sein. Die betrachteten Funktionen gehbren 
alle zu demselben Periodensystem, und dieses soil sicb aus den beiden 
„primitiven“ Perioden 2 co und 2 co' ableiten. Die genanntc Bestim- 
mung kann nun fur ein gegebenes p von einer einzigen Gleichung 
G(w ) == 0 abbangig gemacht werden. In die Koeffizienten der Glei- 
cbung gehen nocb gewisse, lediglicb von den Perioden abluingige 
Grossen, die „Invarianten“ — beziebungsweise der „Modul“ ~~ ein <ja ); 
diese Grossen sind ebenso wie die Perioden als variabel anzusehen. 
Die Gleichung, die fur variable Invarianten irrcducibel ist, bat 
Wurzeln w v y (y f v — 0, 1, 2 lj, die den Argumenten 


91) Der Name „Teiiungsgleichung“ wird verstandlicher, wenn man die 
Integrale betrachtet, durch deren Umkehrung die Funktionen sei es mm die 
Exponentialfunktion Oder die elliptischen Funktionen entstehen. Sei e u ~ a 

u 


und e p = x, so bedeutet die Bestimmung von x die Bestimnmng der oberen 

X 

i*dx 

Grenze in einem Integral / — , dessenWert gleicli dem p u ' n Tail des Integrals 

a 1 


/ ' dx 
x 


werden soil. 


i 


92) Hinsichtlich der Begriffe aus der Theorie der ellintisehen Funktionen 


28. Teilungs- und Transformationsgleichungen der elliptischen Funktionen. 511 


2V ^ entsprechen. Die Werte ; die aus den Grossen w Y ^ 

dadurch hervorgehen, dass u = 0 gesetzt wird 7 sollen v r , ,/ heissen; 
es sind diese Werte die Wurzeln der Periodenteilungsgleicbung, wobei 
aber ^ 0 ,o wegzulassen ist. Abel bat bereits gezeigt 98 ), dass die allge- 
meine Teilungsgleichung durcb Radikale gelost werden kann, wenn 
man die Wurzeln der Periodenteilungsgleicbung als bekannt ansiebt. 
Yom Standpunkt der Galois’ schen Theorie erklart sich dies so. Nach 
Adjunktion der Grossen v vr > , welcbe der Teilung der Perioden ent- 
sprechen, ergiebt sicb die Gruppe der allgemeinen Teilungsgleicbung 

dadurch, dass die Substitution ( Wv > v ^ mit der Substitution ( Wv> v 
’ \Wv+l, V 'J 

auf alle Arten kombiniert wird. Diese Gruppe ist kommutativ, wes- 
balb die Auflosung der allgemeinen Teilungsgleicbung nunmehr durch 
Radikale moglich ist (Nr. 20). 

Die Wurzeln der Periodenteilungsgleicbung bestimmen sicb durcb 
p + 1 Gleicbungen yom Grade p — l; 94 ) diese Gleichungen entbalten 
in ibren Koeffizienten je eine Wurzel einer und derselben Gleicbung 
p — (— l ten Grades 95 ). Wenn man diese Gleicbung p + l teu Grades als ge- 
lost annimmt, so sind die p -f- 1 Gleicbungen p — l ten Grades samtlich 
durcb Wurzelzeicben losbar 96 ). Von der Gleicbung p -f- l ten Grades 
hat Abel vermutet, dass sie fur p > 3 nicbt durcb Wurzelzeicben ge- 
lost werden kann. Galois bat dazu den Beweisgrund beigebraeht; 
seine in dem Briefe an Chevalier nur angedeuteten TJberlegungen sind 
yon Betti erganzt worden 97 ). Die Wurzebi v Vj y > der Periodenteilungs- 
gleicbung lassen sicb in Systeme ordnen und zwar kommen allgemein 
die Wurzeln 

(15) / Vv i v' ^2v,2v' ^3 r, 3 v' • • • V(p — 1 )v,(p — l)r' 

in ein System. So entsteben p + 1 Systeme yon je p — 1 Grossen v. 
Die Substitutionen der Gruppe der Periodenteilungsgleicbung fiihren 
die Wurzeln eines Systems in solcbe uber, die gleichfalls zu einem 


98) Oeuvr. 1, p. 294—305; man vgl. auch K. G. J. Jacobi , J. f. Math. 3 
(1828), p. 86 (Werke 1 [1881], p. 243); JE. Betti , Ann. mat. fis. 4 (1853), p. SI u. 
C. Jordan, traite p. 337. 

94) Dies ist im wesentlichen bei Abel a. a. 0. bewiesen; bei ilim ist der 

Grad allerdings — , da er bei seiner Darstellung das Quadrat der Unbekannten 

als neue Unbekannte einfuhren kann. 

95) Abel, oeuvr. 1, p. 305 — 310. 

96) Abel, a. a. 0. p. 310—314. 

97) Galois, oeuvr. p. 26 ff.; E. Betti, Ann. mat. fis. 4 (1853), p. 81; man vgl. 
auch C. Jordan, traite p. 342 u. L. Kronecker, Berl. Ber. 1875, p. 498, 
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System zusammengehoren 5 die Systeme werden dadurch unter einander 
vertauscht. Die Wurzeln 0 und 00,1 konnen in irgend zwei solche 
Wurzeln und v v y, die verschiedenen Systemen angehoren, 

ubergefiihrt werden, und es wird dann allgemeiner v a>a > durch 
Vap+a'v,ap'+a'v' ersetzt, Die Wurzeln eines Systems, z. B. die Grossen 

( 16 ) 0 O ,i ^0,2 ^0,8 • • • Vo,p-~i 

genugen einer Gleichung p — l ten Grades, deren Koeffizienten sich in 
einer symmetrischen Funktion s derselben Grossen (16) ausdrucken; 
diese Gleichung ist cykliseh und daher durch Wurzelzeiehen losbar, 
wobei naturlich s als adjungiert zu denken ist Die Gi-ossc 5 
bestimmt sicb aus einer Gleichung p + l ton Grades. Die Gruppe r 
dieser Gleichung ergiebt sich aus der Art, wie die Systeme mit ein- 
ander vertauscht wurden. Die zum Systeme (15) gehorende Grosse s 
werde mit s v bezeichnet, wo der mod p m verstehende imeigentliche 

v' 

Bruch 98 ) die Werte 0, 1, 2, . . .p — 1 , 00 erlnllt. Dio ebon genannte 
Substitution fiihrt nun jedes s a in 3 * « liber, wo ft, v, p' v' vier 

"7 r v 

u a 

lieste des Moduls p bedeuten, fur die pv'~ p'v nieht durch p teilbar 
ist. Alle Substitutionen von dieser Art in der Anzahl [p I )p{p-\-\) 
bilden die Gruppe f. 99 ) Nadi Adjunktion oilier Quadratwurzel rodu- 

ziert sich die Gruppe jener Gleichung p- f- l t,MI Grades auf ip l )P(P+l) 

Substitutionen [I AG, Nr. 11 1 und diese Gruppe ist lur p > f> ein- 
fach 100 ), weshalb die Gleichung niclit durcb Radikale golds! wer- 
den kann. 

Bei der Transformation p t,!r Ordnung der ellipi isehen Funktionon 
lasst sich der neue Modui in dem alien Modul und den Grossen v r 
ausdriicken, was sclion von Abd und Jacobi erkannt worden isf uu ). 
Zwischen den vierten Wurzeln der beiden Moduln !>esteht (due Glei- 
chung, die „Modulargleichuiig ai(, “); diese stellt dalier ini wesentlichcu 


98) Gauss, Werke 1, p. 23. 

99) Diese Gruppe Ist auuli von K. Matluni, .J. <1<* math. |2|, f> iisOO), j>, 24 
behandelt worden. 

100) Galois, oeuvr. p. 27 ohni! Bew**i.s; v-gl. d:m. C. .Ionian, Iraife p. |or>. 
Die samtlichen Untergruppen dieser Gruppe lml ./. flimhr, Math. Ann. is ^lsni), 
p. 319 bestimmt. 

101) AM, Werke 1, p. 383 (J. f. M. 3 |l#2H|) K. C. ./. Jan, hi . Work.* 1, 
Berlin 1881, p. 102 (fundaments nova 182'J). 

102) Jacobi, J. f.M. 3 (1828), p. 192 (Werke 1, p. 2T.I Ad. Sol Mr, .1. f. Matll. 
10 (1837), p, 97, hi , ScJij otct , lie ueouutiomhuH mnduliinhiis if.ii.if.mn.tti p. 


24. Reduktion von Gleichungen anf Normalformen. 
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dasselbe Problem wie die betrachtete Teilungsgleicbung vor. Pur die 
Modulargleicbung bat Jacobi eine andere, gleiehwertige Gleichung 
eingefiibrt, die ebenfalls vom Grade jp + 1 ist, die sogenannte „Multipli- 
katorgleichung“ 103 ). Durcb die Eigenschaften dieser Gleicbungen ist 
eine besondere Art algebraiscber Gleicbungen p -j- l tea Grades definiert, 
die wir jetzt „ Jacobi sche Gleicbungen/' nennen und unabbangig von der 
Tbeorie der elliptischen Funktionen betracbten 104 ). 

24. Reduktion von Gleicbungen auf Normalformen. Galois 
bat gefunden, dass fur p — o, 7, 11 und nur fur diese Werte der 
Primzabl p^>0 die Modulargleicbung durcb eine Gleicbung von nur 
jp tem Grade ersetzt werden kann; JBettihsA denBeweis dafiirausgefubxt 105 ). 
Fur p = 5 ist die Gruppe der Gleicbungen, um die es sicb bier 
bandelt, mit der Gruppe der geraden Vertauscbungen von funf 
Dingen boloedriscb isomorpb. So erscbeinen spezielle Gleicbungen 
6. und 5. Grades, welcbe dieselbe Gruppe besitzen wie — nacb Ad- 
junktion einer Quadratwurzel — die allgemeine Gleicbung 5. Grades. 
Durcb Untersucbungen von Kronecker, FLermite und JBrioschi ist be- 
wiesen, dass die genannten speziellen Gleicbungen als Normalglei- 
cliungen benutzt werden konnen, auf die man die allgemeine Gleichung 
5. Grades zuruckfubrt 106 ). Klein bat dann die sogenannte Ikosaeder- 
glei chung als Normalgleicbung eingefubrt 107 ). 

1854; Ch. Her mite, sur la theorie des equations xnodulaires et la resolution de 
liquation du cinquieme degre, Paris 1859 (Par. C. R. 1859, l.sem. p.940, 1079, 1095 
u. 2. sdm. p. 15, 110, 141); H. Schroter , J. f. Math. 58 (1861), p. 378; F. Muller, de 
transformatione functionum elliptiearum diss. Berbn 1867 ; L. Konigsberger, die 
Transformation, die Multiplikation u. die Modulargleichungen der elliptischen 
Funktionen, Leipzig 1868, vgl. insbesondere p. 141; C. Jordan, traite p. 344; 
F. Muller, uber die Transformation vierten Grades der elliptischen Funktionen, 
Berlin, Jub.schrift der Realschule 1872; F. Brioschi, Par. C. R. 79 (1874), p. 1065 u. 
80 (1875), p. 261 ; B. Dedekind, J. f. Math. 83 (1877), p. 265; F. Klein , , Math. Ann. 
14 (1879), p. 129, 15 (1879), p. 533, 17 (1880), p. 68, Vorlesungen uber die Theorie 
der elliptischen Modulfunktionen , ausgearbeitet von B. Fricke, 2. Bd. (Leipzig 
1892), p. 56. Vgl. II B 6 a und c. 

103) Jacobi, J. f. M. 3 (1828), p. 308 (Werke 1, p. 261); L. Kiepert , J. f. M. 

87 (1879), p. 199; F. Klein, Math. Ann. 14 (1879), p. 146, 15 (1879), p. 86; A. 

Hurwitz, Math. Ann. 18 (1881), p. 528-; W. Dyck, ebendaselbst p. 507. 

104) Man vgl. die nachher zu nennenden Arbeiten von Kronecker u. Brioschi, 
ferner F. Klein, Ikosaeder p. 147 If., A. Cayley, Math. Ann. 30 (1887), p. 78 = 
Pap. 12, p. 493. 

105) Galois, oeuvr. p. 27, 28; E. Betti a. a. 0.; C. Jordan, traite p. 347; 

F. Klein, Math. Ann. 14 (1879), p. 417. [Vgl. I A 6, Anm. 63.] 

106) Ch. Hermite, Par. C.R. 46 (1858), p. 508; L.Kronecker , ebenda p.1150; Berl. 
Mon.-Ber. 1861, p. 609 und 1879, p. 220. Hermite und Brioschi haben ihre zer- 

. . .. , II /Yi TT 'J.. T'>~ „ n "D 1QCE Q77 
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Efir p — 7 ist die Gruppe der Modulargleiehung — nach der 
Adjunktiou einer Quadratwurzel von der Ordnung 168. Es ent- 
stehen nun Gleichungen 8. und 7. Grades mit einer Gruppe der Ord- 
nung 168. 108 ) Jede Gleichung 7. und 8. Grades mit der betreffenden 
Gruppe lasst sich ; wie Klein gezeigt hat ? auf die ModuLii gleichung 
zuruckfuhren 109 ). Die Gleieliungen 7. Grades, um die es sick liier 
bandelt, besitzen diejenige Gruppe, welche die Fimkfcion 

X 0 X ± X 3 + XpX^Xj^ -f- X 2 X 3 X 6 + X 3 X±Xq + X a X 6 X 0 + Xr } X G W t + X G X 0 X 2 

der Wurzeln x 0} x l7 x 2 , x 3j x A7 x r>) x G in sick ukerfulnt °), woraus 
sich zugleick ergiekt, dass diese Gruppe die kier auftietenden sieben 
Tripel von Wurzeln 0, 1, 3; 1, 2, 4 u. s. f. in einander Qberfuhrt 
[I A 2, Nr. 10 5 I A 6, Note 67]. Auf diesen Tripelekarakter der be- 
treffenden Gleichungen 7. Grades hat M. Norther zuerst auimerksam 
gemacht 111 ). Das reckneriscke Detail, das erforderlieh ist, um soleke 
Gleichungen auf die von Klein eingefuhrten kanonischen bonnen zu 
reduzieren, ist von P. Gordcin entwickelt worden u ~). 

Die Trisektion der kyperelliptischen Funktionen orster Ordnung 
ftikrt auf eine Gleichung, deren Gruppe einfach ist und die Ordnung 
(3* — 1) 3 8 (3 2 — 1)3 besitzt. Man kann dabei die Gleichung so 
wahlen, dass sie vom 27. Grade ist 113 ). Kino bat gezeigt., dass auf 

965, 1073 u. 1866, 1. som. p. 65, 157, 245, 715, 919, 959, 1054, 1161, 1213; 
F. Brioschi, Math. Ann. 13 (1878), p. 109. Man vgl. aueh ('.Jordan, trait/ 
p. 372 ff.; H. Weber, Algebra 2, p. 403 If. Das Nahere s. I IS 3 f, Nr. 9 IF. 

107) Vgl. insbesondere Math. Ann. 12 (T.H77), p. 559 und die Vorle.sungen 
fiber das Ikosaeder. Hier tindet sich a.ucli zur Gleirhung 5 Grades weitere 
Litteratur. Im iibrigen ist auf I B 3 f, Nr. 9 IF. zu verweisen. 

108) JfJ. Betti a. a. 0.; L. KronrcJcn Burl. Mon. -Bur. is 5s , p. 2H7; hier 
hat Kronecker bereits die Vernmtung ausgesproehen, dass a Ilf Gleichungen 
7. Grades mit der betreffenden Gruppe sich auf die Modulargleiehung fur die 
Transformation 7. Ordnung der elliptiselum Bunktionen redu/.ieren lassen; ('ll. 
Hermite , a. a. 0.-, E. Mathieu , J. d. math. [2|, 5 ilHOOi, p. 24 ; F. I\l< in, Math. 
Ann. 14 (1879), p. 428. 

109) Math. Ann. 15 (1879), p. 251. Allgorneine Gleirhungen 6. u. 7. Grades 
hat Klein, Math. Ann. 28 (1887), p. 499 betrachfet. 

110) P. Gordan, Math. Ann. 25 (1885), p. 459. 

111) Math. Ann. 15 (1879), p. 89. Bber Tripelgleirhungen vgl. man noch 
E. Netto, Substitutionentheorie p. 220 ff. und 11. Wvhvr, Algebra 2, p. 342 ff. 

112) Math. Ann. 20 (1882), p. 515; 25 (1885., p. 459. 

113) C. Jordan, Par. C. R. 68 (1869), p. 868, trail/* p. 365; A. Witting, Math. 
Ann. 29 (1887), p. 157; II. MaschJce, Math. Ann. 33 (1889), p 317. Hinsiehtlic.h 
der Transformation und der Modulargleichungen vgl. man Fit. Jlvnnitr , sur la 
theorie de la transformation des fonctions Abeliennes, Bar. ( \ Ii. 1855. i .sem. p. 249, 
304, 365, 427, 485, 536, 704, 784; L. Kiinigsbvrger , J. f. M. 64 (1865), p. 17; 67 
(1867), p. 97 u. Math. Ann. 1 /'is 69^ » mi 
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diese spezielle Gleicbung 27. Grades jede andere Gleiehung 27. Grades, 
welche dieselbe Gruppe besitzt, sicb zuriiekfuhren lasst. Der Beweis 
wird auf eine andere Normalform des Trisektionsproblems gestiitzt 114 ). 
Zn den Gleicbungen, die sich auf das genannte Problem zuriiekfuhren 
lassen, gehort aucb diejenige, durcb welche die 27 Geraden einer' 
Flache dritter Ordnung bestimmt werden 115 ). 

25. Irreducible Gleicbungen von Primzablgrad. Fur irreducible 
Gleicbungen von Primzablgrad, die auflosbar sind, hat Galois die 
Gruppen explicite aufgestellt 116 ). Es seien x 1; x 2 , x s , . . . x p die Wur- 
zeln einer solchen Gleicbung. Die Substitntionen der Form 

/ X-^ Xt£ Xq . . . Xp \ 

\Xa-\-b X§a-\-b * * * %pa-\-lJ 

in der a eine Zahl von 1 bis p — 1 und b eine Zabl von 0 bis 
p — 1 bedeutet, und in der die Indices bloss liinsichtlich des Restes 
betracbtet werden sollen, den sie bei der Division mit p ergeben, sind 
in der Zabl p(p — 1). Diese Substitutionen bilden eine Gruppe, 
welche als „lineare“ oder aucb „metacyklische“ Gruppe bezeicbnet 
wird 117 ). Diese Gruppe kann aucb aus den beiden cykliscken Sub- 
stitutionen (x ± x 2 x B ...x p ) und (xiXgX^Xgs . . . x 9 p— 2 ) erzeugt werden, 
wobei g eine Primitivwurzel (Nr. 22) der Primzabl p bedeutet. Die 
Faktoren der Zusammensetzung fiir diese Gruppe sind Primzablen. 
Die Gleicbung ist also auflosbar, wenn ihre Galois' sche Gruppe mit 
der metacykliscben Gruppe ubereinstimmt oder (Nr. 14) in ilir ent- 
balten ist. Wenn andererseits eine irreducible Gleicbung vom Prim- 
zahlgrad p auflosbar ist, so kann man ihre Wurzeln in einer solchen 
Ordnung mit x ly # 2 , . . . x p bezeicbnen, dass nacbber die oben auf- 
gestellte inetacykliscbe Gruppe die Gruppe der Gleicbung enthalt. 

Ein anderer Satz, der auch von Galois hernihrt, ergiebt sicb 
hieraus: Eine irreducible Gleicbung von Primzablgrad ist dann und 
nur dann auflosbar, wenn alle ihre Wurzeln sicb in zwei bestimmten 
Wurzeln rational ausdriicken lassen 118 ). Ferner folgt, dass fur solcbe 

114) J. de math. [4], 4 (1888), p. 169; die Durckfiihrung bei H. Burkhardt, 
Math. Ann. 41 (1892), p. 313, wo weitere Litteratur angegeben. 

115) C. Jordan a. a. 0. [Anm. 140]. 

116) JE. Galois , oeuvr. p. 47. 

117) C . Jordan , traite p. 92; der Name „metacyklisch“ ist von L. Kroneclcer 
(Berl. Ber. 1879, p. 217) fiir diese Gruppen eingefukrt, wahrend H. Weber neuer- 
dings mit dem Namen „metacyldisch“ die auflosbaren Gruppen bezeicbnet (man 
vgl. Anm. 55). J. A. Serret hat in Par. C. R. 1859, 1. sem. p. 112, 178, 237 die 
lineare Gruppe genauer studied [I A 6, Nr. 10]. 

r\ „ AO. TP Any, -fio -mof 9 i'lR'M’l i'* ■" TT.i'no 
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I B 3 c, d. Galois’sche Theorie mit Anwendungen. 

Gleichungen die Resolvente von Lagrange eine rationale Wurzel be- 
sitzt, was schon Abel ausgesprochen hatte 119 ). 

Abel hat fur die Wurzeln der betrachteten Gleichungen die Formel 

x = A + y / B 1 + + • ■ • + V^p — i 

gefunden, wobei R 1? R 2 , . . . R p — i die Wurzeln einer Gleichung p — l teu 
Grades bedeuten 120 ); Kroneclcer hat dazu bemerkt, dass diese Glei- 
chung p — l ten Grades eine einfache AbeT sche Gleichung sein muss 321 ). 
Explicite Ausdriicke fur die Koeffizienten einer auflosbaren Gleichung 
funften Grades ; die in der Bring 9 sohen Form 122 ) x 6 -j~ ux -f- v = 0 
vorausgesetzt wird, haben C. Bunge 12Z ) und G. P. Young m ) gegeben. 
Falle nichtauflosbarer Gleichungen fiinften Grades sind von G. Bunge 126 ) 
und ID. Selivanoff 126 ) gegeben worden 127 ). 

26. Sylow’sclie Gleichungen. Bisweilen kann die Auflosbarkeit 
einer Gleichung schon an der Ordnung ihrer Gate’schen Gruppe er- 
kannt werden. So sind, wenn p eine Primzahl bedeutet, alle Gleichungen 
auflosbar, deren Gruppe T von der Ordnung p n ist [I A (5, Nr. 22]. 

andere Form des Kriteriums hat L. Kronecker, Berl. Ber. 1853, p. 369 ge- 
geben , die P. Bachmann, Math. Ann. 18 (1881), p. 408 hergeleitot hat; vgl. 
anch G. P. Young, Am. J. of math. 6 (1883), p. 103 u. 7 (1886), p. 270. 

119) Abel, oeuvr. 2, p. 223 olme Beweis. Fiir den 6. Grad vgl. man die 
Herleitung von E. Luther, J. f. Math. 34 (1847), p. 244. Bei tier Hi Idling dioser 
Resolvente adjungiert man die p ttm Einheitswurzeln. 

120) A. a. 0. p. 222; Bew. bei C. J. Malmstcn, J. f. Math. 34 (1847), p. 46 
nnd fiir den 5. Grad bei E. Luther, a. a. 0. p. 250. 

121) A. a. 0. p. 368; hier ist zugleich eine niihcre Bestiimnung der Grdssen 
P gegeben, und damit die hinreichendo Bestimmung fiir die Wurzeln einer auf- 
losbaren Gleichung p ton Grades. Fiir p = 5 ist die in Frage stehende Formel 
von Abel in einem Briefe an (Welle aufgestellt worden, oeuvr. 2, p. 266; diese 
Formel hat II. Weber in den Marburger Ber. 1892, p. 3 bewiesen und in etwas 
berichtigt. Man vgl. auch Kronecker, Berl. Ber. 1856, p. 203. 

122) Meletemata quaedam mathematiea etc. , quae praeside’ E. S. Bring 
modeste subjicit 8. G. Sommelius, Lund. 1786. Gewohnlich winl diese Form 
nach G. B. Jerrard genannt. Man vgl. hierzu auch ('. J . Hill , Stockholm Forli. 
1861 u. Klein, Ikosaeder p. 143 |I B 3f, Nr. 9]. 

123) Acta math. 7 (1885), p. 173. Vgl. auch Weber, Algebra 1, p. 624. 

124) Am. J. of m. 7 (1885), p. 170; aligemeine.r ebendaselhst 10 (1888), 
p. 99. Einzelne aufloshare Gleichungen hoherer Grade sind schon fnilier von 
P. JPerrin, S. M. F. Bull. 10 (1881/82), p. 139, 11 (1882/83), p. 61 gegcbon worden. 

125) Acta math. 7 (1885), p. 180. 

126) S. M. F. Bull. 21 (1893), p. 97. 

127) Mit auflosbaren primitiven Gleichungen bexehiiftigt sicli ein Fragment 
von Galois, oeuvr. p. 50, wobei iibrigens zu bemerken ist, dass Galois den Be- 
griff der Primitivitat etwas anders fasst. als ietzt Ciblich ist 
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Dieses von L. Sylow gefundene Resultat 128 ) ergiebt sicb aus der Be- 
tracbtung der ausgezeicbneten oder invarianten Operationen der Gruppe. 
Eine Operation S ist invariant, wenn fur jede Operation T der Gruppe 

T— X ST= 8 

ist, und jede Gruppe von der Ordnung p n entbalt stets invariante 
Operationen, aucli abgeseben von der Identitat. Alle invarianten 
Operationen von T mit Einreclmung der Identitat bilden eine in- 
variante Untergruppe A von der Ordnung p m . Man kann nun fiir 
die Gleicbung eine Resolvente (Nr. 10) bilden, deren Gruppe r/A 
von der Ordnung p n ~ m ist, derart, dass die Adjunktion einer Wurzel 
der Resolvente die Gruppe der Gleicbung auf A reduziert. Nach 
dieser Adjunktion besitzt also die Gleicbung eine kommutative 
Gruppe und kann dann nacb Nr. 20 durcb Wurzelzeicben aufgelost 
werden. Da man nun die Resolvente wieder ebenso bebandeln kann 
wie die urspriinglicbe Gleicbung, wird scbliesslicb die Auflosung der 
Gleicbung von Anfang an durcb die Operationen der vier Spezies und 
durcb Radizieren geleistet. Eine genauere TJberlegung ergiebt, dass 
man dabei die ^ ten Einbeitswurzeln berecbnen und nacb einander 
n Wurzeln mit dem Exponenten p auszieben muss. Ist p — 2, so 
wird die Gleicbung durcb blosse Quadratwurzeln aufgelost. Umgekebrt 
muss eine Gleicbung, die so gelost werden kann, eine Gruppe von 
der Ordnung 2 n besitzen. Ist die Gleicbung zugleicb irreducibel, so 
ist die Gruppe transitiv und die Ordnung der Gruppe durcb den 
Grad teilbar (Nr. 6). Es muss also in diesem Falle der Grad eine 
Potenz von 2 sein 129 ). 

Eine irreducible Gleicbung 3. Grades ist also nie durcb Quadrat- 
wurzeln auflosbar. Eine Gleicbung 4. Grades ist dann und nur dann 
durcb Quadratwurzeln auflosbar, wenn ibre Resolvente 3. Grades eine 
rationale Wurzel bat 180 ); dabei kann die eine oder die andere der 
in Nr. 17 genannten Resolventen genommen werden. 

27. Casus irreducibilis der kubischen Gleicbung. Sind die 
Wurzeln einer Gleichung alle reell, bestebt der zu Grunde gelegte 
Rationalitatsbereicb aus reellen Grossen, und kann die Gleicbung bei 
dem angenommenen Rationalitatsbereicb durcb Quadratwurzeln auf- 
gelost werden, so konnten immer noch imaginare Quadratwurzeln in 

128) Math. Ann. 5 (1872), p. 588. 

129) J. Petersen , om de Ligninger, der kunne loses ved Kvadratrod, Kjoben- 
havn 1871. Hier findet sich fiir den genannten Satz ein elementarer Beweis, 
der nicht von gruppentheoretischen Hulfsmitteln Gebrauch macht. 

130) Vgl. z. B. K. Th. Vahlen , Acta math. 21 (1897), p. 293. 
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die Losung eingehen; man kann dann jedoch stets Darstellungen der 
Wurzeln durch. reelle Quadratwurzeln finden. Liegt umgekehrt eine 
in einem reellen Rationalitatsbereich irreducible Gleichung vor mit 
lauter reellen Wurzeln, und kann eine der Wurzeln iiberhaupt durch 
reelle Radikale dargestellt werden, so ist die Gleichung durch Qua- 
dratwurzeln losbar 131 ). Insbesondere kann also dann die Gleichung 
nicht vom 3. Grade sein. Hieraus folgt auch, dass keine Losung der 
allgem einen Gleichung 3. Grades existiert, die im Falle reeller Koeffi- 
zienten und positiver Diskriminante die in diesem Falle reellen drei 
Wurzeln durch Radikale in reeller Form lieferte 132 ). Dass die Car- 
danische Formel (Nr. 17 ) in diesem Falle die drei reellen Wurzeln 
in imaginarer Form giebt, war langst bekannt, weshalb der Fall als 
casus irreducibilis bezeichnet wurde. 

28. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Bereits Jks- Oartes m ) 
hatte bemerkt, dass die Frage, ob eine geometrische Grdsse mit Zirkel 
und Lineal konstruiert werden kann, hinauskommt aui die andere 
Frage, ob die Grosse sich durch Quadratwurzeln bereclmen lasst. Die 
Konstruktion ist also jed entails unmoglicb, worm di< k Urdsse einor irre- 
ducibeln Gleichung geniigt, deren Grad einen ungeraden Faktor enthalt. 
Hierauf beruht der Beweis dafiir, dass gewisse vom Altertum auf uns 
gekomnxene Konstruktionsaufgaben nicht mit Zirkel und Lineal gelbst 
werden konnen, die Triscktion eines beliebigen Winkels und das Delische 
Problem, d. h. die Verdoppelung des Wurfels [111 A 2 1. Fs ergiebt 
sich hieraus auch die Unmdglichkeit, den Kreis mit Zirkel und Lineal 
in n gleiche Teile zu teilen fur andere. Zaldeii u als fur diejenigen, 
welche Gauss behandelt hat, dass z. B. <li<‘ Teilung in sicken Teile 
nicht moglich ist 131 ). 

29, Geometrisehe Gleichungen. Die allgemeiue Kurve dr it ter 
Ordmmg hesitzt noun Wendepunkte; dabei liegt auf der Verbindimgs- 
linie von je zwei Wendepunkteu immer ein dritier Wendcpunkt 13r> ). 
Die Bestimmimg der Wendepunkte liangi. ah von einer (ileiebimg 

131) O. Holder, Math. Ann. as ( 1 so 1 j, p. 31:!. 

132) V. Mollanie, Nap. Rend. (2) 1, lsoo, p. ir>; ; o. Ildhhr a. a. ().; 
A. Kneser , Math. Ann. 41 (1803), p. .‘>44 . 

133.) La geometric, Lo.ydo 1638, livre premier; deufsrh v. L Sehhsintjrr, 
Berlin 1804. 

134) Gauss, Werko. 1, p. 4.12 if., besonderx p. 462; man vg). fiber 
Probleme aucli A. A7c/w., Vortnige liber nusgewiUiIfe Fritgen der Klementiir- 
geometrie, ausgearbeitet von F. Tngert, Leipzig i si>r>. 

135) J, V. Poncelet, J. f. M. 8 (1832), ]>. 130; O. Hesse , .!. S' M. 2S i lH44 i, 
p. 68, 34 (1847), p. 193 = Werke p. 123, 137; (}. Salmon, .J. I*. M. 30 MHoO)’ 

t'TTT C\ a I 


28. Konstruktionen etc. 29. Geometrische Gleicbungen. 


519 


9. Grades f(X) — 0, wobei man A so wablen wird, dass sich I in den 
I beiden Koordinaten ernes Wendepunktes rational ausdriicken lasst und 

: dass umgekebrt diese Koordinaten sick beide in A ausdriicken lassen. 

j Den neun Wendepnnkten entsprecben die neun Wurzeln l l3 h Iy l Z7 ... A a . 

I Geboren nun A 1? Ag und A 3 zu drei Wendepunkten, die auf einer Ge- 

f.- raden liegen, so ist jede der drei Grossen A L? A 2? A s in den beiden 

| anderen rational. Entsprecbend den Beziebungen zwiscben den Wende- 

punkten lasst sicb nun fur die neun Wurzeln A 1? A 2 , . . . A 9 ein System 

von Tripeln so bilden, dass jedes Wurzelpaar gerade in einem Tripel 
auftritt. Man kann aus neun Grossen, wenn man von einer Vertau- 
scbung unter diesen Grossen absiebt, nur ein solcbes Trip elsys tern 
bilden 186 ). Dieses wird, indem nur Indices gescbrieben werden, in der 
Form 

123, 145, 167, 189, 246, 259, 278, 348, 357, 369, 479, 568 

dargestellt. Die Galois' scbe Gruppe der Gleiebung f( A) = 0 bestebt 
aus solcben Substitutionen, welebe die Tripel des obigen Systems 
unter einander vertauscben. Die Gesamtgruppe der Substitutionen 
von dieser Eigenscbaft ist von der Ordnung 432 und bat zu Faktoren 
der Zusammensetzung lauter Primzablen 13T ). Die Gleiebung f(X) = 0, 
von der die neun Wendepunkte abbangen, ist also auflosbar. Dieses 
Resultat ist von Hesse auf etwas anderem Wege entdeckt worden 138 ). 

Von anderen geometriseken Gleicbungen, deren Gruppen studiert 
worden sind, mogen nur genannt werden die Gleicbungen: 

1) der 28 Doppeltangenten einer ebenen Kurve 4. Ordnung 139 ), 

2) der 27 Geraden einer Flacbe 3. Ordnung 140 ), 

3) der 16 Geraden einer Flacbe 4. Ordnung mit Doppelkegel- 
schnitt 141 ), 

4) der 16 Knotenpunkte der Kummer 1 seben Flacbe 142 ). 

136) E. NettOy Substitutionentlieorie p. 220 ff.; H. Weber, Algebra 2, p. 342 ff. 

137) C. Jordan , traite p. 304. Man vgl. auch Netto, Substitutionentlieorie 
p. 232 ff.; Weber, Algebra 2, p. 322 ff. 

138) A. a. 0. 

139) M. Noether , Math. Ann. 15 (1879), p. 89, bat das Problem mit den 
Gleicbungen 7. Grades, die Tripeleigenschaffc, und mit den Gleicbungen 8. Grades, 
die Quadrupeleigenscbaft besitzen, in Zusammenbang gebraebt [El C 3]. 

140) Salmon und Cayley, Camb. Dubl. M. J. 4 (1849), p. 118; s. Cayley , 
Matb. Pap. 1, p. 445, 456; J. Sterner , J. f. Matb. 53 (1856), p. 133 = Werke 2, 
p. 651; C. Jordan, traite p. 316. Man vgl. aucb Nr. 24 und III C 6. 

141) Clebsch, J. f. Matb. 69 (1861), p. 229; C. Jordan , traite p. 309 [III C 6]. 

142) E. Kummer, Berl. Ber. 1864, p. 246; Jordan, J. f. Matb. 70 (1869), 
p. 182, traite p. 313 [III C 6]. 
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Koine dieser Gleicbungen kann direkt durch blosse Radikale 
gelost werden; die dritte kann es ; wenn die Wurzeln einer Gleicbung 5., 
die vierte, wenn die Wurzeln einer Gleichung 6. Grades schon be- 
kannt sind 143 ). Das Studium der Gleicbungsgruppen beruht hier auf 
den Eigenscbaften geometrisclier Konfigurationen, und es stellen sicb 
zwiscben den Gruppen der Gleicbungen 1), 2) und 3) verscbiedene 
Beziebungen beraus 144 ). 

143) a Jordan , trait 6 p. 309 n. 315. Die letztere Reduktion auf eine Gl. 
6. Grades hangt mit Klein's Theorie der sechs linearen Fundamentalkomplexe 
(Math. Ann. 2 [1870], p. 216) zusammen; adjungiert man einen dieser Komplexe, 
so bilden sich die ihm angehorigen Doppeltangenten der Kummer’schen Flache 
auf eine F± mit Doppelkegelschnitt ab, und es entsteht aus dein vierten Problem 
des Textes das dritte; vgl. Klein , Math. Ann. 4 (1871), p. 357, zwe.ite Anm. und 
die Citate bei 8. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 250, 251. 

144) K Pascal , Ann. di mat. (2) 20 (1892), p. 163, 269 u. 21 (1893), p. 85. 
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Der Inhalt dieses Artikels ist in die Artt. I B 1 b und I B 3 b mit auf- 
genommen worden. 
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1. Periodische Substitutionen. Die endlichen Gruppm linearer 
Substitutionen spielen jetzt far die Algebra und die Theorie der alge- 
braisch integrierbaren linearen DifferentiaZgleiclvungen sowie auck gerade 
bei den sehonsten und merkwiirdigsten geometrischen Konfiguratiomn 
eine besonders wichtige Rolle. Ebe nocb eine eigentlicbe Theorie 
anting, kannte man doch von den fraglichen Gruppen zwei ausgedehnte 
Arten: die Gruppen von Buchstabmvertauschungen und die periodischen 
Substitutionen. tlber die letzteren hat C. Jordan 1 ) den Satz aus- 
gesprochen ; dass sie, falls die Periode g ist, auf die kanoniscke 
Form: t v = co v u v (v = 1 ; • * • n) 9 wo die co y g te Einheitswurzeln sind ? ge- 
bracht werden konnen. Diese Bedingungen hat spaterhin B. LipscMtz 2 ) 
so formuliert, dass die zugehorige charakteristische Determinante nur 
g te Einheitswurzeln als Wurzeln besitzt, und dass ihre samtlichen 
Elementarteiler von der ersten Ordnung sein sollen [I B 2, Nr. 3]. Be- 
weise fur die Moglichkeit dieser Reduktion auf die kanonische Form 
haben LipscMtz 2 ) und Kronecker gegeben, sodann aber aueh betreffend 
involutorische Substitutionen Brym und Comely und fur beliebige 
Periode Bost 3 ); die letzteren drei Verfasser haben dabei aueh die 
zugehorigen Substitutionen durch eine geeignete Anzahl frei beweg- 
licher Parameter rational dargestellt. 

2. Endliche binare Gruppen. Ohne noch sein Interesse dem 
Gruppenproblem zuzuwenden, gab H. A. Schwarz zuerst die zu den 
endlichen Gruppen einer Veranderlichen gehorigen fundamentalen Funk- 
tionen, sowie die zwischen diesen stattfindenden identischen Relationen 
[I B 2 y Nr. 8]. Dies gelang ihm bei der Aufsuchung der algebraisch 


1) J. f. Math. 84 (1878), p. 112. 

2) Acta math. 10 (1887), p. 137. 

3) L. Kronecker, Berl. Ber. 1890, p. 10S1; F.Prym , Gott. Abh. 38 s (1892), p. 1 ; 
A.Comely, Diss. Wiirzb. (1892); G. Rost, Diss. Wiirzb. (1892). Vgl. H. Maschke, 
Math. Ann. 50 (1898), p. 220 und E. H . Moore, ebenda p. 215. 
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integrierbaren hypergeometrischen Differentialgleichungen 4 ). Dabei be- 
tracbtete er die konforme Abbildung, welcbe der Quotient s zweier 
Integrate von der unabhangigen Variabeln Z entwirft. Er fand so 
die positive J?-Halbebene auf ein Kreisbogendreieck abgebildet, wobei 
die analytische Fortsetzung sich durch ^piegelung an den drei Seiten 
ergab. Fur eine algebraische Abhangigkeit zwiscben s und Z erwies 
es sich somit (nach Biemann’ schen Prinzipien [II B a]) als erforder- 
lich, dass man auf diese Weise nur eine endliche Zahl von Gebieten 
erhielt 5 ). 

Erst bei F. Klein findet man aber den Gesichtspunkt der endlichen 
Substitutionsgruppe, ebenso wie den Begriff und die Bildung des zu- 
gehorigen vollen Formensystems [IB 2, Nr. 6]. Ohne noch die be- 
sprochene Arbeit von Schwcvrz zu kennen, hat Klein direkt die end- 
lichen linearen Substitutionsgrupp en einer Veranderliehen und die zu~ 
gehorigen invarianten Formen bestimmt 6 ). Dabei betrachtete er nach 
JB. Biemann die Kugel als Tragerin der komplexen Veranderliehen 
z — x + iy und reduzierte in dieser Weise die Aufgabe auf die 
Bestimmung der endlichen Gruppen von Drehungen im gewohnlichen 
Raume; diese sind aber keine anderen als diejenigen ; welche die regu- 
laren Korper in sich uberfiihren 7 ). So erhielt er die folgenden 5 
Losungen: 1) die Wiederholung einer periodischen Substitution, die 
cyMische Gruppe ; 2) die Erweiterung der vorigen durch Vertauschung 
der beiden bei ihr festen Punkte (Pole) oder die Dieder gruppe; 3) die 
Tetraeder gruppe; 4) die Olctaedergruppc ; 5) die Ikomedergruppe. Pvir 
die Gradzahlen der Gruppen ergab sich bez.: n, 2 m, 12, 24, GO; doch 
so, dass die Gruppen, mit Ausnahme der cyklischen und der Dieder- 
gruppen mit ungeradem w, sich homogen 8 ) mit weniger als der doppelton 

4) Zurich. Vierfcelj. (1871), p. 74; J. f. Math. 75 (1873), p. 292 - lies. Abh. 1, 
p. 172, 211. 

5) Die fraglichen Gebietseinteilungen werden (s. weiter unten) auf der 
Kugel durch die Symmetrieebenen der regularen Korper begren'/t. Her ZuRara- 
menhang mit den binaren Gruppen beruht natiirlieh darauf, dass die. Integra, le 
nach der Umkreisung der singuliiren Punkte sich nae.h irgend einer Holchen 
linear substituieren miissen; dass dies aber hier nach alien vorkonnnenden end- 
lichen Gruppen moglich ist, kann man in ge. winner Weise als zufallig betraehten. 

6) Erl. Ber. 1874; Math. Ann. 9 (1875), p. 183. 

7) Wozu noch das ebene reguliire w-Eck, das „Dieder“, hin/.ugerechnet wird. 
tlber eine verwandte Untersuchung von J . Sterner s. Ill A 3. Wogen der 
Invarianz eines Punktes im Kugelinneren bei diesen endlichen Gruppen vgl. Nr. 8. 

8) Durch das von Klein hier eingefuhrte Hulfsmittel der homogenm Variabeln 
entstehen (s. weiter unten) statt der invarianten Funktionen invariant, e Formen, 
und es werden die Prozesse der Invariantenthcorie verffigbar, um aus einer 
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Zahl von Substitutionen nickt schreiben lassen. Die Tetraedergruppe 
ist mit der altemierenden [I A 6, Nr. 7] nnd die Oktaedergruppe mit 
der symmetriscken Gruppe von 4 Dingen holoedriscli isomorph, ent- 
sprecbend den beziiglicken Vertausckungen der 4 Geraden (= Wiirfel- 
diagonalen), die je eine Ecke des Tetraeders mit der gegeniiberliegenden 
des Gegentetraeders verbinden. Von den letzteren Operationen fakren 
vier jede der drei Oktaederdiagonalen in sick, fiber*, ibnen entspricht 
die Vierergruppe. Von grosserer Bedeutung fiir die Algebra ist es 
aber, dass die Ikosaedergruppe, als 5 gleicbberechtigte Tetraeder- 
gruppen entkaltend, mit der Gruppe der geraden Vertauscbungen von 
5 Dingen koloedrisch isomorpk [I A 6, Nr. 14] ist. 

Betreffend die Bestimmnng der Formen, welcke bei den einzelnen 
Substitutionsgruppen bis auf einen Faktor invariant bleiben, erwies 
Klein , dass das allgemeinste bei der Gruppe sich gescblossen permu- 
tierende Punktsystem sick durck eine Gleickung %JJ -f- x Il r = 0 dar- 
stellen lasst. Die Anzakl der Punkte eines solcken Systems ist im 
allgemeinen gleicb dem Grade N der Gruppe; dock giebt es fur 
besondere Werte des Parameters Systeme von geringerer Punkte- 
zakl. Dieselben sind bei den cykliscken die beiden Fixpunkte, bei 
den iibrigen giebt es aber immer drei derartige Systeme, so dass die 
definierenden Formen, wie sckon Schwarz gefunden katte, durck eine 
identiscke Relation mit einander verknfipft sein miissen. Solcke 
Systeme sind bei den Diedergruppen: die n Ecken des Dieders, die 
n Kantenkalbierungspunkte und das Polepaar; bei der Tetraedergruppe: 
die Ecken des Tetraeders und des Gegentetraeders sowie die Kanten- 
halbierungspunkte, welcke die Ecken eines Oktaeders darstellen 9 ); bei 
der Oktaedergruppe: die Ecken des Oktaeders und des Polarwiirfels 
und die 12 Kantenkalbierungspunkte; bei der Ikosaedergruppe: die 
Ecken des Ikosaeders und des reziproken Pentagondodekaeders sowie 
die 30 Kantenkalbierungspunkte. Fiir die Formen, welcke die Ecken 
eines Tetraeders, Oktaeders oder Ikosaeders darstellen, fand Klein , 
dass die vierte Uberschiebung (f,f)± identisck versckwindet. Diesen 
Satz vervollstandigte L. Wedekind 10 ) dakin, dass es, von trivialen Fallen 
abgeseken, keine anderen binaren Formen mit dieser Eigensckaft giebt. 

Okne Hiilfe geometriscker Ansckauungen bestimmte zuerst P. Giordan 

9) Die Tetraederform ist eine biquadratiscke Form mit aquiankarmonischem 
Doppelverkaltniss , die Gegentetraederform ihre Hesse’sche Kovariante und die 
Oktaederform die Jacobi’scke Kovariante dieser beiden [I B 2, Nr. 7, Anm. 169]; 
in gleicher Weise hangen auck die Formen bei der Oktaeder- und der Ikosaeder- 
gruppe zusammen. 

10) Hab.-Sckr. Karlsruke (1876). 
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die endlichen binaren Gruppen 11 ). Er benutzte dabei als Ausgangs- 
punkt eine besondere Normalform der linearen Substitution und redu- 
zierte die Frage auf die Losung der Gleicliung 1 -f- cos <p x cos 
-{-cos g) 3 = 0 durcli Winkel, welche in rationalem Verhaltnis zu % 
stehen 12 ). 

3. Erweiterungen. Die linearen Substitutionsgruppen einer Ver- 
anderlichen konnen dadurch erweitert werden, dass man nock Opera- 

tionen der folgenden Art: z = -Jqjy hinzunimmt, wo z den kon- 

jugiert imaginaren Wert (cc — iy ) von z bezeielmet. Diese Substitu- 
tionen ,,zweiter Art“ sind geometrisch durch die Umlegung der Winkel 
charakterisiert, die auf der Kugel die Vertauschung der beiden ge- 
raden Erzeugendensjsteme involviert. In jeder erweiterten Gruppe 
bildet selbstverstandlich die urspriingliche eine ausgezeicknete Unter- 
gruppe vom Index 2. Die Ikosaedergruppe, Oktaedergruppe, Tetraeder- 
gruppe und die Diedergruppen konnen stets durcli tfpiw ydtim/m an 
den Symmetrieebenen der betreifenden Konfiguration erweitert werden; 
fur die Tetraedergruppe und die Diedergruppen giebt es aber noch 
eine z%veite Erweiterung , bei welcker die Operationen 2. Art das 
Tetraeder in das Gegentetraeder ; bez. das reguliire w-Eck (= Dietler) 
in das durch die Seitenhalbierungspunkte gebildete Polygon ilberfiihren. 
Die cyklischen Gruppen konnen auf drckrlci Wei mi erweitert werden : 
durch Spiegelungen an einer Meridianebene odor an einer Parallel- 
ebene oder endlich durcli eine Drehung uin die Axe von dor Grosso 

kombiniert mit einer Spiegelung der letzteren Art. Von involu- 

torischen Operationen der zweiten Art giebt (*s ausser der Spirgrhmg 
noch eine, mimlieh die Inversion | III A 7 1 vom (Jeiitnnn aus ,:i ). 


11) Math. Ann. 12(1877), p. 28. Ilieran ankmipieud .1. (\ufleif, M alii. Ann. 1(5 
(1880), p. 200, 439; Quart. J. 27 (1895), p. 23(5 -- Coll. Pap. 1 1, p. 237; 13, p. 552. 

12) Ubersichtliches fiber die GegcnstiLide der Nuimnern 2 * 4 bei Kirin, 
Yorl. iib. d. Ikosaeder I: Kap. 1, 2, 3, 5 (1884). In enger Bezhdnmg zu A’/r/n’s ur- 
spriinglichen Arbeiten sind die endl. Gruppen einer Veriinderliehen a, us den 
endl. Bewegungsgruppen der elliptischen Ebene bei .1. ( ■Irhsrh - F. Limtcmunn, 
Vorlesungen fib. Geometrie 2 1 , AM. 3: 9—13 (Leipzig 1891s, nbgeleifeb 

13) Bemerkenswert sind di<; durch die. Symmcf rieebenen der jedesmaligen 
Konfigurationen bewirkten Gebietseinteil ungen (vgl. die SehwiirzV.hen Kreis- 
bogendreiecke) , wodurch man Fmulumcnlnlberciche [II B(><*| f Vi r die fragiichen 
Gruppen erhalt, so dass je zwei durcli Operationen 2. Art aus eimuider her- 
vorgeliende Bereiche einen Eundamentalbereich fur die ursprfingliehe (iruppe 
liefern (Figuren bei Klein- Fr idee, Modulf. 1, I. Absehn. 3 [Leipzig 1890|p i)iese 

i *i , • i ,, 
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4 . Algebraisch integrierbare linear© DifFerentiaJgleichungen 

2. Ordnung. Die Bestimmung der allgemeinsten algebraisch integrier- 
baren linearen Differentialgleichiingen mit rationalen Koeffizienten wurde 
der Gregenstand mehrerer Arbeiten yon L . Fuchs 15 ); dabei wurde die 
Bedingung massgebend, dass die Integrale bei beliebiger Umkreisung 
der singularen Punkte sich nach irgend einer endlichen Gruppe sub- 
stituieren musseu. Hieraus erschloss Fuchs die Existenz sog. Prim- 
formen , d. h. solcher Formen der Integrale y 17 y 2 , ... y n , welcbe in ge- 
eigneter Potenz rationale Funktionen der unabhangigen Veranderlichena; 
darstellen. Da die Kovarianten der Primformen auch Primformen sein 
mtissen, fand er die merkwiirdige Eigenschaft, dass fur die niedrigsten 
Primformen alle Kovarianten nocb niedrigerer Ordnung verscbwinden 
miissen 14 ). Fur die Differentialgleichiingen 2. Ordnung stellte nun Fuchs 
die Gradzahlen der moglichen niedrigsten Primformen auf 15 ). Beim Ver- 
gleich mit den niedrigsten Kovarianten der endlichen binaren Grruppen 
fand Klein , dass Fuchs' Tafel zwar alle in Betraeht kommenden, 
daneben aber noch uberflitssige Falle enthielt. Es wurde weiter von 
Klein nacbgewiesen, wie dureh Yermittlung der Differentialgleichung 

3. Ordnung 16 ), welcher der Quotient = y x : y* zweier Integrale ge- 
niigb, aus den 5 Schwarz’schen hypergeometrischen Typen alle iibrigen 
algebraisch integrierbaren linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung 
durch einfache Transformation sich ableiten lassen 17 ). 


(Werke II, p. 653) vor. Man vergleiche, wegen der in Rede stebenden Symmetrie- 
verhaltnisse A. Schoenflies , Krystallsysteme and Krystallstruktur (Leipz. 1891). Wir 
verweisen nocb auf die aritbm. Herleitung sowobl der ursp. als der erw. Gruppen 
(im Anschluss an die ternaren eig. und uneig. orthog. Subst.) bei H. Weber, 
Algebr. 2: 7, 8 (1896). 

14) Umgekebrt fand Gordan, Math. Ann. 12 (1877), p. 147, dass von triv. 
Fallen abgeseben, die einzigen binaren Formen mit dieser Eigenscbaft eben die 
Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaederform sind. 

15) Fuchs , Gott. Nacbr. (1875), p. 568, 612; J. f. Math. 81 (1876), p. 97; 
85 (1878), p. 1. Weiteres* fiber die Primformen bei F. BrioscM , Lomb. Rend. 
(2) 10 (1877), p. 48 und Math. Ann. 11 (1877), p. 401. An die Fucks’scken Arbeiten 
scbliesst sicb naturgemass die Abb. fiber die alg. Int. der Diif.-Gl. 2. Ordn. von 
Th. Pepin, Rom. Acc. Pont. 34 (1882), p. 248. 

3 

16) Von der Gestalt: if'/rj' — v ’fV’l'* = ,,- (*) [rat. Funkt. von *]. 

Cayley nennt bei seiner Behandlung der Sclrwarz’schen Polyederfunktionen (Caxnbr. 
Trans. 13 [1880], p. 5 = Pap. 11, p. 149) das linke Glied den „Schwarz'schen 
Differentialausdruck". 

17) Klein, Erl. Ber. 1876; Math. Ann. 11 (1876), p. 115; 12 (1877), p. 23; 
Diff.-Gl. 2. Ordn. (1894), p. 159 (Gott. autogr. Vorl.). Vgl. E. Goursat, Ann. 
Ec. norm. (3) 2 (1885), p. 37; J. d. math. (4) 3 (1887), p. 255. 
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5, Endliche ternare Gruppen. Ein allgemeiner Ansatz zur Be- 
stimmung der endlichen linearen Substitutionsgruppen bei beliebiger 
Variablenzahl ruhrt von G. Jordan her 18 ). Er betrachtet die ver- 
schiedenen in einer Gruppe G enthaltenen Scharen you gleichberech- 
tigten Substitutionen und die mit den letzteren Yertauschbaren Gruppen 
F, F 1} . . welche in G enthalten sind. Es ergiebt sich so eine 
Gleichung zwischen dem Grad von G und den Gradzahlen Yon F ? 
F 1} . . deren Diskussion auf eine endliche Zahl Yerschiedener mog- 
licher Gruppen fiihrt. Diese Methode hat Jordan fur die binaren und 
ternaren Gruppen durckgefuhrt 18 ); aber schon bei den quaternaren 
erhielt er eine so komplizierte Fundamentalgleichung 19 ), dass ikre 
Diskussion kaum moglich scheint. Uni zu entscheiden, ob den in 
der obigen Weise erhaltenen „moglichen“ ternaren Gruppen auch 
wirkliclie Losungen entsprechen, beschrankt sich Jordan zuerst auf 
die Bestimmung der wirklich vorkommenden einfachm [I A 6 ; Nr. 16 ] 
Gruppen und untersucht sodann, in welchen zusammengesetzten Gruppen 
s'olche einfache Gruppen als ausgezeichnete Untcrgruppen auftreten 
konnen, und steigt Yon diesen in ahnlicher Weise zu neuen zusammen- 
gesetzten Gruppen auf. Ausser solchen trivialcn Gruppen, bei denen 
entweder eine Gerade stets in sich uhergeht oder auch drci Ihmlde sich 
geschlossen permutieren 20 ) ? erhielt Jordan nur 4 Losungen 7 und unter 
diesen nur eine einfache Gruppe, niimlich die ternare Ilcosaedergrwppe. 
Nacli derselben substituieren sich A 0 = ?/, ?/ a , A 1 =j/, a , A a =— j/ g 2 ; 
wenn y x , y% die binare Ikosaedergruppe erleiden; <*s bleibt also ein 
Kegelschnitt A = A 0 2 A x A L > = 0 invariant 21 ). Von den anderen Gruppen 
war die wichtigste die von Jordan als „I lesse 1 sehc Gruppe a hezeielmetc vom 
Grade 216, welche den syzygetisohen (lurch eine (\, und ihre Hesse’sclie 
Kurve bestimmten Biischel A t -f- 11% ■ < > in sich iiherffihrt, und 
zwar in der Weise, dass F :i und //, 5 nacli einer Tefmcdmp'uppc 
substituiert wcrden, dure.h welche je 12 Kurven dcs Buschels 
mit derselben absoluten Invariants in einander ubrrgefuhrt warden. 
Die Hesse’sehe Gruppe besitzt eine ausyczeiclinHc welche der 


18) J. f. Math. 84 (1878), p. SO. 

19) Nap. Atti 1880. 

20) Vgl. iiber endliche ternare Gruppen, bei denen ein Dreieck unveriinder 
bleibt, Maschke , Am. J. 17 (1895), p. 1G8. 

21) Dieser Kegelschnitt ist das Bild des binilren Gebiefes. Fur die 0 Paar< 
gegeniiberliegender Ikosaederecken bilden die Pole der Verbindungsgenulen ei] 
zehnfach Bricmclwn aches Sechseck. Vgl. A. (■ lebsch , Math. Ann. 4 (1871), p. 33 
I B 2, Nr. 19). Das zehnfach Brumchon'+nAw Sechseck ist ubrigezis nur ein 
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innerbalb der T e tr aeder grupp e ausgezeiclineten Vierergruppe zugeordnet 
ist; den 3 G 2 in der letzteren Gfruppe entsprechen innerlialb der G m 
3 Cr 36 , 22 ) und der Identitat eine ausgezeicbnete G 1S , welche jede Kurve 
des Buscbels invariant lasst. Gerade diese G V1 und 6r 36 liefern die 
iibrigen yon Jordan aufgezahlten Gruppen 23 ). 

Indessen hatte Jordan bei dieser Diskussion die beiden inter essan- 
testen einfachen Gruppen yon Kollineationen in der Ebene ubersehen. 
Eine yon diesen, die (r 168 , wurde alsbald von Klein 21 ) durcb Betrach- 
tung der Transformation 7. Ordnung der elliptiscben Funktionen ab- 
geleitet [II B 6 a]. Die andere aber, die (? 360 , wurde erst yon JK. Valm- 
tiner 25 ) aufgestellt. Die Metbode yon Vcdmtiner, welcber die vorangehen- 
den Arbeiten yon Jordan und Klein nicht kannte, zielt ebenfalls auf die 
Aufstellung und Diskussion einer Fundamentalgleicbung. Das Wesent- 
licbe in der Struktur der Cr 360 , namlich holoedrischer Isomorpbismus mit 
der alternierenden Gruppe yon 6 D ingen, wurde zuerst yon A. Wiman 26 ) 
erkannt. Auf Grund dieser Eigenscbaft enthalt die G S60 als Unter- 
gruppen sowohl zwei Systeme yon je 6 Ikosaedergruppen 27 ) als aueh 


22) Jede von diesen G 36 ist die Kollineationsgruppe zweier harmonischen 
C 3 , welche von einander gegenseitig Hesse’sche Kurven sind. 

23) Das vollstandige Formensystem der G ±1& hat Maschke gegeben, Gott. 
Nachr. 1888, p. 78 ; Math. Ann. 33 (1890), p. 324. Dasselbe besteht ans 5 Formen, von 
denen drei die 4 Wendepunktsdreiseite, die 4 aquianharmonischen und die 6 
harmonischen Kurven des Biischels darstellen; dieselhen entsprechen den in Nr. 2, 
Anm. 9 aufgezahlten Grundformen der brnaren Tetraedergruppe und sind auch 
durch eine ahnliche Identitat mit einander verbunden. Die beiden iibrigen defi- 
nieren eine C 6 und die 9 harmonischen Polaren der Wendepunkte; das Quadrat 
der letzteren ist durch die C 6 , die aquianharmonischen und harmonischen C 3 
genau so ausdrtickbar, wie das TFe&rsfrass’sehe p durch p, g* und g s [U B 6 a]. 

24) Erl. Ber. (1878); Math. Ann. 14 (1878), p. 438. 

25) Kjob. Skr. (5) 5 (1889), p. 64. Die G il6 fehlt bei Valentiner. 

26) Math. Ann. 47 (1896), p. 531. Es ist dort auch naehgewiesen, dass 
man in gleicher Weise das vollstandige Formensystem der 6r s60 erhalt, wie 
Klein dasjenige der G 16S abgeleitet hat (Math. Ann. 14 [1879], p. 448). Mangeht 
bei der Cr 168 (bez. 6r 880 ) von einer Grundform f\ (bez. f 6 ) aus, bestimmt dann 
die Hesse’sche Kovariante X 6 (bez. X 12 ), dann die durch die Derivierten von X 
geranderte Hesse’sche Deter min ante $ 12 (bez. $ 80 ) und endlich die Funktional- 
determinante (bez. W 45 ) dieser drei Formen, welche letztere die harmonischen 
Perspektivitaten der bez. Gruppe darstellt und sich als Quadratwurzel einer 
ganzen rationalen Funktion der drei iibrigen Formen ausdriicken lasst. Weitere 
Ausfiihrungen iiber die G 360 bei F. Gerbdldi , Pal. Rend. (1898, 1899); Zurich 
Congr. -Verh. 1898, p. 242; Math. Ann. 50 (1898), p. 473. 

27) Diesen G 60 sind Kegelschnitte zugeordnet, so dass je zwei Kegelschnitte 
desselben Systems sich nach aquianharmonischen Doppelverhaltnissen schneiden, 
je zwei Kegelsc hni tte verschiedener Systeme einander doppelt beruhren. Yon 

T^n/'xrlrl/-k-n ^ m a til WlflaATiafiTl T. 34 
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10 (r 36 . Die Cr 60 und die Gr 168 lassen sicli aucli homogen in 60 
bez. 168 Substitutionen schreiben; die homogene Darstellung der 4 
tibrigen Gruppen erfordert mindestens dreimal so viele Substitutionen, 
also bez. 648, 216, 108, 1080. 

6. Algebraisch integrierbare lineare Differentialgleichungen 
boherer Ordnung. Jordan hatte sich als eigentliches Ziel seiner Arbeit 
tiber die endlicben ternaren Grruppen die Bestimmung der algebraisch 
integrierbaren linearen Differentialgleichungen gesetzt. Spater hat man 
insbesondere den allgemeineren Typus yon linearen Differentialglei- 
chungen hoherer Ordnung behandelt, zwischen deren Integralen homo- 
gene algebraische Relationen existieren 28 ). Die algebraisch e Integrier- 
barkeit ist hier wesentlich day on abhangig, ob die durch jene Rela- 
tionen dargestellten Gebilde eine endliehe oder unendliche Gruppe 
von Kollineationen in sich besitzen. Aber auch in dem letzteren Falle 
giebt es algebraisch integrable Gleichungen, namlich wenn sich die 
Integrate als homogene Formen (n — l) ter Ordnung aus den Losungen 
y l9 y 2 einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung darstellen 28 ). 

7. Gruppen aus den regularen Korpern in hoheren Raumen. 
In gleicher Weise wie im dreidimensionalen Raume R s erhalten wir 
auch in hoheren Raumen R n aus den endlichen Bewegungsgruppen (mit 
oder ohne „Erweiterung“), welche die dort befindlichen regularen 
Korper in sich uberfuhren, endliehe lineare Substitutionsgruppen, und 
zwar auch in einem R n —i> namlich als endliehe orthogonale Substitu- 

n 

tionsgruppen 29 ), da ja die Bewegungen das Gebilde x n +1 = 0? ^a; £ 2 = 0 

1 

invariant lassen. Dieses Gebilde lasst sich ein-eindeutig auf einen 
B n — 2 abbilden; die auf diesen R n —2 ubertragene Gruppe ist aber im 
allgemeinen nicht, wie im Falle n — 3, linear, sondern man muss fiir 
die Herstellung derselben auch quadratische Transformationen hinzu- 

einem solchen Kegelschnittsysteme war Gerlxxldi urspriinglich ausgegangen, Tor. 
Atti 17 (1882), p. 566. 

28) Vgl. Fuchs, Berl. Ber. 1882, p. 703; Acta math. 1 (1883), p. 321; 
Berl. Ber. 1890, p. 469; Goursat , Par. Soc. math. Bull. 11 (1883), p. 144; Par. 
C. R. 1889, p. 232; G . Halphen, Par. sav. [£fcr.] 28, 1 (1883); Acta math. 3 
(1883), p. 348; H. Poincare, Par. C. R. 97 (1883), p. 984, 1189; P. Painleve , Par. 
C. R. 104 (1887) p. 1829; 105, p. 68; 106(1888), p. 535; Brioschi, Ann. di mat. 13 
(1885), p. 1; Ludw. Schlesinger, Diss. Berl. 1887; Lipm. Schlesinger, Dies. Kiel 
(1888); 8. Lie, Leipz. Ber. 43, p. 253 (1891); G. Wallenberg , J. f. Math. Ill (1893), 
p. 83; 113 (1894), p. 1; Max Meyer, Diss. Berl. 1893; G. Fano, Rom. Line. Rend. 
(5), 4 (1895), p. 18, 51, 232, 292, 322. 

29) Die „Erweiterung“ im B n _ 1 geschieht durch uneigentlich orthogonale 
Substitutionen von der Determinante — 1. 
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nekmen. Nun sind die regularen Korper in einem Raume yon be- 
liebiger Dimension n durch J. Stringham bestimmt worden 30 ): fur n = 4 
giebt es deren 6, fwr n > 4 aber nur 3, weleke letzteren sick in 
3 Reihen einordnen, deren Anfangsglieder bez. das Tetraeder, Oktaeder 
und der Wurfel sind. Der erste Korper K n (n -J- 1) ist durck n -\- 1 
begrenzt; als Bewegungsgruppe kat man kier die alternierende 
und als ikre Erweiterung die sjmmetriscke Vertausckungsgruppe dieser 
n 4- 1 Grenzkorper. Die beiden iibrigen Korper, K n (2 n ) und K n (2n ) 
sind zu einander reziprok und kaben als Grenzkorper bez. 2 n K n —i(n) 
und 2n — 2); die letzteren 2n Grenzkorper stehen einander 

paarweise gegeniiber, und die Bewegungsgruppe lasst sick durck Kom- 
bination der Gruppe, wo jedes Paar in sick ubergekt, aber die Glieder 
einer geraden Zakl yon ihnen sick vertauscken, mit der symme- 
triscken Vertausckungsgruppe der n Paare erzeugen 31 ), ist also yom 
Grade n\ 2 n ~- 1 ; die Erweiterung entstekt dadurck, dass die Griieder 
auck einer ungeraden Zakl yon Paaren yertausckt werden. 

Im U 4 existieren nock drei regelmassige Korper: K 4 (2 4), jKT 4 (600) 
und K 4 ( 120), yon denen die beiden letzteren zu einander reziprok 
sind. Dieselben sind bez. durck 24 Oktaeder, 600 Tetraeder und 
120 Dodekaeder begrenzt, und die zugekorigen Bewegungsgruppen 
sind bez. yon den Gradzaklen 576 und 7200. Eine analytiscke Grund- 
lage der Tkeorie der regelmassigen yierdimensionalen Korper kat 
Goursat durck seine Untersuckungen tiber endlicke Gruppen ortko- 
gonaler Substitutionen yon vier Veranderlicken gegeben 32 ). Die 
letzteren Gruppen sind alle yon ikm bestimmt 33 ), und zwar giebt es 

4 

deren 32, welcke jedes der Erzeugendensysteme der Flache J^#/ 2 = 0 

i 

in sick uberfukren; werden aber jene Systeme yertausckt, komnien 
nock 19 kinzu 33 ). 

Nack dem Vorgange von Klein bei den endlicken Gruppen einer 
Veranderlicken suckte O. Biermann die linearen Substitutionsgruppen 


30) Am. J. of math. 3 (1880), p. 1. 

31) Bei der Bewegungsgruppe raiissen also die n Paare alle moglichen, die 
2 n Grenzkorper aber nur gerade Yertauschungen erleiden. Ygl. hierzu A. Puchta , 
Wien. Ber.89 (1884), p. 806; 90 (1884), p. 168. Es mag bemerkt werden, dass diese 
Gruppen die endlichen Bewegungsgruppen in den betreffenden Raumen keineswegs 
erschOpfen. 

32) Ann, ec. norm. (3) 6 (1889), p. 9. 

33) Ebenda p. 50 — 79. Die Erzeugendensysteme werden naturlich nack 
binaren Gruppen transformiert , und diese Gruppen mussen nach irgend einem 
Isomorphismus mit einander in Yerbindung gesetzt werden. 
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yon zwei komplexen Veranderlichen mit den Bewegungsgruppen der 
regelmassigen Korper im B 5 in Yerbindung zu setzen, aber es zeigte 
sick, dies nur fur triviale Untergruppen moglich 34 ). 

Die Gruppen der regularen Korper (sowie iiberhaupt die end- 
lichen linearen Substitutionsgruppen) konnen auch durch Hinzufiigung 
dualistischer Transformationen erweitert werden, wie dies JE. Hess fur 
den dreidimensionalen Baum durchgefuhrt hat 35 ). 

8. Invariante definite Hermite’sche Formen. Bei der Uber- 
tragung einer komplexen Veranderlichen auf die Biemann 1 sche Kugel- 
flache werden den beiden Systemen geradliniger Erzeugenden die kon- 
jugiert imaginaren Veranderlichen $ — x -j- iy und z — x — iy zu- 
geordnet. Eine definite Her mite 1 sche quadratische Form Yon diesen Yer- 
anderlichen (mit konjugiert imaginaren Koeffizienten) definiert dann 
nach bekannten Eigenschaften der Flachen 2. Grades, gleich Null ge- 
setzt, eine reelle Ebene, welche mit der Kugel keine reellen Punkte 
gemein hat 36 ). Aus der Invarianz der unendlich fernen Ebene bei 
den Gruppen der regularen Korper folgt also unmittelbar die Invarianz 
einer definiten Hermite’schen Form bei den endlichen Gruppen einer 
Yeranderlichen. Fur die ternaren G-ruppen haben Picard und Valentiner 
ahnliche invariante Formen hergestellt 37 ). Den allgemeinen Sat#, dass 
bei jeder endlichen linearen Substitutionsgruppe von beliebig vielen 
Yeranderlichen mindestens eine definite Hermite’sche quadratische 
Form invariant bleibt, haben spater fast gleichzeitig Fuchs, Moore 
und Loewy ZB ) veroffentlicht. Fuchs gelangt zu dem Satze bei der 
Betrachtung der Fundamentalsubstitutionen der Integrale einer alge- 
braisch integrierbaren linearen Differentialgleichung. Moore geht ein- 
fach von einer beliebigen definiten Hermite’schen Form aus und er- 

34) Wien. Ber. 95 (1887), p. 523. Vom Gesichtspunkte der synthetischen 
Geometrie sind die regelmassigen Korper auch von anderen Verfassern ( Schlegel , 
Hoppe, Rudel) untersucht worden [III A 3]. Vgl. die im Brill’schen Yerlage 
(Darmstadt 1886) erschienenen Modelle von V. Schlegel. 

35) Marb. Ber. 1894, p. 11. 

36) Vgl. J. PlucJcer, J. f. Math. 34 (1847), p. 341 = Ges. Abh. 1, p. 417. 

37) E. Picard , Par. Soc. math. Bull. 15 (1887), p. 152; Valentiner , Kjob. 
Skr. (6) 5 (1889), p. 138, 218. Vgl. auch far einen Pall (die ternare Ikosaeder- 
gruppe), wo Picard keine Form der gesuchten Art gefunden hatte, die sogleich 
zu citierenden Arbeiten von Fuchs und Loewy. 

38) Fuchs, Berl. Ber. (9. Juli 1896), p. 753; E. H. Moore, Chic. Univ. Rec. 
(24. Juli 1896 vorgelegt der Chic. Math. Ges. 10. Juli); Math. Ann. 50 (1898), 
p. 213; A. Loewy, Par. C. R. (20. Juli 1896), p. 168. Wegen der gegenseitigen 
Beziehungen vergl. Moore, Math. Ann. 50, p. 214; Loewy, ebenda, p. 56; Klein, 
Deutsche M.-V. 5 1 (1896), p. 67. 
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halt dann in der Summe der aus ihr durch die Gruppe entstehenden 
Formen eine invariante Form der gesuchten Art. 

9. Erste Auflosung der Gleichimgen 5. Grades. Einen voll- 
standigen Beweis fiir die Unmoglichkeit, die allgemeine Gleichung 
von hoherem als dem 4. Grade durch Radikale aufzulosen, hat 
hekanntlich N. H Abel gegeben 39 ). Yon Gh. Hermite mirde zuerst 
nachgewiesen, dass man die allgemeine Gleichung 5. Grades auf 
solche Normalgleichungen, welche bei der Transformation 5. Ord- 
nung der elliptischen Funktionen auftreten, zuruckfiihren kann. Dies 
gelang ihm durch Untersuchung der Modulargleichungen zwischen 

4 / — 4 . — 

y% = u und yX — v, wobei k den urspriinglichen Legendre' schen 
Modul und X den aus ihm durch die Transformation hervorgehenden 
bezeichnen. Die Modulargleichungen bei der Transformation n ber Ord- 
nung, wo n eine ungerade Primzahl bedeutet, sind nach G. Gr. J. Jacobi 
und Ad. Sohncke 40 ) vom (n -f- l) tea Grade sowohl in u als in v. Durch 
Untersuchung der Gruppen dieser Gleichungen hatte aber schon 
Ev. Galois erschlossen, dass dieselben fur n — 5, 7, 11 Resolventen 
Grades besitzen miissen 41 ). Fiir n = 5 wurde nun eine solche 
Resolvente von Hermite wirklich gebildet 42 ), und zwar erwies sich 
dieselbe von der Form y 5 ay b = 0 } wobei a und b vom Para- 
meter u abhangen. Anderseits hatte schon E. S. Bring 43 ) (und spater 
Jerra/rd) die allgemeine Gleichung 5. Grades durch Benutzung von Tschirn - 
hausen- Transformation [IB 2, Nr. 19] auf die obige spezielle Form redu- 
ziert, doch zunachst mit vollig beliebigen a und 6; es erwies sich 
aber, dass fiir die Reduktion der allgemeinen Bring’schen Gleichung 
auf die Hermite’sche Form und die Bestimmung des zugehorigen 
Parameters u nur aus Quadratwurzeln zusammengesetzte Irrationali- 
taten erforderlich sind. Hiernach geben also die Formeln von Her- 


39) J. f. Math. 1 (1826), p. 65 — Oeuv. ed. Syloio-Lie p. 66 [I B 3 c, d, Nr. 18]. 

40) Jacobi , Fundamenta nova (1829) = Werke 1, p. 128; Sohncke , J. f. 
Math. 16 (1836), p. 97. 

41) Galois , Brief an Chevalier (zuerst veroff. in Rev. enc. 1832). Der erste 
bekannte Beweis des Galois’schen Satzes ist wohl von E. Betti , Ann. mat. fis. 3 
(1852), p. 74 [I A 6, Nr. 11; I B 3 c, d, Nr. 24], 

42) Par. C. R. 46 (1858), p. 508. Vgl. Ch.Briot-J. Cl Bouquet, Th. d. f. ell. 
(Par. 1875), p. 654; H. Krey, Ztschr. Math. Phys. 25 (1880), p. 129. 

43) Bring’s Beweis, welcher in einer von Sommelius verteidigten Promotions- 
schrift (Lund 1786) erschien, wurde erst 1861 (durck J. HUT) beachtet. Das 
Resultat war inzwischen von G. B. Jerrard (Math. Researches, Bristol-London 
1834) aufs neue gefunden worden. Vgl. Hermite, Par. C. R. 61, 62 (1865, 66) 
[I B 3 c, d, Nr. 24, Anm. 106]; J. Bahts, Math. Ann. 28 (1886), p. 34. 
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mite Ausdrucke fur die Wurzeln der allgemeinen Gleichung 5. Grades 
durch die Wurzeln v der Modulargleichung. Die Rolle der elliptisclien 
Funktionen bei dieser Losung ist analog mit derjenigen der Loga- 
rithmen bei den binomischen Gleichungen, wie namentlich Klein u ) 
hervorgehoben bat. 

10. Losung durch. Vermittelung der J acobi’schen Gleichungen 
6. Grades. Die Transformationstbeorie der elliptiscben Funktionen 
liefert nocb eine andere Art von Gleichungen, welche in der Tbeorie 
der Gleicbungen 5. Grades eine Rolle spielen, namlich die von Jacobi be- 
tracbteten Multiplikatorgleichungen [I B 3 c, d, Nr. 23; II B 6 a] 45 ). Fur 
diese fand er die merkwiirdige Eigenschaffc, dass die Quadratwurzeln ihrer 
n + 1 Wurzeln sicb mit Hiilfe bios numerischer Irrationalitaten aus 

Bestandteilen folgendermassen linear zusammensetzen lassen: 

_ / «-i \ 2 

(-1) * n A 0 , Ys r = Ao+^Aj^-j 1- e' ^ ) v 

(i/ = 0, !,• ••»— 1, s = e~ ) . 


Die allgemeinste Jacobi’sche Gleicbung 6. Grades wurde Yon 
Brioschi aufgestellt 46 ) und erwies sich Yon der Gestalt: 

(2) (a— A)$— 4A(0— A) 5 +1OB(0— A) 3 — C(s— A) + 5B*— A (7=0, 

wobei A , B , G Funktionen in A 0 , A 1? A 2 von den bezxiglichen Grad- 
zablen 2, 6, 10 bedeuten. Um eine Resolvente 5. Grades herzustellen, 
ging Brioschi (dem Yorgange von Hermite bei den Modulargleicbungen 
folgend) von der Substitution y v — (z <*> — #v) (# v + 2 — ^ 4 - 3 ) (#v-h — 0v+i) 
aus ( v -f- m nach dem Modul 5 genommen); er bemerkte aber, dass 
schon die ]/y v in den A rational sind und zu Gleicbungen 5. Grades 


Anlass geben 47 ), namlich fur x v = 


A. 

n' 


( 3 ) 


1 + 10^ 3 + 5(9 B 2 — AC)x — D = 0 , 


wobei D die 4. Wurzel aus der durch 5 5 dividierten Diskriminante 
[I B 1 a, Nr. 20] der Jacobi'schen Gleichung darstellt. Die Multipli- 
katorgleichung, welcbe bei Jacobi den Ausgangspunkt der Tbeorie 
bildete, fand Brioschi durch die Bedingung B — 0 charakterisiert; 


44) Man sehe etwa Klein , Ikos. (1884), p. 131. 

45) J. f. Math. 3 (1829), p. 308 = Werke 1, p. 261. 

46) Arm. di mat. (1) 1 (Jrrni 1858), p. 256. 

47) Ann. di mat. (1) 1 (Sept. 1858), p, 326. Vgl. Joubert Par. C. R. 64 (1867), 
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ihre Resolvente (3) ist also eine Bring' sohe Gleichung. Yon noch 
grosserer Bedeutung wurde aber spaterhin der yon Krmecker zuerst 
betracbtete Fall A — 0. 

Krmecker (und nach ihm Brioschi ) haben das Problem in An- 
griff genommen 48 ), aus einer beliebigen Jacobi’schen Gleichung durch. 
Tschirnhausentransformation neue abzuleiten. Es ergaben sich hier 
zwei Moglichkeiten : der eine Fall erledigte sich fur den Grad 6 in 

allgemeinster Weise durch die Substitution = + 

-f- der an dere Fall (durch die Ersetzung yon a durch a 2 in 

den Formeln (1) charakterisiert) in entsprechender Weise, naehdem 


eine erste Losung, etwa Z = 


e — A 




J3 2 - AG ; 


bekannt ist. Aus 


dem Umstande, dass der Ausdruck A eine quadratische Funktion von 
A, ft, v wird, zog man die Folgerung, dass letztere Grossen auf ver~ 
schiedene Weisen ohne eine andere Irrationalitat als eine Quadratwurzel 
so gewahlt werden konnen, dass die Bedingung A — 0 erfullt wird. 

Yon durchgreifender Bedeutung fur die allgemeine Gleichung 
5. Grades war die Entdeckung Kronecker* s 49 ), dass man von der Glei- 
chung nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der Diskriminante als 
rationale Besolventen Jacobi 3 sche Gieichungen 6 . Grades aufstellen kann. 
Dazu trat noch der Satz 50 ), dass man mit Hiilfe nur einer hinzu- 
tretenden Quadratwurzel eine solche Resolvente mit A = 0 erhalten 
kann, welche nur einen wesentlichen Parameter B 5 : C s enthalt und 
durch elliptische Funktionen losbar ist. Weitere Entwickelungen 
iiber diese Kronecker’sche Auflosungsmethode untemahm insbesondere 
Brioschi 51 ); von ihm wurde ein allgemeines Bildungsgesetz fur die 
Wurzeln der betreffenden Resolvente 6. Grades gegeben 52 ). 


48) Kronecker , Berl. Ber. 1861, p. 222; Brioschi , Ann. di mat. (2), 1 (1867), 
p. 222 ; Nap. Atti (1866). 

49) Par. C. R. 46 (Juni 1868), p. 1150. 

50) Letzterer Satz hangt naturlich mit clem entspreclienden betreffend die 
Transformation der Jacobi’schen Gieichungen in solche mit A = 0 eng zu- 
sammen. 

51) Lomb. Atti (Nov. 1858). Die zu den betreffenden JacobPschen 
Gieichungen gehorigen A 0 , A a , A 2 erwiesen sich als * rationale Ausdrdcke der 
Wurzeln der Gl. 5. Grades. Hierdurch wurde die Moglichkeit erkannt, letztere 
Gleichung nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der Diskriminante in eine 
Gl. (3) (also mit verschwindenden Koeffizienten von x 4 und x~) rational uber- 
zufuhren, insbesondere nach Adjunktion einer neuen Quadratwurzel in eine 
solche mit A = 0. Die betreffende Tschirnhausentransformation hat Hermite 
(Par. C. R. 62 [1866]) [I B 3 c, d, Nr. 24, Anm. 106] durchgefuhrt. Vgl. auch ver- 
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11 . Satz betreffend die Moglicbkeit von Resolventen init nur 
einem Parameter. Spater macbte Kronecker 5S ) auf eine wesentlicbe 
Unterscbeidung bei den Irrationalitaten, welche bebufs der Reduktion 
algebraiscber Gleicbungen eingefiibrt werden, aufmerksam: diejenigen 
der ersten Art, die „natiirlichen“ Irrationalitaten [I B 3 c, d, Nr. 7], 
bangen rational von den zu bestimmenden Wurzeln x ab, wie etwa 
die Quadratwurzel aus der Diskriminante; daneben stellen sicb die 
„accessorischen“ Irrationalitaten [I B 3 c, d, Nr. 11], die irrationale Funk- 
tionen der x sind 54 ). Anf die Tbatsacbe binweisend, dass bei den 
durcb Wurzelziehen losbaren Gleicbungen die accessorischen Irratio- 
nalitaten vermieden werden konnen, postuliert Kronecker das Gleicbe 
fftr die Auflosung der boberen Gleicbungen. Betreffend die all- 
gemeinen Gleicbungen 5. Grades stellte Kronecker jetzt die Bebaup- 
tung auf, dass es oJine Zuhulfenakme accessorischer Irrationalitaten 
unmoglich sei, aus derselben eine Besolvente mit nur einem wesentlichen 
Parameter (wie die Jacobi’sche Gleichung mit A — 0) herzustellen. 
Nacb Kronecker wiirde man sicb also darauf zu beschranken baben, 
Resolventen mit zwei wesentlicben Parametern aufzustellen, wie etwa 
die allgemeinen Jacobi’scben Gleicbungen mit den Parametern B : A 3 
und G : A 5 , und diese Resolventen der Auflosung der Gleicbungen 
5. Grades als Normalgleicbungen zu Grunde zu legen. 

Ein Beweis des Kronecker' schen Satzes uber die Gleicbungen 
5. Grades wurde von Klein gegeben. Zuerst wurde nacbgewiesen, 
dass, wenn eine Gleicbung obne Affekt [I B 3 b, Nr. 20 ; I B 3 c, d, 
Nr. 1] durcb Adjunktion bios naturlicber Irrationalitaten auf eine solcbe 
mit nur einem Parameter reduziert wird, die Wurzeln der letzteren bei 
Variation des Parameters im Raume der x eine rationale Kurve [III C 3] 
im Raume der x durchlaufen miissen. Den Punkten dieser Kurve 
ist ein Parameter A eindeutig zugeordnet, welcber sich nacb einem 


schiedene Arbeiten von Briosclii, Par. C.R. 63 (1866), p.685,785; 73 (1871), p.1470; 
80 (1875), p. 758, 815; Ann. di mat. (2) 16 (1888), p. 181. Die fraglichen Trans- 
formationen von Hermite und Briosclii stehen andererseits in enger Beziehung 
znr Invariantentbeorie der binaren Formen 5. Grades. Eine Zusammenfassung 
der Brio s chi 1 scben Untersuchungen fiber die Auflosung der Gleichungen 5. Grades 
findet man in Math. Ann. 13 (1878), p. 109. 

52) Ygl. weiter Cayley , Math. Ann. 30 (1887), p. 78 = Pap. 12, p. 493, fiber 
die Fundamentalrelationen zwischen den ]/7 der Jacobi’schen Gl. 6. Grades; 
J. f. Math. 113 (1894), p. 42 = Pap. 13, p. 473, fiber dieselben als Besolventen 
der Gleichungen 5. Grades. 

53) Berl. Ber. 1861 = J. f. Math. 59 (1861), p. 306. 

54) Die Benennungen „accessorisch“ und „naturlich“ sind von Klein. VgL 
„Ikos “ p. 157. 
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Satze von J. Lurofh 55 ) als rationale gebrocbene Funktion g> : $ der 
Wurzeln der letzteren (und also aucb der urspriinglichen) Gleicbung 
ausdrucken lassen muss. Bei den Wurzelvertauscbungen miissen also <p 
und ^ sicb nacb einer isomorpben binaren Gruppe substituieren; aber 
es giebt (Nr. 2) keine homogene binare (dagegen wobl eine bomogene 
ternare) Gruppe, welebe mit der alternierenden Gruppe von 5 Dingen 
holoedrisch isomorph ist. Hiermit ist aber aucb der Satz bewiesen 56 ). 

12. Losung diirch die Ikosaederirrationalitat. Der Beweis 
des Kronecker'scben Satzes war nur ein Scblussresultat der Be- 
strebungen von Klein und Gordon , die Gleichungen 5. Grades mit der 
Theorie des Ikosaeders in Verbindung zu setzen. Zunacbst griff Klein 
die Aufgabe an 57 ): wenn die fundamental Kovariante f n und also 
auch jS r 20 und ^30 als Funktionen von z ly z 2 gegeben sind (f 12 nicbt 
in kanoniscber Form 58 ), sondern nur der definierenden Identitat 
(ff\ = 0 geniigend), die Gleicbung f v2 = 0 in 6 quadratiscbe Fak- 
toren zu spalten, welebe den 6 Paaren einander gegenuberliegender 
Ikosaederecken entspreeben. Es wurden sowobl die notige Gleicbung 
6. Grades als ibre Resolvente 5. Grades aufgestellt. Hier trat nun 
eine TJbereinstimmung mit den Formeln von Kronecker und Brioschi 
bervor, indem jene Gleicbung 6. Grades im wesentlicben sicb als 
eine Jacobi’scbe Gleicbung mit A = 0 erwies. 

Spater nabmen aber die Arbeiten von Klein und Gordon die 
umgekebrte Ricbtung. Die durcb die Gleicbung 60. Grades JEP(z) 
: 1728/* 5 (#) = J? 59 ) definierte Ikosaederirrationalitat z = z t : z % wurde 
neben den Radikalen als neue seTbstdndige algebraische Irrationalitat 
betraebtet, und zwar als die einfaebste moglicbe. Durch die Ikosaeder- 


55) Math. Ann. 9 (1875), p. 163 [IBlc, Nr. 22]. 

56) Klein , Erl. Ber. (Jan. 1877); Math. Ann. 12 (1877), p. 559; Vorl. tib. d. 
Ikos. (1884), p. 254. Auf Grund der Eigensehaften der homogenen binaren 
Gruppen gilt ein dhnlicher Satz schon fur die Gl. 4. Grades ; weil aber hier die 
alternierende Gruppe nicbt einfach ist, reichen jetzt Pcirtialreso Iventen mit nur 
einem Parameter (namlich binomisebe Gleichungen) aus. Einen mehr elemental' 
gehaltenen Beweis gab spater Gordan } Math. Ann. 29 (1887), p. 318. 

57) Erl. Ber. (Juli 1875); Math. Ann. 9 (1875), p. 183. 

58) Die gewohnlich angewandten kanonischen Formen sind: 


*i*a(*i 10 + 11 W — V°); ^sc 


- 494 Z t 10 Z 2 


=*! 30 + 30 + 522 (z 1 25 z 2 5 — 


(*i i0 + *. 
o * 5 * 


20 ) + 228(^ 15 
— 10005 (z^z 




z» u ) 

°+*i 1 ( V°) 


mit der Identitat T 2 + E 8 - 1728 f 5 = 0. 


59) Hier ist f in kanonischer Form vorausgesetzt. Neben der Ikosaeder- 
gleichung stellt sich das Formenproblemi z x und z 2 fur gegebene numerische 
Werte von /, H und T, welche der Identitat T* + H 3 — 1728 / 5 = 0 geniigen, 
zu bestimmen [I B 2, Nr. 11, Anm. 219]. 
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substitutioneii werden namlich die 60 Wurzeln jener Gleichung rational 
durcli eine beliebige von ilmen ausgedruckt ; die fragliclie Gleichung 
ist also Are eigene Galois' sche Resolvente } falls man namlich die 
5. E inh eitswurzeln , welcbe ja bei den Ikosaedersubstitutionen auf- 
treten, adjungiert [I B 1 c, Nr. 2; I B 3 c, d, Nr. 5], und nach unserer 
Aufzahlung der binaren Grruppen kann es keine andere neue Irratio- 
nalitat geben, welcbe nur auf ein binares Problem fuhrt 60 ). Das 
Prinzip, nach welchem die genannten Autoren jetzt die Theorie ent- 
wickelten, war dieses, dass die Gleichungen 5. Grades durch die Ikosaeder- 
irrationalitat Are natwrgemdsse Losung finden. 

Unter den verschiedenen Resolventen 5. Grades der Ikosaeder- 
gleichung zog Klein insbesondere die Hauptresolvente in Betracht, 
welche durch die Substitution y v = mv v - f- nu v v v , wo u v = 1 2t v f 2 : T, 
v v = 12 W v f : H, und t v und W v die zu den Tetraederuntergruppen 
gehorigen Oktaeder- und Wiirfelformen darstellen. Hier wurde es 
besonders wichtig, dass einerseits in der Hauptresolvente die vierte 
und dritte Potenz der Unbekannten gleichzeitig fehlen, anderseits jede 
Hauptgleiehung 5. Grades , if -f- ay 2 -f by c = 0, dir eld mit einer 
Hauptresolvente zu identifizieren ist, wobei m, n und Z sich rational 
durch a, &, c und die Quadratwurzel aus der Diskriminante aus- 
drucken lassen 61 ). 

Hiernach ergiebt sich eine erste Auf lo sung smethode der allgemeinen 
Gleichung 5. Grades : zuerst die Grleichung durch Tschirnhausentrans- 
formation auf eine Hauptgleichung zu reduzieren, wozu eine nach dem 
Kronecker'schen Satze nicht zu vermeidende accessorische Quadratwurzel 
erforderlich ist 5 dann nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der Dis- 
kriminante eine Ikosaedergleichung als Resolvente aufzustellen, endlich 
durch die zugehorige Ikosaederirrationalitat die Wurzeln der Grleichung 
5. Grrades auszudriicken. Klein stellt die ganze Sadie in geometri- 
schem Gewande dar 62 ): die Wurzeln, fur welche von vornherein 

60) Nach den Untersuchungen von 0 . Holder (Math. Ann. 40 [1892], p. 55) 
und F. N. Cole (Amer. J. 14 [1892], p. 378) sind auch (von cykl. Gr. abges.) die 
im bin. und tern. Gebiete auftretenden G 60 , G 166 und G seo die einfaclien Gruppen 
von den niedrigsten Gradzahlen [I A 6, Nr. 22]. 

61) Die Hauptresolvente wurde zuerst von Klein , Math. Ann. 12 (1877), 
p. 525, mitgeteilt. Direkter Vergleich der Hauptresolvente mit der Haupt- 
gleichung zuerst bei L . Kiepert , Gott. Nachr. (Juli 1878, p. 424); Ann. di mat. 
(2), 9, p. 119; J. f. Math. 87 (1878), p. 114, 

62) Die Deutung von Wurzelvertauschungen durch Kollineationen von Klein 

findet sich schon Math. Ann. 4 (1871), p. 346. Die Verbindung der Auflosung der 
Gl. 5. Grades mit der Ikosaedertheorie von Klein zuerst Erl. Ber. (Nov. 1876, 
Jan. und .Tuli 1877^ Math Arm 19 kcq V«.l 
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2 x — 0, werden als uberzahlige homogene Koordinaten eines Punktes 
im JSg betrachtet; die Tschimhausentransformation, welche den Koeffi- 
zienten yon x z wegschaffen soli, wird als die Aufsuclmng eines ko- 
yarianten Punktes y auf der Hauptflache x 2 = 0 gedeutet, was 
nicbt rational, sondem nur yermittelst einer (accessoriscben) Quadrat- 
wurzel gescbeben kann; die beiden Erzeugendensysteme der Hauptflache 
geben bei den geraden Vertauschungen der x jedes in sicb iiber, 
werden aber bei den ungeraden yertauscht; durch die Adjunktion 
der Quadratwurzel aus der Diskriminante wird also ein erstes yon 
diesen ausgewahlt, und eben die 60 Erzeugenden erster Art, welche 
durch die 60 bei den geraden Vertauschungen der x sich permutieren- 
den Punkte y hindurchgehen, hangen nach geeigneter Fixierung eines 
Parameters A yon der aufzustellenden Ikosaedergleiehung ab 62 a ). 

Gordan befriedigte die Hauptgleichung direkt durch y v — £ 4v A x 

2 i7t 

+ 4" + £ r A 2 fi 2 , wo e = e 5 , v = 0, 1, 2, 3, 4. Sein 

Verfahren gestaltet sich iibrigens yermoge der geometrischen Einkleidung 
yon Klein folgendermassen 63 ): fur beide Arten yon Erzeugenden 64 ) 
werden geeignete homogene Parameter A 1; A 2 ; y, ly eingefuhrt; durch 
diese werden als doppelt binare Formen zuerst die Koeffizienten a , 6, c 
und die Quadratwurzel V aus der Diskriminante der Hauptgleichung, 
dann aber auch die in der Hauptresolvente 5. Grades der Ikosaeder- 
gleichung auftretenden Konstanten m t , n t und Z 1 65 ) ausgedriickt- 

Vorl. iib. d. Ikos. und d. AufL d. Gl. 5. Grades (1884): Referat iiber die friiberen 
Metboden (2) 1 ; Resolventenbildung fur die Ikosaedergl. und ibre transcendente 
Auflosung "(1) 3, 4, 5; Losung der Gl. 5. Grades durch das Ikosaeder (2) 2, 3, 5. 
Ein Referat dieser Arbeit von F ' N. Cole , Amer. J. of math. 9 (1886), p. 45; 
F. Griudice , Tor. Atti 28 (1893), p. 664. Fiir den Beweis des Kronecker’scben 
Satzes und die Losung der Gl. 5. Grades durch die Hauptresolvente vgl. weiter 
JH. Weber, Algebra (2) 13 (1896). 

62 a ) Man setzt etwa: 

*=— ft = f' == — w 0 Pr= y» + « 4, >i + + *'■&■ 

Pi P 4 Ps P* 

63) Gordan , Erl. Ber. (Juli 1877); Math. Ann. 13 (1878), p. 375. Vgl. auch 

Klein, Vorl. iiber das Ikosaeder 2, Kap. 3 (1884). Gordan hat (Math. Ann. 13 1. e. 
§ 3 if.) das voile System einer gewissen invarianten doppelt-binaren Form auf- 
gestellt, wenn bei isomorpher kontragredienter Zuordnung eine 

Ikosaedergruppe erleiden [I B 2, Nr. 2, Anm. 30]. 

64) Wie oben angedeutet, hatte Klein schon fruher die Hauptgleichung 
mit Hiilfe der Erzeugenden auf eine Ikosaedergleiehung zuruekgefiihrt; vgl. Erl. 
Ber. (Nov. 1876). 

65) Statt Z x , m x , n x erhalten wir, wenn V sein Vorzeichen andert, Z 2 , 

m 2 , n 2 ; dadurch geht man von der Ikosaedergleiehung fiir 1 == l x : zu der- 

jenigen fiir /x = ^ iiber. 
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vermittelst zweckmassiger Rechnungen gelingt es nun, n t und Z t 
rational durcli a , b , c und V herzustellen 66 ). 

Nun wir nach Adjunktion von V fur die Hauptgleichung eine 
Ikosaedergleichung als Resolvente erhalten haben, ist es einleuchtend, 
dass wir die letztere ohne neue Irrationalitat durcli Tschirnhausentrans- 
formation in jede rationale Resolvente 5. Grades der bez. Ikosaeder- 
gleicbung uberfuhren konnen, also auch durcb Variation von m und 
n in unendlich viele Hauptgleichungen. Uni sie aber in eine Bring 1 sche 
Gleichung zu transformieren (falls man hierauf Wert legen sollte), ist 
die Losung einer kubischen Hillfsgleichung fur m : n (also eine neue 
accessorische Irrationalitat) erforderlich, welche geometrisch als die 
Aufsuchung eines Scbnittpunktes einer Erzeugenden 1. Art mit der 
Diagonalflache [III C 6] JjjV = 0 gedeutet wird 67 ). 

13. Zuruckfuhrung der Gleichungen 5. Grades auf ein ter- 
nares Eormenpr oblem . Klein giebt noch eine zweite Losung der all- 
gemeinen Gleichungen 5. Grades durcli das Bcosaeder 68 ), die unmittelbar 
an die Theorie von Kronecker und Brioschi (Nr. 10) anknxipft, nur dass 
statt der Jacobi’scben Gleichungen 6. Grades das „ Problem der A“, 
d. b. das Formenproblem der ternaren Ikosaedergruppe, als der Mittel- 
punkt der ganzen Tbeorie betrachtet wird; dies Problem besteht 
darin, fur gegebene Werte der Kovarianten A, B, C, D, welcbe bez. 
von den Gradzablen 2, 6, 10, 15 sind, und von denen D 2 eine ge- 
gebene ganze rationale Funktion der drei anderen darstellt, A 0? A 1; A 2 
zu bestimmen. Die Jacobi'schen Gleicbungen 6. Grades (und Analoges 
gilt fur die hoheren Jacobi’scben Gleicbungen) sind in der That 
nicbts anderes als Resolventen dieses Problems, vorausgesetzt nam- 
lich, dass nicbt nur die Quadratwurzel, was immer der Fall ist, 
sondern aucb die vierte Wurzel D aus der Diskriminante rational be- 
kannt ist 69 ); letzteres trifft aber aucb immer zu, wenn jene Gleichungen 

66) Behandlung der Gleichungen 5. Grades unter Anlehnung an die Klein - 
Gordart sche Theorie von W. Heymann , Ztschr. Math. Phys. 39 (1894), p. 162, 193, 
257, 321; 42 (1897), p.81,113. Es treten hier in den Vordergrund zwei koordi- 
nierte „?] -Resol venten“, d. h. zwei Hauptgleichungen, deren Wurzeln durch die 
Relation Vs = Vi Vs einander zugeordnet sind. Jede Hauptgleichung lasst 
sich dann nacb Adjunktion von V durch eine Substitution y — prj 1 -f- qrj 2 in ein 
solches Paar zerfallen. Zweck ist hier die Losung durcb transcendente Eunktionen. 

67) Vgl. Gordan , Math. Ann. 13 (1878), p. 400; Klein , Vorl. Ikos. (1884), 
p. 207, 244. 

68) Erl. Ber. (Nov. 1876); Math. Ann. 12 (1877), p. 503 (insbes. Abschn. 2); 
Yorl. Ikos. 2, Kap. 4, 5 (1884). 

69) Die Transformation der Jacobi’schen Gleichungen in andere solche 
wird hier von der Ermittelung von Punktionen B 0 , EL, EL abhangig, welche 
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als Resolyenten von Gleichungen 5. Grades erhalten sind 70 ). Pur die 
Punkte des Fundamentalkegelschnitts A — A 0 2 -j- A t A 2 = 0 lasst sick 
nun durch die Substitutionen A 0 = A x A 2> A a = A t 2 , A 2 = — L 2 2 ein Para- 
meter A — A x : A 2 einfukren; die Formen B, C 7 D gehen dann in die 
binaren Ibosaederformen fl2? -^20? ^30 uber. Wenn A — 0 ; lost sich 
also das Problem der A durcb eine Ikosaedergleicbung. Um aber zu 
einem beliebigen Punkte der A-Ebene einen kovarianten Punkt von 
A = 0 (etwa auf der Polargeraden des Punktes) aufzusuchen, ist 
immer die Losung einer quadratiscben Gleichung erforderlich. Hiemach 
ergiebt sich die folgende Losungsmethode der Gleichungen 5. Grades: 
zuerst wird nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der Diskriminante 
ein Gleichungssystem der A substituiert; dann aber wird nach Ad- 
junktion einer accessorischen Quadratwurzel eine IJcosaedergleichung 
als Resolyente aufgestellt. 

Doch sind die beiden Losungsmethoden der Gleichungen 5. Grades 
durch das Ibosaeder nicht wesentlich verschieden . In der That lasst sich 
auch bei der ersten Losung die Einfuhrung der accessorischen Quadrat- 
wurzel yerschieben. Es werden da etwa durch eine zu dem Punkte x 
koyariante Gerade zwei Punkte der Hauptflache bestimmt. Wir 
brauchen jetzt nicht sogleich den einen yon diesen auszuwahlen, 
sondern konnen zuerst fur die symmetrischen Funktionen 


( ^ 1^1 7 2 " ( ^2 ^2 )> ^2 ^2 ) 


der zugehorigen Erzeugenden erster Art A, K ' ein Gleichungssystem 
der A aufstellen 71 ). 


14 . Auf losung durch elliptische Transf ormationsgrossen und 
hypergeometrische Funktionen. Entwicklungen fur die Wurzeln der 


sich isomorph (kogredient oder kontragredient) mit den A substituieren. Vgl. 
Klein , Vorl. Ikos. (1884), p. 227. 

70) Die Wurzelausdriicke der Jaeobi’schen Gleichungen stellen zusammen 
ein zehnfach Brianchon’sches Sechsseit dar, und reciprok die Pole mit Bezug 
auf A = 0 ein eben solches Sechseck. Letztere Punkte bilden nach Clebsch 
[Math. Ann. 4 (1871), p. 331] die Fundamentalpunkte bei der ebenen Abbildung 

5 5 

der Diagonalflache x* = 0, Jj? x = 0. Vgl. weiter uber diese Konfigura- 
l 1 

tion und ihre Beziehung zu den Gl. 5. Grades Clebsch-Lindemann , Vorl. Geom. 2 1 
(1891), p. 593. 

71) Klein, Vorl. Ikos. p. 239. Wie man aus der Hauptgleichung unmittel- 
bar durch Tschirnhausentransformation die Brioschi’sche Resolvente der Jacobi- 
schen Gleichungen mit A — 0 (Nr. 10, Gl. 3) erhalt, hat Gordan gezeigt, J. d. 
math. (4) 1 (1885), p. 455; Math. Ann. 28 (1886), p. 152. 
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allgemeinen Gleichung 5. Grades durch elliptische Funktionen bieten 
sich durch die yon Hermite und Kronecker (Nr. 9 ; 10) geleistete Zuriick- 
fuhrung der Gleichung auf die elliptischen Transformationsgleichungen 
5. Stufe. Wie Klein bemerkt, bewahrt auch tier die Thatsache, dass 
die Herstellung der Hermite’schen Normalgleichung einen grosseren 
Aufwand yon accessorisclien Irrationalitaten erfordert, ihre Bedeutung, 
indem sick die Kronecker' sche Resolvents, wie Kiepert und Klein dar- 
getkan haben, sckon als rationale Transformationsgleichung ergiebt, wenn 
man mit den rationalen Invarianten g 2y g$ und A operiert, die Her - 
mite' sche aber an die Anwendung des Legendre' schen Moduls oc 2 ge- 
bunden ist; fur die rationale Herstellung der Hermite’scken Resolvente 
ist die Adjunktion der Irrationalitat erforderlich, durck die % 2 mittels 
g 8 : A ausgedruckt wird 72 ). Die Ikosaederirrationalitat ist aber die 
Hauptfunktion , durch welclie alle zur 5. Stufe rational gehorigen 
Modulfunktionen rational dargestellt werden konnen; das beziigliche 
Transformationsproblem ist also auch auf die Losung einer Tkosaeder- 
gleichung H 8 0 : 1728 f\ 2 = Z = g 2 s : A zuriickgefiihrt. In gleicker Be- 
ziehung zu den elliptischen Transformationsproblemen 2., 3. und 
4. Stufe stehen bez. die Diedergruppe D 3; die Tetraedergruppe und 
die Oktaedergruppe 78 ). 

Weil andererseits nack Schivarz ' grundlegender Abhandlung (Nr. 2) 
die zu den endlichen Gruppen einer Veranderlichen gehorigen Irratio- 
nalitaten durch hypergeometrische Funktionen ausdruckbar sind 74 ) ; ver- 
mittelt also die Ikosaederirrationalitat auch Yon dieser Seite einen 
Zusaminenhang zwischen den Wurzeln einer Gleichung 5. Grades und 
bekannten Reihenentwickelungen der Analysis. Es sind auch die Yon 
(Jordan gegebenen bilinearen Ausdriicke fiir die Wurzeln einer Haupt- 
gleichung (Nr. 12) aus Produkten der Integrate A 1; A 2 ; zweier 

kypergeometrischen Differentialgleichungen zusammengesetzt 75 ). 


72) Klein , Math. Ann. 14 (1878), p. 147; 15 (1879), p. 86; Ikos. p. 209,244; 
Kiepert, G6tt. Nachr. (1878, p. 424); Ann. di mat. (2), 9 (1878), p. 119; ,T. f. Math. 87 
(1878), p. 114. Betretfend die Losung der Gl. 5. Grades durch elliptische Funk- 
tionen vgl. Halphen, Traits fonct. ell. Par. 3 (1891), p. 1. 

73) Vgl. Klein, Math. Ann. 14 (1878), p. 157. Auf die betreffenden Fragen 
nehmen Klein- Fr idee 1 s ,,Modulfunktionen u mehrmals Bezug [insbes. 1 (1890) 
Abschn. 3, Kap. 4; 2 (1892) Abschn. 4]. 

74) Vgl. Klein, Ikos. (1) 3. Die Oktaederirrationalitat und die Gl. 4. Grades 
behandelt Puchta, Wien. Denkschr, 41 2 (1879), p. 57. Vgl. die grosse Monographic 
uber die durch hypergeometrische Funktionen auflosbaren algebraischen Glei- 
chungen von L. Laehtine, Mosk. math. Samml. 16 (1893), p. 597; 17 (1894), p. 1. 

75) Als „Differentialresolventen“ bezeichnet man nach J. Cockle DifFerential- 
gleichungen, die fiir irgend welche Funktionen der Wurzeln einer vorgelegten 
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15 . Die allgemeinen algebraisclien Formenprobleme. Die 
Losung durch transcendente Funktionen stebt naturlich in keiner Be- 
ziekung zur algebraisclien Tbeorie der Gleicbungen, welcbe letztere 
sick mit ikrer Reduktion anf moglichst einfache Normcdgleickungen zu 
bescbaftigen bat. Das Problem der algebraiseken Grleickungen ist 
aber von Klein verallgemeinert ; indem er in allgemeinster Weise das 
Problem formulierte, aus dm Invarianfen einer gegebmen endlicken 
Gruppe homogener linearer Substitutionen von n Veranderlicken die 
letzteren m berechnm 76 ). Die algebraiscke Bekandlung dieser Klasse 
von Aufgaben und also der algebraiseken Losung der algebraiseken 
Grleickungen wird in der Reduktion der isomorpken Formenprobleme 
auf ein Normalproblem besteken. Unter den Aufgaben mit isomorpken 
Grruppen darf man aber die von der moglichst geringm Dimensionen- 
zahl als die einfaebste, also ais das Normalproblem betrackten 77 ). Ein 
typisches Beispiel zu dieser allgemeinen Bebandlungsweise liefert die 
Zurilckfuhrung der Gleickungen 5. Grades auf das binare Ikosaeder- 
problem. 

Bekufs dieser Zuruckfukrung von isomorpken Formenproblemen 
auf einander wurde von Klein eine Metkode angegeben, um solcke 
bomogene ganze Funktionen Y ly Y 2y . . . Y^ von n Veranderlicken 
x ly x% y ... % n zu bilden, welche sick nack einer vorgegebenen Grruppe 
G t komogener linearer Substitutionen transformieren, wenn die x eine 
isomorpke Grruppe G solcker Substitutionen erfabren. Einen mog- 
licken Einwand gegen diese Metbode, dass namlicb die so erkaltenen 
Grossen vielleickt identisck versebwinden, beseitigte H. Burkhardt 78 ). 

Gleickung gelten. Fur die Gl. 5. Grades liefern wokl die betreffenden kyper- 
geometriseken Differentialgleickungen die einfaehsten Diiferentialresolventen. Tiber 
Erweiterungen auf algebraische Gleichungen kokeren Geschlecbts s. Lacktim , 
Mosk. Math. Samml. 19 (1897), p. 211, 393. 

76) Zwiscken den Invarianten konnen naturlick fundamentale Identitaten 
besteken. Einen Beweis fiir die Endlichkeit des Invariantensystems einer end- 
licken linearen Substitutionsgruppe gab JD. Hilbert , Math. Ann. 36 (1890), p. 473. 
Ygl. Weber , Algebra 2 (1896), p. 165 [IB 2, Nr. 6, Anm. 138]. 

77) Die allgemeine Problemstellung von Klein zuerst Matk. Ann. 15 (1879), 
p. 251. Ygl. die orientierende Ubersickt von Klein, Evanston Coll. (1894), 
Lect. 9. Man seke auck H. Weber , Algebra (2) 6 (1896) [I B 2, Nr. 11, Anm. 219]. 

78) Klein , Matk. Ann. 15 (1879), p. 253; Burkhardt , Matk. Ann. 41 (1892), 
p. 309. Wenn die Galois' sche Gruppe einer Gleickung (nack etwaiger Adjunktion 
geeigneter Irrationalitaten) mit einer Kollineations gruppe koloedrisck isomorpk 
ist, muss man also fragen, ob auck eine koloedrisck isomorpke komogene Sub- 
stitutionsgruppe existiert oder nickt. Im ersten Falle lasst sick die Gleickung 
auf das Formenproblem nack dem im Texte besprockenen Yerfahren rational 
zuruckfukren; im zweiten Falle muss man dagegen accessoriscke Irrationali- 
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Es werden hier Y t , Y 2 , ... Y^ solche numerisclie Irrationalitaten 
enthalteu, welche in der Gruppe G x auftreten 79 ). 

16. Gleichungen 7. Grades mit einer Gruppe von 168 Sub- 
stitutionen. Ein weiteres Beispiel von Gleichungen, welche sich auf 
solche mit nur einem Parameter reduzieren lassen, bieten Gleichungen 
7. und 8. Grades mit einer Gruppe von 168 Substitutionen dar; doch 
ist hier die zugehorige Galois’sche Resolvente nicht rational, sondern 
hat das Geschlecht [III C 2] p — 3. Betti und Kronecker 80 ) hatten die 
Existenz solcher Gleichungen 7. Grades erkannt; ubrigens gehort hieher 
das Transformationsproblem 7. Ordnung der elliptischen Funktionen, fur 
welches ja nach einem Galois’ schen Satze 81 ) Resolventen 7. Grades 
existieren. Fur das letztere Problem fand aber Klein , dass die zur 
7. Stufe gehorenden Moduln sich rational durch drei Grossen x y y y z 
ausdriicken lassen, welche einer Relation — x*y -J- y z z -j- z z x = 0 
genii gen, und zwar trat dabei die G 168 als eine Kollineationsgruppe auf 82 ). 
Weil letztere Gruppe sich durch eine holoedrisch isomorphe homogene 
Substitutionsgruppe darstellen lasst, miissen also (nach der vorigen Nr.) 
alle Gleichungen mit einer isomorphen Gruppe sich auf das terndure 
Formenproblem dieser G ies zuruckfiihren lassen. Klein fiihrte aber 
die Reduktion noch einen Schritt weiter, indem er nachwies, dass 
man vermittelst einer Hulfsgleichung 4. Grades einem beliebigen Punkte 
der Ebene einen Jcovarianten Funlct auf f\ — 0 (etwa auf der Polar- 
geraden des Punktes) zuordnen kann. Die Gleichungen mit einer G m 
lassen sich also nach Adjunlction der durch die Gleichung 4. Grades ein - 
gefuhrten accessorischen Irrationalitat auf das ternare Formenproblem mit 
/4=0? 83 ) d. h. das Transformationsproblem 7. Ordnung reduzieren; diese 
Gleichungen sind mithin durch elliptische Funktionen losbar. Die obige 
Losungsmethode der Gleichungen 7. Grades mit einer Cr 168 wurde von 

taten zu Htilfe ziehen, wie bei der Reduktion der allgemeinen Gl. 5. Grades 
auf das binare Ikosaederproblem. 

79) Dass die Substitutionskoeffizienten endlicher linearer Gruppen sich 
immer als rationale Funktionen von Einheitswurzeln darstellen lassen, ist neuer- 
dings von Maschke bewiesen, Math. Ann. 50 (1898), p. 492. 

80) Kronecker, Berl. Ber. 1858, p. 287; Betti, Ann. mat. fis. 4 (1853), p. 81 
[I B 3 c, d, Nr. 24]. 

81) tlber die Beweise dieses Satzes vgl. Klein , Math. Ann. 14 (1878), p. 417, 
sowie I A 6, Nr. 11 ; I B 3 c, d, Nr. 24. 

82) Klein , Math. Ann. 14 (1878), p. 428. Ygl. Klein -Fricke, Modulfunk- 
tionen 1 (1890), p. 692. 

83) Fur f 4 — 0 ist als Resolvente des Formenproblems eine lineare Diffe- 
rentialgleichung 3. Ordnung aufgestellt worden, namlich von Halphen, Math. 
Ann. 24 (1884), p. 461 und A. Himvitz , Math. Ann. 26 (1885b o. 117. 
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Klein nur in allgemeinem Umrisse skizziert, spater yon Gorclan durch- 
gefuhrt 84 ). 

Die Gruppe der Jacobi' schen Gleichungen 8. Grades ist zwar auch 
eine Cr 16 8: Weil aber die entsprechende homogene guatemdre Sub- 
stitutionsgruppe der A mindestens 2.168 Operationen enthalt, konnen 
die allgemeinen Gleichungen mit einer 6r 168 erst nach Adjunktion von 
accessorischen Irrationalitaten auf Jacobi’sche Gleichungen 8, Grades 
reduziert werden 85 ). 

17. Kollineationsgruppen der elliptisclien Normalkurven. Eine 
einfach unendliche Beihe von endlichen Gruppen linearer Substitutionen 
liefern die Kollineationsgruppen der von Klein eingefuhrten elliptisclien 
Normalkurven. Die homogenen Koordinaten einer Normalkurve in 
einem B n —i sind n-gliedrigen 6 - Produkten proportional mit, bis auf 
ganzzahlige Yielfache der Perioden cu lf co 2 konstanter Besiduen- 
summe 86 ). Letztere bleibt nun bei den n 2 Transformationen u — u 

-f - 1 - 1 - '" invariant } wo u das Integral 1. Gattung bezeichnek 
Hierzu kommen noch, weil ( — u) = — a (u) ; n 2 Operationen 
u f = — u + ; welche sich algebraisch in Kollineationen 

der Normalkurve in sich umsetzen lassen. Fur den harmonischen 

und den aquianharmonischen Fall treten noch weitere Kollineationen 

/ 2 ££\ 

hinzu, bei denen + u durch + iu bez. + qu, + \Q = e 3 / 


84) Klein, Erl. Ber. 1878; Math. Ann. 15 (1879), p. 266; Gordon, Math. 
Ann. 17 (1880), p. 219, 35.9 (das voile Formensystem von / 4 , anch Kontravarianten 
und Zwischenformen) ; 19 (1882), p. 529; 20 (1882), p. 487, 515; 25 (1885), p. 459. 
Vgl. auch H. Weber, Algebra (2) 14, 15 (1896), sowie E. M . Radford, Quart. J. 
30 (1898), p. 263, und I B 2, Nr. 5, Anm. 107. Die beiden Resolventen 7. Grades 
des ternaren Formenproblems linden ihre geometrische Representation durch 
zwei Systeme von je 7 bei der 6r 168 gleichberechtigten Kegelschnitten; diejenige 
8. Grades durch 8 gleichberechtigte Wendepunktsdreiecke von f\ = 0. Ygl. 
etwa M. Noether, Math. Ann. 15 (1879), p. 89 [III C 3]. 

85) Das voile Formensystem der quaternaren Substitutionsgruppe G 2 . 10 S 
hat Maschfce gegeben, Chic. Congr. Pap. 1896 (1893), p. 175. Fur — 0 erhalt 
man aus den Wurzelausdrucken, welche zu einem bei der ternaren G 168 aus- 
gezeichneten Systeme von Beruhrungskurven 3. Ordnung gehoren, das quaternare 
Modulsystem der A; vgl. Klein, Math. Ann. 15 (1879), p. 270; Klein-Fricke, 
Modulf. 1, p. 716. Uber die Jacobi’schen Gleichungen 8. Grades vgl. Brioschi, 
Lomb. Rend. (2) 1 (1868), p. 68; Math. Ann. 15 (1879), p. 241. 

86) Es ist hier ein von Hermite, J. f. Math. 32 (1844), p. 277 aufgestellter 
Satz von Bedeutung, nach welchem jedes n-gliedrige c-Produkt von gegebener 
Residuensumme linear und homogen durch n solche linear-unabhangige < 7 -Pro- 
dukte darstellbar ist. 

A •mfl.+.li Wisafinseh. I. 
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ersetzt wird. Die Kollineationsgruppe der allgemeinen elliptischen Normal - 
Tcurve G n in einem R n —i ist also eine Gw, der harmonischen bez. der 
aquianharmonischen aber eine G^ bez. GW* 87 ) 

18 . Gruppen aus der elliptischen Transformationstheorie. Jetzt 
betracbten wir die in der vorigen Nummer eingefuhrten <3>-Produkte 
X 1; ... X n in ibrer Abhangigkeit yon den Perioden a 1; co 2 . Hier findet 
man zuerst, dass die X a , wenn man co x und einer beliebigen homogenen 
Modulsubstitution unterwirft, selbst eine homogene linear e Substitution er- 
leiden. Fur ungerade n erweisen sich die X a als mr n ten Stufe gehorend ss ), 
d. h. sie bleiben bei alien modulo n mit der Identitat kongruenten 
Modulsubstitutionen unverandert. Nun ist die Zahl der modulo n ver- 

schiedenen Modulsubstitutionen n z ^1 — -~^J (^1 — • • • (fiir n—p a q^ • •*), 

welche sich paarweise nur durch das Yorzeichen unterscheiden. Diesen 
gegenuber stellt sich eine endliche Gruppe von eben so vielen X a - 
Substitutionen. Kombinieren wir die letztere Gruppe mit der durch 
die Substitutionen der u erhaltenen, so ergiebt sich im JR n -i eine 

endliche Gruppe von n 5 ^1 — ^1 — • • ■ Kollineationen. Fur 

n — 3 haben wir hier wieder die Hesse' sche Gruppe; wir sehen auch 
an diesem einfachen Beispiele, wie durch eine ausgezeichnete G 2 n * ein 
System von Normalkurven jede in sich iibergefuhrt wird, und wie 

durch die Gesamtgruppe je y n 3 ^1 — -~j ^1 • • • Normalkurven 

mit gleicher absoluter Invariante vertauscht werden. 

Bei der Entwicklung der X a nach u miissen natiirlich die zu 
derselben Potenz gehorigen Koeffizienten die Eigenschaft besitzen ; 
dass sie sich bei der der Modulgruppe nach unendlich lioher 
Meriedrie [I A 6, Nr. 14] isomorph zugeordneten G n{n *„i) (n der Kiirze 
wegen als eine ungerade Primzahl angenommen) homogen linear 
substituieren. Nun wies Klein nach ; dass fur gerade Potenzen jene 

Koeffizienten sich aus fur ungerade aber aus linear zu- 

sammensetzen. Hieraus erhielt er mit der Gn^-v isomorphe lineare 
Substitutionsgruppen von Moduln z a und Moduln y a . m ) Der 

87) Ygl. iiber die elliptischen Normalkurven Klein , Miinchn. Ber. 1880, 
p, 533; Math. Ann. 17 (1880), p. 133; Leipz. Abh. 13 (1885), Nr. 4, p. 335; Klein- 
Friche, Modulf. (2) 5, Kap. 1; fur w = 3 und 5 L.Bianchi, Math. Ann. 17, p. 234. 

88) Fur gerade n zur 2 w ten bez., wenn n durch 4 nicht teilbar ist, 4 n t<m 
Stufe. Man sehe Hurwitz , Math. Ann. 27 (1885), p. 198. 

89) Math. Ann. 15 (1879), n. 275. Fur die Gmrme/n fler oi li pcrpr> Vwavp.ifa 
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Isomorphisms ist holoedrisch oder, wenn die betreffenden Moduln 
yon gerader Dimension in den gj 19 cq 2 sind, hemiedrisch; letzteres ist 
fur die wenn n = 3 mod. 4, fur die y a) wenn n = 1 mod. 4, 
der Fall. Fur n = 5, 7 bilden die z a - und die ?/ a -Substitutionen uns 
schon bekannte homogene Gruppen, namlich die binare Ikosaedergruppe 
und die ternare Cr 168 , bez. die ternare Ikosaedergruppe und die qua- 
ternare G 2 . i68- 

Fur hohere Primzablen n erhalten wir in gleieher Weise einfache 

Gruppen G n (»*_ 1 > , welcbe den Uaupfkongmenzgruppen n tQI Stufe [HB6e] 

2 

zugehorig sind, und dieselben lassen sicb durch die z a - bez. y a - Sub- 

stitutionen im 3 bez. R n -i als Kollineationsgruppen darstellen. 

2 2 

So z. B. liefert der nachst hobere Fall n — 11 eine einfache 
und das zugehorige Transformationsproblem 90 ), welches nach einem 
Galois’schen Satze (Nr. 9) Resolventen 11. Grades besitzt, lasst sich 
auf ein quinares Formenproblem zuruckfiibren, ebenso wie die all- 
gemeinen Gleichungen mit einer tr 660 ; doch hat man bier keine 
Metbode, die letzteren mit Hiilfe yon Gleicbungen niederen Grades 
auf die speziellen Gleichungen des elliptiscben Transformationsproblems 
zu reduzieren, wie fur n = 5 und n = 7. 

19. Mit den Gleichungen 6. und 7. Grades isomorphe qua- 
ternare Eormenprobleme. Durcb Heranziehung der Liniengeometrie 
hat Klein mehrere quaterndre endliche Substitutionsgruppen erhalten. 
Zuerst wurde nachgewiesen, dass nach Einfuhrung der Fincher’ schen 
homogenen Linienkoordinaten [III B 2] x- L (i = 1,* • • 6), zwischen denen eine 
quadratische Relation F 2 — 0 identisch erfullt ist, jede lineare Sub- 
stitution der x h welche F 2 =*0 in sich iiberfiihrt , sich im Punkt- 
raume entweder in eine Frojektivitat oder eine dualistische Trans- 
formation umsetzt, je nachdem, bei Deutung der x- t als Punkt- 
koordinaten im JS 5 , die beiden Scharen von auf F 2 = 0, 

welche bez. den Punkten und Ebenen im R s entspreehen, jede in 
sich iibergehen oder vertauscbt werden 91 ). Bringt man nun F 2 = 0 

alle Ansatze in Jacobi’s Entwicklungen iiber die — Grossen A vor (vgl. 

Nr. 10). Uber entspr. Gruppen bei geradem n vgl. Hunvitz 1. c. 

90) Ygl. liber das Transformationsproblem 11. Ordnung Klein , Math. Ann. 15 
(1879), p. 533. Uber dem Inbalte dieser Nummer nabeliegenden Fragen sowie 
auch zablreicbe weitere Litteraturnacbweise vgl. Klein-Fricke, Modulfunktionen, 
besonders (1) 2 und (2) 5. 

91) Ygl. Klein , Diss. (Bonn 1868) = Math. Ann. 2, p. 198. 
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6 

auf die Normalform fS %■? — 0, so liefern also die geraden Vertau- 

sclmngen der xi unmittelbar Kollineationen 92 ) und aucb die ungeraden, 
wenn man mit der bnearen Substitution kombiniert, welcbe aus dem 

G 

tjbergange zu den mit Bezug auf den linearen Komplex x- L = 0 

i 

konjugierten Geraden resultiert auf diese Weise erhielt Klein 
im eine mit der symmetrischen Gruppe von 6 Dingen holoedrisch 
isomorphe Kollineationsgruppe . Dazu kam nocb, dass nach Einfubrung 
uberzahliger Linienkoordinaten x l7 ... x 1? welcbe jetzt den beiden 

7 7 

Identitaten — 0 und ^ x? — 0 gemigen, sicb aus den geraden 

ii 

Vertauscbungen der x t eine mit der dlternierenden Gruppe von 7 Dingen 
holoedrisch isomorphe Gruppe von Kollineationen im i? 3 ergab 93 ). Jedocb 
fand Klein, dass in beiden Fallen eine entsprechende homogene Gruppe 
mit weniger als der doppelten Zabl von Substitutionen nicht existiert 93 ). 
Die durcb die Existenz dieser Gruppen postulierte Reduction der all - 
gemeinen Gleichungen 6. und 7. Grades auf quaterndre Formenprobleme 
bat Klein mit Hiilfe accessoriscber Quadratwurzeln in Ansatz gebracbt 94 ). 

20. Bednktion der allgemeinen Gleiclmngeii 8. Grades auf ein 
ternares Formenproblem. Nacbdem inzwiscben in der Ebene eine 

mit der altemierenden Ge i isomorpbe Kollineationsgruppe 6r 360 ge- 

¥ 

funden war (Nr. 5), konnte das obige quaternare Formenproblem 
nicbt langer als das mit den Gleicbungen 6. Grades isomorpbe Normal- 
problem betracbtet werden. Behufs der Reduktion der Gleichung 
6. Grades auf das Formenproblem der ternaren 6r 360 schlagt Klein 
die Metbode vor 94a ), dass man den Wurzeln x 1? ...x G zuerst eine 
Kurve 3. Ordnung — was, weil die ternaren Formen 3. Grades sicb 

mit der G<n boloedriscb isomorph substituieren, ohne Aufwand von 
2 

accessoriscben Irrationalitaten gelingt — und dann einen von den 
9 Wendepunkten dieser Kurve in kovarianter Weise zuordnen soli. 
Letzterer Scbritt, d. h. die Bestimmung eines Wendepunktes einer C 3 , 

92) Man sehe nocli Klein , Math. Ann. 4 (1871), p. 355. Vgl. die geome- 
trischen Betrachtungen von P. Veronese , Ann. di mat. (2) 11 (1883), p. 284. 

93) Klein , Math. Ann. 28 (1887), p. 600. Vgl. uber die zur Gi , im P 8 

gehbrige geometrische Konfiguration Masclike , Math. Ann. 36 (1890), p 2 190. 

94) Ebenda p. 521. 
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erfordert bios die Einfuhrang Ton quadratischen und kubischen 
Wurzeln, sodass also die notigen accessorischen Irrationalitateii aucb 
bier von elementarer Art sind. 

21. Satz iiber die aUgememen Gleichungen Roheren Grades. 
Wenn n > 7, gilt der allgemeine Satz, dass eine mit der symmetrischen 

G„ t Oder mit der alternierenden boloedriscb isomorphe KoUinea- 

2 

tionsgruppe in einem Raume Ton weniger als (n — 2) Dimensionen 
nicbt konstruiert werden kann. Im erbalt naan aber die Yer- 

tauscbungsgruppe der unmittelbar als Kollineationsgruppe dar- 
gestellt, indem man die x t als iiberzahlige homogene Koordinaten auf- 

n 

fasst ; welche der Identitat = 0 unterworfen sind. Im Gfegensatze 

zu den Fallen n = 5 ; 6, 7 bilden also die allgemeinen Gleichmgen 
hoheren Grades Hire eigenen Normalprohleme 95 ). 

22. Quaternare Gruppe von 11520 Kollineationen. Nocb eine 
weitere quaternare Gruppe erhielt Klein aus dem linimgeometrischen 
Ansatze 96 ), namlicli durcb Kombination von Yertauscbungen und Yor- 

des fraglicben ternaren Formenproblems von Fricke (Gott. Nachr. 1896, p. 199) 
fur f 0 = 0 und von F. Gerbaldi (Math. Ann. 50 [1898], p.473, Pal. Rend. 1900) 
fur den allgemeinen Fall aufgestellt. Fur die fragiiche Normalgleichung von 
Fricke ist eine einfache Differentialresolvente 3. Grades von L . Lachtin berechnet 
worden, Math. Ann. 51 (1898), p. 463. Alle mit symmetrischen und alternieren- 
den Buchstabenvertauschungsgruppen holoedrisch isomorphen ternaren und qua- 
ternaren Kollineationsgruppen hat Maschke gegeben, Math. Ann. 51 (1898), p. 253. 

95) Eine nach dieser Richtung gehende Yermutung wurde von Klein [Ev. 
Coll. (1894), p. 74] ausgesproclien. Der Satz wurde von Wiman (Gott. Nachr., 
Febr. 1897, p. 55) fur n = 8 bewiesen und spater (ebenda, Juli 1897, p. 191) fur 
beliebige hohere n ausgesprochen; den vollstiindigen Beweis des Satzes gab W. 
erst in Math. Ann. 52 (1899), p. 243 [IB 2, Nr. 11, Anm. 219]. Sieht man von 
der algebraischen Behandlung einer (beliebigen) Gleichung ab, so hat schon 
C. Jordan [Traitd des subst. (1870), p. 380] darauf hingewiesen , dass dieselbe 
auf die spezielle Zweiteilung derjenigen hyperelliptischen Funktionen zuruck- 
gefiihrt werden kann, fiir die bei zu Grunde gelegter zweiblattriger Riemann- 
scher Flache die Gleichungswurzeln die im Endlichen belegenen Yerzweigungs- 
punkte liefern. Dass man aber hieraus ohne Zuhiilfenahme hoherer algebrai- 
scher Identitaten transcendente Ausdriicke fiir die T Vurzeln wirklich berechnen 
kann, hat erst F. Lindemann (Gott. Nachr. 1884, p. 245; 1892, p. 292) nach- 
gewiesen; dabei sind die betreffenden Periodicitatsmoduln als Integrale linearer 
Differ entialgleichungen mit rationalen Koeffizienten und mit von Gleichungen 
niedrigeren Grades abhangenden singularen Punkten nach den Methoden von 
Fuchs aufzufinden. Ygl. hierzu betreffend die Gl. 6. Grades auch JBurkhaidt, 
Math. Ann. 35 (1889), p. 277. 

96) Math. Ann. 2 (1870), p. 366 und 4 (1871), p. 346. 
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6 

zeichenwechseln der zu der fundamentalen Identitat x? — 0 ge- 

i 

horigen x i) indem jede durch eine gerade Anzalil von Elementar- 
operationen zusammengesetzte. Umanderung der x L im B s eine Kolli- 
neation bewirkt. Die so erhaltene Gruppe von 16.720 KollineaMonen 97 ) 
muss als ausgezeichnete Untergruppe eine G±e.m besitzen, bei welcher 
sowobl Yertauscbungen als Zeichenwechsel der nur in gerader Zahl 
auftreten, und in dieser ist wieder eine bios durch Vor zeichenwechsel 
erzeugte G l& ausgezeichnet. JDiese & 1Q ist die Kollineationsgruppe von 
oo 3 Rummer’ schen Flachen, welche Singularitatenflachen von Linien- 
6 

komplexen = 0 darstellen. Der Zusammenhang der obigen 

i 

Kollineationsgruppe 6r 11520 mit der Transformation 2. Ordnung der 
hyperelliptiscben Funktionen vom Gescblechte p ===== 2 wurde von 
Klein hervorgehoben, indem er zeigte, dass die sogenannten Borchardt- 
schen Moduln sicb nacb ihr substituieren 98 ). Hieran knupfen weitere 
Enbwicklungen iiber die G imo von Beichardt , welcher dabei ins- 
besondere den Zusammenhang zwischen den hyperelliptischen Funk- 
tionen und der Kuminer’schen Flache in Betraeht zog ? und Maschhe , 
von dem das vollstandige Formensystem aufgestellt wurde; aus der 
Gruppe ableitbare raumliche Konfigurationen wurden von Hess ") 
untersucht. 

Der Isomorphismus der Yertauschungsgruppe von 6 Dingen mit 
der quaternaren Gruppe der Borchardt’schen Thetamoduln fuhrte 
natiirlich zu Yersuchen, die Gleichung 6. Grades durch jene Moduln 
m losen. Diese hatten auch Erfolg, indem zuerst Maschhe eine 
Partialresolvente 6. Grades des quaternaren Formenprobleins der G imo 
aufstellte 100 ), und dann Brioschi und wiederum Maschhe die allgemeine 
Gleichung 6. Grades auf jene Resolvent e transformierten, wobei die 
Koeffizienten sich als Invarianten der urspriinglichen Form erwiesen 101 ). 

97) Die entsprechende homogene Gruppe enthalt 64.720 Substitutionen, 
woriiber man die sogleich zu citierenden Arbeiten von Beichardt und Maschhe 
vergleichen moge. 

98) Klein , Yorlesungen (Leipzig, Sommer 1885). Die in Betraeht zu ziehendo 
Arbeit von C. W. Bor char dt, J. f. Math. 83 (1877), p. 234 = Werkc, p. 341, 
handelt eben von der „Darstellung der Kummer’schen Flache durch die GopcVs che 
biquadratische Relation zwischen vier Thetafunktionen 14 . 

99) W. Beichardt , Leipz. Ber. (1885), p. 419; Math. Ann. 28 (1886), p. 84; 
R Act. Leop. 50 (1887), p. 375; Maschhe , Math. Ann. 30 (1887), p. 496; E. Hess, 
R Act. Leop. 55 (1889), p. 97. 

100) Ebenda p. 506. 

101) Maschhe, Brioschi, Rom. Line. Rend. (4) 4 (1888), p. 181, 301, 485; 
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Diejenigen Gleichungen 16. Grades, von denen die Bestimmung 
der 16 KnotmpunUe einer Rummer’ schen Flache abhangt, haben eine 
mit der G m 20 holoedrisch isomorphe Gruppe, einfacher sind dagegen 
die Gleichungen, welch e die 16 Geraden einer Flache 4. Ordnung mit 
doppeltem Kegelschnitte bestimmen, indent ihre Gruppe sich mit einer 
Untergruppe Gxe .120 der Gig . 720 holoedrisch isomorph erweist 102 ). 

SB. Quaternare und cjuin'are Gruppen aus der Dreiteilung der 
hyperelliptisclren Funktionen. Aus der elliptisehen Transformations- 
theorie (Nr. 18) kennen wir Systeme von je n Grossen X a und von daraus 

ableitbaren ——— y a und — - — z a . Nun hat Klein darauf hingewiesen, 

wie die entsprechenden Uberlegungen im hyperdliptischen Falle (p = 2) 
zu je n 2 ganz analogen Grossen X a p (wie die Borchardt’schen Moduln 
fiir n = 2) fuhren 103 ), aus denen man dann, wenn n ungerade, Systeme 

von je — ^ — Grossen Y a p, bez. — - — Grossen Z a p berleiten kann 104 ). 

Die linearen Substitutionsgruppen, welcbe die Y a p und die Z a p 
bei linearer Transformation der Perioden erleiden, sind nur fiir w=3 
naher untersucht worden. In diesem Falle besitzt das Problem ein 
doppeltes Interesse ; weil nacb G. Jordan 105 ) die Gruppe der Gleickung 
27. Grades, von welcher die Geraden auf einer allgemeinen _F 3 [HI C 6] 
abhangen, eine ausgezeicbnete (und zwar einfaebe) Untergruppe vom 
Index 2 enthalt, welche aus 25920 Substitutionen bestebt und mit 
der Gruppe der Dreiteilmg der hypereUiptischen Funktionen isomorph 


Brioschi, Act. math. 12 (1888), p. 83; Ann. Ec. norm. (3) 12 (1895), p. 343 [IB 2, 
Nr. 10, Anm. 205]. Um die Aufstellung einer linearen Differentialgleichung 
4. Ordnnng, deren Integral© mit den Borchardt’schen Moduln zusammenfallen, als 
Resolvente der Gl. 6. Grades handelt es sich bei F. N. Cole , Amer. J. of math. 8 
(1886), p. 265. 

102) Die Gruppen dieser beiden Klassen von Gleichungen bestimmte 
C. Jordan , Traitd des subst. 1870, p. 309, 313 [1 B 3 c, d, Nr. 29]. 

103) Die von Klein in seinen Vorlesungen gegebenen Andeutungen iiber 
die X a p warden zunachst von A. Witting ausgefuhrt, Math. Ann. 29 (1886), p. 157; 
Diss. (Gottingen 1887); spatere Vereinfachungen und Zusatze stammen von Burk - 
hardt, Math. Ann. 38 (1891), p. 163. 

104) Die Moduln Y und Z treten auch in den citierten Arbeiten von 
Witting auf. Doch linden sich mit den Y aquivalente Funktionen schon bei 
der Behandlung der hyper elliptisehen Multiplikatorgleichungen (genau wie bei 
Jacobi im elliptisehen Falle [Nr. 10]) von E. Wiltheiss, J. f. Math. 96 (1883), 
p. 17. 

105) Ygl. (auch wegen der Untergruppen) C. Jordan , J. de math. 4 (1869), 
p. 147; Traits des subst. p. 316, 365. Ygl. noch E. Pascal , Ann. di mat. 20 
(1892), p. 163, 269; 21 (1893), p. 85 [IB 3 c, d, Nr. 29; III C 6]. 
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ist. 0. Jordan tat nun aucli bereits 5 wichtige Arten von Untergruppen 
jener 6r 25920 mit den bez. Indices 27, 36, 40, 40, 45 bestimmt, welebe 
in den Entwickelungen der folgenden Verfasser die Hauptrolle spielen, 
und bewiesen, dass die Cr 25920 keine Untergruppen von niedrigerem Index 
als 27 enthalten kann. Wie man jene Gleicbung 27. Grades auf das 
quaternare Formenproblem der hyperelliptiscben Moduln Z a p zuruck- 
filbren kann, bat Klein skizziert 106 ). Die quaternare Gruppe der Z y 
welebe aus 2.25920 homogenen Substitutionen bestebt und mit der zu- 
geborigen Kollineationsgruppe 6r 25920 bemiedriscb isomorpb ist, wurde 
zuerst yon Witting bebandelt. Das vollstandige aus 5 Formen be- 
st ebende System von Invarianten wurde sodann von Maschke auf- 
gestellt. Endlicb vervollstandigte H. Burkhardt die friiberen Unter- 
sucbungen durcb Einfiibrung von Linienkoordinaten 107 ); die sencire 
Gruppe von 25920 Substitutionen , welebe sicb dadurcb neben die 
Gruppe der Z stellte, liess unmittelbar die Beziebung zwiseben den 
Gleicbungen 27. Grades mit einer 6r 25920 und dem Probleme der Z 
erkennen. 

Burkhardt bebandelte aucb die quindre Gruppe der Y von 25920 
homogenen Substitutionen und stellte clabei ibr vollstandiges System 
yon 6 Invarianten auf 108 ). In geometrisclier Hinsicbt traten am meisten 
zwei Systeme von 40 bez. 45 Hauptraumen bervor, ebenso wie bei 
der Gruppe der Z eine Konfiguration von 40 Ebenen, welebe den 
anderen Untergruppen vom Index 40 zugeordnet sind. 

24. Gruppen von eindeutigen Transformationen einer alge- 
braiseken Kurve in sick. Nach den Untersucbungen von Schwarz u. a. 
[Ill C 9] ist es bekannt, dass ein algebraisches Gebilde vom Geschleehte 
p > 1 nur eine endliche Zahl von eindeutigen Transformationen in sick 
zulassen kann. Allgemeine Untersucbungen fiber solche Gebilde mit 
eindeutigen Transformationen in sicb hat nun insbesondere Iiurwitz 
unternommen 109 ). Die zugeborigen endlichen Transform ationsgruppen 
sind im liyperelliptiscben Falle auf die endlichen bindren Gruppen 


106) J. d. math. (4) 4 (1887), p. 160. 

107) Witting, Diss.; G. Maschke, Gott. Nachr. 1888, p. 78; Math. Ann. 33 
(1889), p. 317; Burkhardt, Math. Ann. 41 (1892), p. 317. Vgl. fiber die qua- 
ternare Gruppe der Z auch G. Morrice , Lond. M. S. Proc. 21 (1890), p. 58; 23 
(1892), p. 213. 

108) Gott. Nachr. 1890, p. 376; Math. Ann. 38 (1891), p. 185. 

109) Man sehe fiber periodisehe Transformationen Gott. Nachr. 1887, 
p. 85 und Math. Ann. 32 (1888), p. 290; fiber allgemeine Transform ationsgruppen 
Math. Ann. 41 (1892), p. 403. 
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hemiedrisch isomorph bezogen, indem die zweiwertige Hauptfunktion 
sicb nach einer solchen substituieren muss. Fur p = 2 bat 0. Bolm 
die in Rede stebenden Transformationsgruppen bes timm t 110 ) Im nicht- 
hyperelliptischen Falle kann man die durcb die Transformationen ge- 
bildete Gruppe in eine Kollineationsgruppe im F p —i uberfiihren, in- 
dem man die p bomogenen Koordinaten den Differentialquotienten 
der Integrale erster Gattung proportional setzt. Fur p = 3 und p = 4 
bat Wiman die bier besprocbenen Kollineationsgruppen hergeleitet 111 ); 
ancb sind von ibm verscbiedene Resultate fur p = 5, 6 gegeben. 

25. Endliche Gruppen von birationalen Transformationen. 

Man kann die bisberige Fragestellung erweitem, indem man ganz 
allgemein nacb den endlichen Gruppen von birationalen Transformationen 
fragt. Hier bat S. Eantor mit besonderem Erfolge eingesetzt. Znerst 
handelte es sicb bei ibm um die Bestimmung der periodisclmi Trans- 
formationen in der Ebene . Diese Frage erledigte er nacb zwei Metboden: 
einmal so, dass er die geometriscbe Konstruktion der Gruppen durcb 
eine rein arifhmetische Untersucbung iiber die moglicben Verkettungen 
der Fundamentalpunktebei den Transformationen vorbereitete 112 ); seine 
zweite rein geometrische Losung 113 ) ging von einem invarianten linearen 
Systeme von rationalen oder elliptiscben Kurven aus, dessen Existenz 
er durcb den tlbergang zu den successiven Systemen von adjungierten 
Kurven einer ursprunglicben invarianten Kurve nacbgewiesen batte. 
Weiter sucbte Kantor lu ) unter wecbselnder Anwendung seiner ver- 
scbiedenen Metboden alle endlichen Gruppen von birationalen Trans- 
formationen in der Ebene uberhaupt zu bestimmen. Seine Losungen 
hier waren aber in mancher Hinsicbt unricktig; die notigen Be- 
richtigungen wurden von Wiman gegeben 115 ). Die typischen Haupt- 
Idassen von endlichen birationalen Transformationsgruppen in der 
Ebene sind nacb Kantor die folgenden 116 ): 

1) Kollineationsgruppen*, 


110) Amer. J. of math. 10 (1887), p. 47; Math. Ann. 30 (1887), p. 546 
[I B 2, Nr. 4, Anm. 85]. 

111) Stockh. Bih. 21 1 , Nr. 1, 3 (1895); wegen p = 3 vgl. auch W. Dyck, 
Math. Ann. 17 (1880), p. 474, 510. 

112) „Premiers fondements pour une theorie des transformations periodiques 
univoques u (Preisschrift Neapel 1891); vgl. J. f. Math. Ill (1894), p. 50. 

113) Acta math. 19 (1895), p. 115. Dort findet sich (p. 167) die erste vollig 
korrekte Anfzahlung der periodischen Typen. 

114) „Theorie d. endl. Gruppen von birationalen Transformationen in der 
Ebene u (Berlin 1895). 

115) Math. Ann. 48 (1896), p. 195. 

116) 1. c. p. 43. 
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2) Gruppen von ,,orthanallagmatischen“ Transformationen 117 ), 
welche einen Geradenbiischel invariant lassen; 

3) Gruppen, welche ein System von Kegelschnitten durch zwei 
feste Punkte invariant lassen und den Gruppen der Kollineationen einer 
F 2 in sich entsprechen; 

4 — 8) Gruppen, welche ein System von C$ mit 3 his 7 festen Punkten 
invariant lassen; 

9) Gruppen mit invariantem Cg-Biischel und uberdies invariantem 
Systeme von C 6 mit Doppelpunkten in den 8 Basispunkten. 

In den Klassen 3 his 5 kommen hochstens quadratische und in der 
Klasse 6 kubische Transformationen vor; solche Gruppen sind von 
L . Aiitonne 118 ) vielfach behandelt. Die Klasse 7 erhalt man aus den 
KoUineationsgruppen einer F 3 in sich durch die Abbildung dieser Flache 
auf die Ehene. Bei den Klassen 8 und 9 kann man die Ebene als 
das Bild einer doppelten Ebene mit einer 0 4 , bez. eines doppelten Kegels 

2 . Grades mit einer C 6 als Ubergangskurve 119 ) betrachten, sodass man 
in beiden Fallen durch Kombination der Yertauschung der beiden 
Blatter mit der Gruppe der Kollineationen der tJbergangskurve in sich 
die in der einfachen Ebene zu bestimmenden Gruppen herleiten kann. 

Kantor 12 °) hat auch die endlichen Gruppen von birationalen Trans- 
formationen im i? 3 , bei denen die den Ebenen entsprechenden Flachen 
keine doppelten oder mehrfachen Kurven enthalten, untersucht und 
ihre Typen aufgezahlt. 

26, Erweiterung auf unendliche diskontmuierliche Gruppen. 

Die hier in Betracht gezogene Theorie der endlichen Gruppen findet 
in der Theorie der unendlichen diskontinuierlichen Gruppen ihre natur- 
gemasse Fortsetzung, deren Behandlung insbesondere in II B 6 c der 
vorliegenden Encyklopadie unternommen wird. 

117) Nach Wiman (1. c. p. 200, 207) existiert hier in den Fallen, welche 
nicht durch die Klassen 1 und 3 geliefert werden, immer eine invariante hyper- 
elliptische Kurve. 

118) Par. C. R. 97, 98, 101 (1883—85); J. d. math. (4) 1, p. 431; 2, p.49; 

3, p. 63; 4 p. 177, 407 (1885—88). 

119) Wegen dieser Abbildungen einer einfachen Ebene auf eine Doppel- 
ebene vgl. man etwa Noether , Erl. Ber. 10 (1878), p. 81; bez. der Litteratur s. 
noch Fortschr. d. Math. 9 (1877), p. 581. 

120) Acta math. 21 (1897), p. 1; Amer. J. of math. 19 (1897), p. 1, 382. 






